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I. 

Integration   der   Differentialgleichungen   erster  und 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen. 

Von 

Herrn  Doctor  August  fVeiler, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Bürgerschale  xu  Mannheim. 


Vorwort. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  bietet  der  Forschung 
eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Aufgaben.  Wenn  der  Versuch 
gelingen  soll,  die  hier  vorkommenden  Lehren  in  den  durch  die 
Natur  der  Sache  hegrundeten  Zusammenhang  zu  bringen,  so 
kommt  es  vor  Allem  darauf  an,  den  passenden  Eintheilungsgrund 
festzustellen.  Es  handelt  sich  nämlich  darum,  alles  dasjenige, 
was  auf  einem  und  demselben  Wege  erzielt  wird,  unter  einen 
gemeinsamen  Gesichtspunkt  zu  bringen;  zugleich  aber  diejenigen 
Lebren,  welche  wesentlich  von  einander  abweichen,  so  aufzustellen 
und  anzuordnen,  dass  jede  von  ihnen  als  eine  Erweiterung  oder 
Vervollständigung  einer  der  vorausgehenden  Lehren  betrachtet 
werden  kann.  Es  lassen  sich  gewisse  Eigenschaften  der  Diffe- 
rentialgleichungen angeben,  wonach  man  sich  bei  der  Aufstellung 
und  Anordnung  der  einzelnen  Lehren  zu  richten  hat,  damit  die 
genannte  Absicht  erreicht  werde;  und  diese  Eigenschaften  zusam- 
mengonommen  enthalten  Dasjenige,  was  man  unter  dem  passenden 
Eintbeilungsgrunde  versteht  Die  Feststellung  dieses  Eintheilungs» 
grandes  ist  aber  eine  anerkannt  schwierige  Sache.  Nur  durch  die 
sorgfältigste  V ergleich ung  aller  Hulfsmittel,  welche  man  bei  der 
Losung  der  hier  vorkommenden  Aufgaben  benutzt,  kann  man  dazu 
gelangen.  In  dem  Maasse  als  die  bekannten  Hulfsmittel  noch 
mangelhaft  sind,  und  in  der  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe 
Lücken  zurücklassen,  wird  man  auch  über  die  Wahl  des  Eintbei- 
lungsgrundes  in  Zweifel  sein.  Man  wird  fragen,  welche  von  den 
bekannten  Lehren  einer  Erweiterung  bedürfe,  um  die  noch  vor- 
handene Lücke  auszufüllen,  man  wird  fragen,  wie  diese  Lehre 
seihst  umgestaltet  oder  deren  Stellung  zu  den  andern  Lehren  ver- 
ändert werden  müsse,  damit  eine  solche  Erweiterung  möglich 
werde.    Man  kann  wobl  sagen,  dass  die  Einigung  über  den  zu 
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befolgenden  Eintbeilungsgrond  er»t  dann  möglich  ist,  wenn  die 
Lösung  des  allgemeinen  Problems  nach  ihren  Hauptrichtungen 
vollendet  ist. 

Da  ich  mich  während  einer  Reihe  von  Jahren  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  beschäftigt  habe,  so  bin  ich  zu 
mancherlei  Vortheilen  gelangt,  welche  einerseits  nicht  unbedeu- 
tende Erweiterungen  der  bisherigen  Lehren  enthalten,  andererseits 
fast  durchgehende  mehr  oder  weniger  erhebliche  Aenderungen 
herbeigeführt  haben.  Ich  sehe  mich  desshalb  nur  dann  in  den 
Stand  gesetzt,  nieine  Resultate  übeT  den  genannten  Gegenstand 
|n  ihrer  wahren  Bedeutung  aus  einander  zu  setzen,  wenn  ich  es 
^unternehme,  die  ganze  Lehre  im  Zusammenhang  zu  entwickeln. 
Dies  glaube  ich  passend  in  den  gegenwärtigen  Blättern  nach  und 
nach  zur  Ausführung  zu  bringen,  indem  ich  nicht  annehmen  darf» 
dass  ich  eine  fertige  Arbeit  liefern  werde,  sondern  weiteren  Unter- 
suchungen die  Entscheidung  uberlassen  muss,  in  wie  fern  ich 
mich  in  meinen  Darstellungen  der  Wahrheit  genähert  habe,  oder 
von  ihr  abgewichen  bin.  Zunächst  möchte  ich  in  diesem  Vorwort 
den  Versuch  machen,  die  Hauptgedanken,  welche  nach  meiner 
Auffassung  Einheit  und  Ordnung  in  die  ganze  Lehre  zu  bringen 
geeignet  sind ,  und  mir  desshalb  bei  allen  Untersuchungen  zur 
Richtschnur  dienen  sollen,  in  einigen  kurzen  Zügen  anzugeben. 

Schon  Euler,  welcher  zuerst  die  gesammte  Lehre  von  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  einer  strengen  Prüfung 
unterwarf,  entschied  sich  dafür,  dass  die  Anzahl  der  Veränderli- 
chen als  Eintheilungsgrund  gelten  solle.  Alle  Lehren,  welche  den 
Zweck  haben,  eine  veränderliche  Grösse  als  Funktion  einer  zwei- 
ten Veränderlichen  zu  bestimmen,  gleichgültig,  ob  die  vorliegende 
Differentialgleichung  der  ersten,  der  zweiten  oder  dritten  Ordnung 
angehört,  sollten  demnach  denjenigen  Untersuchungen  vorausge- 
schickt werden,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  einer  veränderlichen 
Grösse  als  Funktion  zweier  weiteren  Veränderlichen  beschäftigen. 
Ebenso,  wie  also  die  Integration  der  Differentialgleichungen  mit 
zwei  Veränderlichen  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
mit  drei  Veränderlichen,  so  sollte  auch  die  letztere  wieder  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  mit  vier  Veränderlichen 
vorausgehen.  Dieser  Anordnung  liegt  ein  höchst  einfacher  Ge- 
danke zum  Grunde,  welcher  bis  dabin  jederzeit  seine  unbedingte 
Brauchbarkeit  bewährt  hat  Jede  Differentialgleichung  mit  irgend 
einer  Anzahl  Veränderlichen  soll  nämlich  jedesmal  auf  eine  Dif- 
ferentialgleichung mit  einer  geringeren  Anzahl  Veränderlichen 
zurückgeführt  werden,  so  dass  also  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der 
Aufgaben,  welche  die  Integration  der  Differentialgleichungen  in 
sich  begreift,  zuletzt  immer  nur  auf  die  Integration  der  Funktionen 
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einer  einzigen  Veränderlichen  oder  anf  die  sogenannte  Quadratur 
zurückfuhrt. 

Da  nun  der  äusserste  Punkt  bezeichnet  ist,  auf  welchen  alle 
Untersuchungen  der  Infegrafrechnung  hinzielen,  und  da  sich  so 
ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  für  die  Stellung  der  verschiede- 
nen Differentialgleichungen  zu  einander  bei  der  Losung  der  alt- 
gemeinen  Aufgabe  ergeben  hat,  handelt  es  sich  um  einen  weiteren 
Eintheilungsgrund  fEfr  diejenigen  Differentialgleichungen  jedesmal, 
worin  gleich  viel  Veränderliche  vorkommen.  Denn  die  Mannigfal- 
tigkeit der  zur  Integration  führenden  Regeln  ist  auch  hier  noch 
sehr  gross.  Bei  der  Feststellung  dieses  weiteren  Eintheilungs- 
grundes  darf  aber  nicht  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  als 
maassgebend  angesehen  werden.  Denn  wenn  auch  in  vielen 
Fftllen  die  Integration  einer  Differentialgleichung  von  höherer  Ord- 
nung am  vorteilhaftesten  dadurch  ausgeführt  wird,  dass  man 
dieselbe  auf  eine  Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung 
zurücknibrt,  so  giebt  es  doch  auch  wieder  andere  Fälle,  In  wel- 
chen die  Integration  wesentlich  dadurch  vereinfacht  wird,  dass  man 
nicht  auf  eine  Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  abergeht, 
sondern  dnss  man  sogleich  das  endliche  Verhalten  zwischen  den 
Veränderlichen  darstellt.  Unter  den  Differentialgleichungen  mit 
zwei  Veränderlichen,  welche  diese  Eigentümlichkeit  zeigen,  mOgen 
hier  vor  Allem  die  linearen  Differentialgleichungen  zu  erwähnen 
sein.  In  andern  Fällen  endlich  ist  ein  solcher  Uebergang  auf  eine 
Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  sogar  geradezu  Sache 
der  Unmöglichkeit.  Dies  zeigt  sich  ganz  gewöhnlich,  wenn  eine 
partielle  Differentialgleichung  von  der  zweiten  oder  von  noch  hö- 
herer Ordnung  mit  drei  oder  mehr  Veränderlichen  vorliegt.  Der 
Eintheilungsgrund  für  die  Differentialgleichungen  von  gleicher  An* 
zahl  von  Veränderlichen  liegt  mehr  versteckt.  Es  lässt  sich  dafür 
kein  so  auf  der  Stelle  sichtbares  Merkmal  an  den  Differentialglei- 
chungen auffinden,  wie  etwa  die  Anzahl  der  Veränderlichen 
oder  die  Ordnung  der  Differentialgleichung.  Doch  hat  man 
in  dieser  Angelegenheit  seit  Euler  einen  entschiedenen  Fort- 
schritt gemacht.  Man  ist  nämlich  schon  lauge  übereingekommen, 
die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen,  oder  derjenigen 
Differentialgleichungen,  worin  die  abhängige  Veränderliche  nur  auf 
dem  ersten  Grade  vorkommt,  von  der  Integration  der  übrigen 
Differentialgleichungen  zu  trennen,  während  Euler  diese  Unter- 
scheidung noch  nicht  gemacht  hat.  Man  konnte  erwarten,  dass 
alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  in  ihrer  Form  eine 
auffallende  Uebereinstimmung  zeigen,  jedesmal  auch  nach  ähnli- 
chen Regeln  sich  integriren  lassen.  Dies  trifft  aber  nicht  immer 
zu.  Zwar  besitzen  alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche 
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•ich  nach  derselben  Kegel  integriren  lassen,  auch  eine  gemeinsame 
Eigenschaft.  Altein  diene  Eigenschaft  kommt  nicht  immer  deut- 
lich durch  die  Form  der  Differentialgleichung  zum  Vorschein,  und 
wird  durch  andere  unwesentliche  Momente  oftmals  so  sehr  zurück- 
gedrängt, dass  nur  eine  genaue  Untersuchung  jene  Eigenschaft 
erkennen  lässt.  Die  linearen  Differentialgleichungen,  welche  jetzt 
allgemein  von  den  übrigen  Differentialgleichungen  getrennt  unter- 
sucht werden,  besitzen  ein  sogleich  in  die  Augen  fallendes  Kenn- 
seichen, nämlich  diejenige  Form,  der  sie  ihren  Beinamen  linear 
verdanken.  Allein  es  giebt  noch  andere  Gruppen  von  Differential- 
gleichungen, welche  ganz  mit  demselben  Recht  voo  einander  ge- 
trennt werden,  wiewohl  man  einer  vorliegenden  Differentialgleichung 
nicht  auf  der  Stelle  ansieht,  ob  sie  der  einen  oder  der  anderen 
Gruppe  angehört.  Der  Grund  zu  dieser  Trennung  der  Differential- 
gleichungen in  einzelne  Gruppen  ist  aber  kein  anderer,  als  die 
eigentümliche  Gestalt  des  allgemeinen  Integrals  dieser  Differen- 
tialgleichungen. Jedes  Integration« verfahren  gebt  nämlich  von 
einer  gewissen  Voraussetzung  aus  in  Bezug  auf  das  Vorkommen 
der  willkührlichen  Beständigen  oder  der  willkührlichen  Funktionen 
des  allgemeinen  Integrals.  Man  bildet  aus  dieser  Integralform 
die  Differentialgleichung,  und  vergleicht  dieselbe  mit  einer  vorlie- 
genden von  ähnlicher  Form.  Das  Resultat  dieser  Vergleichung 
besteht  in  mehreren  Beziehungen,  welche  das  Mittel  an  die  Hand 
geben,  die  Integration  zu  bewerkstelligen,  (jeberall  da,  wo  die- 
selbe Voraussetzung  gemacht  werden  kann  in  Bezug  auf  die  In- 
tegralform, fährt  auch  ein  gemeinsamer  Weg  zum  Ziel.  Da  sich 
nun  gezeigt  bat,  dass  man,  um  die  mannigfaltigen  hier  vorkom- 
menden Aufgaben  zu  losen,  auch  von  Verschiedenen  Voraussetzun- 
gen in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  willkürlichen  Beständigen 
oder  willkührlichen  Funktionen  des  allgemeinen  Integrals  ausgehen 
moss,  so  ergeben  sich  hierdurch  noth wendigerweise  ebenso  viele 
Abtheilungen  unter  den  Differentialgleichungen.  Dabei  bat  sich 
noch  herausgestellt,  dass  oftmals  auch  solche  Differentialgleichun- 
gen, welche  auf  den  ersten  Anblick  eine  grosse  Ueberetnstimmung 
zeigen,  doch  in  ganz  verschiedene  Gruppen  eingereiht  werden 
müssen.  Die  einzelnen  Gruppen  selbst  lässt  man  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  auf  einander  folgen,  so  wie  sich  eben  die  den-  * 
selben  zum  Grunde  liegenden  Integral  formen  einander  unterordnen. 

Das  Integrationsverfahren  zeigt  fär  diejenigen  Gruppen  von 
Differentialgleichungen,  deren  Trennung  sich  auf  die  verschiedene 
Form  des  allgemeinen  Integrals  gründet,  so  au  Hallende  Unterschiede, 
dass  man  der  Integralform  als  Eintbeilungsgrund  mit  vollem  Recht 
sogar  den  Torrang  zugesteht  vor  der  Anzahl  der  Veränderlichen 
in  der  Differentialgleichung.   Dies  widerstreitet  keineswegs  dem 
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gegebenen  allgemeinen  Ausspruche,  dass  die  ganze  Lehre 
voo  der  Integration  der  Differentialgleichungen  auf  eine  allmählige 
Verminderung  der  Veränderlichen  hinweise,  so  das*  also  alle 
Differentialgleichungen  mit  der  gleichen  Ansah!  Veränderlichen 
zusammenzustellen  seien.  Denn  dieser  Grundsatz  kann  eben  so 
gut  in  den  engeren  Grenzen  einer  durch  die  Natur  des  allgem] 
Integrals  bedingten  Abtbeilung  streng  beibehalten  werden, 
erreicht  aber  so  andererseits  den  wesentlichen  Vortheil,  dass 
gleichartigen  Untersuchungen  zusammen  kommen,  and  der  innere 
Zusammenhang  der  ganzen  Lehre  in  deren  einzelnen  T heilen 
Ausdruck  erhält. 


s  alle 


Auch  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  ist  als  EintheK- 
longsgrund  von  Bedeutung.  Denn  alle  diejenigen  Differentialglei- 
chungen, welche  einerlei  Integralform,  und  zugleich  dieselbe 
Anzahl  Veränderlichen  haben,  werden  am  natürlichsten  so  an  ein- 
ander gereibt,  wie  es  deren  Ordnung  vorschreibt  Wenn  man  also 
im  Ganzen  die  drei  bis  dabin  erwähnten  Momente,  nämlich  die 
Anzahl  der  Veränderlichen,  die  Integralform  und  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  als  Eintheilungsgrund  für  die  Lehre  von  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  gelten  lässt,  so  wird 
diesen  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  die  untergeoi 
Stelle  einnehmen,  während  die  Natur  der  Integralform  den 
und  wichtigsten  Einfluss  erhält. 

Meine  erste  Abhandlung,  welche  in  dem  5Isten  Bande  des 
Crelle'scben  Journals  erschienen  ist,  enthält  die  Integration  der 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei,  drei 
Veränderlichen.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe 
ich  mir  die  Aufgabe  gestellt,  die  allgemeine  Differentialgleichung 
erster  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  zu  integriren. 
Wenn  auch  die  Integration  solcher  Differentialgleichungen  als  der 
zunächst  liegende  und  zugleich  einfachste  Theil  der  allgemeinen 
Anfgabe  am  frühesten  zu  einer  gewissen  Reife  gekommen  ist,  so 
doch  zugestanden  werden,  dass  in  den  bisher  vorgetragenen 
der  innere  Zusammenhang  sehr  vermisst  wird.  Dieselben 
zum  grossen  Theil  unabhängig  von  einander,  und  ge- 
dem  Leser  keineswegs  diejenige  Befriedigung,  welche 
demselben  jedesmal  dann  zu  Theil  wird,  wenn  die  gemeinsame 
verschiedener  Ergebnisse  deutlich  hervortritt,  und  demsel- 
nngefahre  Uebersicht  gestattet,  in  welchem  Maasse  diese 
gemeinsame  Quelle  durch  die  bekannten  Ergebnisse  erschöpft  ist 
Da  ich  eine  solche  Darstellung  der  genannten  spezielleren  Auf- 
gabe in  der  vorliegenden  Schrift  zu  leisten  beabsichtige,  so  will 
ich,  um  in  der  Folge  besser  verstanden  zu  werden,  dies  Vorwort 
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damit  beschli essen ,  eine  Vergleichung  anzustellen  zwischen  der 
bisherigen  von  Euler  fast  ausschliesslich  benutzten  Methode,  die 
einzelnen  Lehren  aufzustellen  und  anzuordnen,  und  derjenigen, 
von  welcher  ich  glaube,  dass  sie  weit  mehr  geeignet  sei,  die  ein- 
heitliche Darstellung  dee  Ganzen  su  begrün  den. 

XWenn  eine  Differentialgleichung  mit  zwei  Veränderlichen  ein 
vollständiges  Differential  ist,  oder  wenn  dieselbe  in  der  vorliegen- 
den Form  durch  Differentiation  aus  ihrem  allgemeinen  Integral 
abgeleitet  werden  kann,  so  hat  die  Integration  bekanntlich  keine 
Schwierigkeit,  welcher  Ordnung  die  Differentialgleichung  auch  an- 
geboren mag,  da  man  dann  jedesmal  nach  einer  bestimmt  vorge- 
schriebenen Regel  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung durch  Quadraturen  darstellt  Wenn  eine  Differentialgleichung 
kein  vollständiges  Differential  ist,  so  kann  man  dieselbe  jedesmal 
in  ein  solches  am  wandeln,  wenn  man  sie  mit  einem  geeigneten 
Faktor  multiplicirt  Diese  Uniwandlung  in  ein  vollständiges  Diffe- 
rential oder  die  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  macht  aber 
die  eigentliche  Schwierigkeit  der  vorliegenden  Aufgabe  aus.  Es 
giebt  nämlich  kein  Verfahren,  welches  den  integrirenden  Faktor 
der  allgemeinen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

Zrfz  +  F«fy=0, 

worin  Z  und  Y  irgend  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  r 
und  y  vorstellen,  oder  der  allgemeinen  Differentialgleichung  der 
«weiten  Ordnung 

ZäH\  Frfy*  =  0, 

worin  Z  und  Y  irgend  Funktionen  von  z  und  y  und  des  Differen- 
tialquotienten der  ersten  Ordnung  ^  sind,  durch  eine  bestimmt 

vorgeschriebene  Entwicklung  erzielt.  Ebenso  wenig  ginge  es  an, 
wollte  man  jene  beiden  allgemeinen  Differentialgleichungen  in  ge- 
wisse Gruppen  zertbeiten,  für  jede  dieser  Gruppen  ein  bestimmtes 
Integrationsverfahren  zu  geben.  Alle  Regeln,  welche  sich  in  der 
genannten  Absicht  aufstellen  lassen,  wie  viele  es  deren  auch  seiu 
mögen,  reichen  immer  nur  bedingungsweise  aus;  oder  es  lassen 
sich  immer  wieder  solche  Differentialgleichungen  angeben,  welche 
durch  keioe  jener  Regeln  integrirt  werden  können.  Desshalb 
lassen  sieb  dann  auch  diejenigen  Regeln,  wodurch  der  integrirende 
Faktor  jedesmal  am  vorteilhaftesten  bestimmt  wird,  nicht  aus 
einigen  wenigen  Beispielen  ableiten,  für  welche  diese  Bestimmung 
gelungen  ist.  Diese  Regeln  müssen  vielmehr ,  wenn  sie  dem 
jedesmaligen  Entwickelungszustand  der  Analysis  angemessen  sein 
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sollen,  das  Resultat  der  Vergleichung  aller  bekannten  Läsungen 
enthalten.  Dieselben  müssen  so  aufgestellt  sein,  dass  sie  möglichst 
allgemein  sind,  oder  auf  möglichst  viele  Differentialgleichungen 
ihre  Anwendung  finden;  zugleich  aber  muss  ihrer  Allgemeinheit 
eine  solche  Grenze  gesteckt  sein,  dass  die  darauf  gegründete 
Rechnung  nicht  wesentlich  mehr  vereinfacht  werden  könnte,  wollte 
man  sich  dabei  auf  engere  Grenzen  beschränken. 

In  diesem  Sinne  hat  man  nun  zwar  die  Aufgabe  schon  seit 
Euler  aufgefasst.  In  dem  Weiteren  aber  hat  man,  glaube  ich, 
eine  falsche  Richtung  eingeschlagen.  Man  war  nämlich  bemüht, 
alle  Regeln,  wonach  man  den  integrirenden  Faktor  bestimmt,  an 
gewisse  Bedingungen  zu  knüpfen ,  welche  sich  auf  die  besondere 
Form  der  Differentialgleichungen 

Zdt+F«fy  =  0   und  Zd*z+Ydy*=0 

beziehen,  so  dass  die  Brauchbarkeit  dieser  Regeln  entweder  so- 
gleich in  die  Augen  fällt  ,  oder  doch  noch  vor  deren  Anwendung 
durch  eine  bestimmt  vorgeschriebene  Untersuchung  erkannt  wird. 
Uni  hier  ein  Beispiel  der  Art  anzuführen,  brauche  ich  nur  daran 
za  erinnern,  wie  man  den  integrirenden  Faktor  der  sogenannten 
homogenen  Differentialgleichungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
bestimmt.  Die  Bedingung,  unter  welcher  der  integrirende  Faktor 
aufgefunden  wird,  ist  hier  gerade  diejenige  Eigenschaft  der  Diffe- 
rentialgleichung, welcher  sie  ihren  Beinamen  homogen  verdankt 
An  solche  Merkmale  suchte  man  also  die  Regeln  zur  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  anzuknüpfen.  Doch  nur  wenige  dieser 
Regeln  finden  eine  allgemeinere  Anwendung;  und  es  zeigte  sich 
bald,  dass  man  zu  einer  Unzahl  von  Unterscheidungen  Zuflucht 
nehmen  roüsste,  wollte  man  auf  diese  Weise  auch  nur  diejenigen 
Fälle  erschöpfen,  in  welchen  die  Integration  bereits  gelungen  ist. 
Nach  Euler,  welcher  sich  vorzugsweise  dieser  Methode  bedient 
hat,  konnte  man  es  desshalb  weder  erfolgreich  noch  auch  sonst 
wünschenswert!»  finden,  dass  weitere  Versuche  der  Art  gemacht 
würden.  Das  Fehlerhafte  der  befolgten  Methode  besteht  aber, 
glaube  Ich,  darin,  dass  man  die  Bedingungen  für  den  Erfolg  als 
einen  Bestandteil  der  Regel  selbst  aufgenommen  hat.  Jene  un- 
zähligen Unterscheidungen  werden  dadurch  herbeigeführt,  dass 
man  bei  der  Bildung  und  genaueren  Begrenzung  der  einzelnen 
Regeln  nicht  allein  das  jedesmal  einzuschlagende  Rechnungsver- 
fahren entscheiden  lässt,  sondern  auch  der  Beschaffenheit  derje- 
nigen Bedingungen,  unter  welchen  dies  Verfahren  zum  Ziel  führt, 
einen  Einfluss  zugesteht  Nimmt  man  keine  Rücksicht  auf  diese 
Bedingungen,  so  lässt  sich  das  Geraeinsame  in  der  Lösung  der 
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verschiedenen  Aufgaben  viel  allgemeiner  aussprechen  als  in  dem 
anderen  Falle.  Indem  ich  mich  damit  begnüge,  dass  die  Brauch- 
barkeit allein  durch  den  Erfolg  der  Rechnung  sich  herausstelle, 
bin  ich  in  den  Stand  gesetzt,  einige  wenige  and  allgemeine  Regeln 
aufzustellen,  wodurch  man  alle  mir  bekannten  Losungen  erzielt. 
Jede  dieser  Regeln  liefert  also  in  der  Anwendung  auf  eine  vor- 
liegende Differentialgleichung  entweder  das  allgemeine  Integral, 
oder  sie  fährt  zu  der  Ueberzeugung,  dass  sie  in  dem  vorliegenden 
Falle  nicht  angewendet  werden  darf.  Ich  habe  es  zugleich  für 
unerläßlich  gehalten,  eine  ebenso  reichaltige  als  sorgfältige  Aus- 
wahl von  Beispielen  zu  geben,  weil  gerade  hier  nur  die  genaue 
Untersuchung  und  Vergleichung  von  einzelnen  Lösungen  dem 
Leser  die  Möglichkeit  verschafft,  den  Werth  der  zu  benutzenden 
Regeln  gehörig  zu  beurtheilen. 

Eines  der  vorzüglichsten  Hülfsmittel  bei  der  Aufstellung  all- 
gemeiner gültigen  Integrationsregeln,  welche  sich  unabhängig 
halten  von  den  Bedingungen,  unter  welchen  dieselben  zum  Ziel 
führen,  liegt  in  der  Benutzung  der  besonderen  Integrale  und  der 
besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  Man  wird 
sich  in  der  That  überzeugen,  dass  die  grosse  Mehrzahl  dieser  In- 
tegrationsregeln vorerst  darauf  Rücksicht  nimmt,  wie  man  zur 
Kenntniss  solcher  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösun- 
gen gelangen  kann.  Der  weitere  Zweck  dieser  Regeln  aber, 
welcher  sich  bestimmter  verfolgen  lässt,  und  desshalb  einen  we- 
sentlicheren Bestandteil  der  Untersuchungen  ausmacht,  besteht 
darin,  zu  zeigen,  wie  man  die  besonderen  Integrale  und  die  be- 
sonderen Auflösungen  zu  benutzen  bat,  um  das  allgemeine  Integral 
zusammenzusetzen.  Wenn  auch  jenes  Hülfsmittel  schon  sehr 
bald  nach  dem  Entstehen  der  Integralrechnung  bei  der  Lösung 
einzelner  Aufgaben  in  Anwendung  kam,  so  gehören  doch  diejeni- 
gen Bemühungen,  welche  demselben  einen  grösseren  Einfluss  zu 
verschaffen  suchen,  einer  späteren  Zeit  an.  Dies  Ziel  ist  auch 
jetzt  noch  nicht  in  dem  Maasse  erreicht,  als  es  der  Gegenstand 
verdient,  und  die  Untersuchungen,  welche  die  erwähnte  Richtung 
eingeschlagen  haben,  sind  nur  wenig  zahlreich.  Schon  d'Alem- 
bert  bat  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral  der  linearen 
Differentialgleichung 

$  +  *%  +  *«-•. 

worin  T  und  Yv  beliebige  Funktionen  von  y  vorstellen,  aus  zwei 
besonderen  Integralen  dieser  Differentialgleichung  zusammensetzt 
Was  aber  die  Integration  der  nicht  linearen  Differentialgleichungen 
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betrifft,  so  scheint  man  sich  eher  bemüht  zu  haben,  die  Benutzung 
der  besonderen  Integrale  mid  besonderen  Auflosungen  dabei  fern 
so  halten.  Erat  nach  Euler  beschäftigte  eich  Trembley  mit 
der  Aufgabe,  bei  der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  der 
Differentialgleichung 


die  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösungen  zu  benutzen. 
Man  kann  darüber  nachlesen  in  Lacroix,  Tome  11.  pag.  405. 
Einen  ausgedehnteren  Gehranch  hat  eine  neuere  Arbeit  daven 
gemacht,  welche  sich  in  dem  40.  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals vorfindet.  Dort  zeigt  nämlich  Herr  Professor  Minding  in 
seiner  Abhandlung  „Bemerkungen  Aber  Integration  der 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen"  an  einer  Reihe  bemerkenswerther  Beispiele 
den  wesentlichen  Gewinn,  welchen  die  Kennt  niss  der  besonderen 
Integrale  bei  der  Trennung  der  Veränderlichen  und  hei  der  Be- 
stimmung des  integrirenden  Faktors  leistet. 

Wenn  auch  dies  Vorwort  mehr  für  den  Sachkundigen  be- 
stimmt ist,  so  möchte  ich  doch  in  dem  Folgenden  auch  den  übri- 
gen Lesern,  welche  mit  den  bisherigen  Arbeiten  weniger  vertraut 
sind,  nicht  unverständlich  sein.  Desshalb  Hess  ich  meine  Ab- 
handlung mit  einem  Icurzeu  Abschnitte  beginnen,  welcher  von  den 
ersten  Begriffsbestimmungen  ausgehend  den  Gegenstand  der  all- 
gemeineren Aufgabe,  womit  sich  die  Integration  der  Differential* 
gleichungen  Oberhaupt  beschäftigt,  nach  seinen  Hauptbestandteilen 
in's  Auge  fasst.  Was  aber  den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Untersuchungen  betrifft,  so  habe  ich  denselben  auf  die  folgende 
Weise  vertheilt.  In  einem  zweiten  Abschnitte  wird  die  Form  des 
altgemeinen  Integrals  für  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung Zdi\  Firfy=0  aufgestellt,  wenn  Z  und  Y  irgend  Funktionen 
der  Veränderlichen  x  und  y  sind.  Ausserdem  werden  die  beson- 
deren Integrale  und  die  besonderen  Auflosungen  dieser  Differen- 
tialgleichung bestimmt.  Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit 
der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  durch  Trennung  der 
Veränderlichen.  Der  vierte  Abschnitt  bestimmt  den  integrirenden 
Faktor  als  gemischte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  x  und 
5.  In  dem  fünften  Abschnitte  wird  die  Form  des  allgemeinen 
Integrals  für  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 


sind.    Ausserdem  werden  die  besonderen  Integrale  und  be- 


Zdz\  Ydy  =  0 


Z<Pz+Ydy%=zQ 
Z  und  Y  irgend  Funktionen  von  z,  y  und 
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sondereu  Auflösungen  dieser  Differentialgleichung  bestimmt.  Der 
sechste  Abschnitt  fährt  die  Differentialgleichung  der  aweiten 
Ordnung 

zurück  auf  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur 
zwei  Veränderlichen.  Der  siebente  Abschnitt  endlich  bestimmt 
den  integrirenden  Faktor  für  den  Fall,  dass  derselbe  irgend  eine 

dz 

Funktion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  ist. 

I.   Zerlegung  der  allgemeinen  Aufgabe  in  ihre  Haupt* 

bestandtheile. 

Jede  Gleichung,  welche  eine  Abhängigkeit  zwischen  mehreren 
Grossen  und  deren  Differentialen  ausdrückt,  heisst  Differential- 
gleichung. Im  Gegensatz  damit  spricht  man  von  einer  endlichen 
Gleichung,  wenn  dieselbe  von  Differentialen  frei  ist.  Diejenigen 
GrOssen,  deren  Differentiale  in  der  Gleichung  vorkommen,  heissen 
die  Veränderlichen;  dagegen  wird  jede  andere  Grosse  eine  Be- 
ständige genannt.  Die  höchste  Ordnung  der  vorkommenden  Dif- 
ferentiale bestimmt  die  Ordnung  der  Differentialgleichung.  Dem- 
nach hat  man  eine  Differentialgleichung  Her  ersten  Ordnung,  wenn 
nur  Differentiale  der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Die  Differen- 
tialgleichung heisst  eine  der  zweiten  Ordnung,  wenn  sie  Differen- 
tiale der  zweiten  Ordnung  enthält,  u.  s.  w. 

Wie  aueb  immer  die  Differentiale  in  einer  Gleichung  vorkom- 
men mögen,  so  kann  dieselbe  doch  jedesmal  auf  Differentialglei- 
chungen zuröckgeffihrt  werden,  worio  ausser  den  Differentiäl- 
quotienten 

dz      dz      dh       dh  d*i 
dy9    dx'-dy*'    dydx*    dx*  ~ 

keine  Differentiale  mehr  vorkommen.  Eine  solche  Differentialglei- 
chung aber  heisst  partiell.  IMan  denkt  sichr  die  Veränderliche  z 
werde  durch  die  partielle  Differentialgleichung  als  Funktion  der 
andern  Veränderlichen  y,  x....  bestimmt.  Desshalb  nennt  man  z 
die  abhängige  Veränderliche,  während  die  Grössen  y,  a?....  die 
unabhängigen  Veränderlichen  heissen. 
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Es  lassen  sich  jedesmal  unzahlig  viele  Funktionen  von  y,  x.... 
angeben,  welche  an  die  Stelle  von  z  in  die  partielle  Differential- 
gleichung eingesetzt  derselben  genügen.  Diese  Funktionen  deuten 
auf  ebenso  viele  Gleichungen  hin»  welche  zwischen  den  Veränder- 
lichen z,  y,  x....  <)er  Differentialgleichung  bestehen.  Wenn  man 
e.  B.  die  Differentialgleichung: 

2(y«_  a*p  +  (:  -y)«=2(y*  +  fl») 
ansetzt,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

2a9 

z+y=0,    z=y  +  2a,   z=y  —  2a,   z=y  —  —  u.  s.  w„ 

weil  man  der  Differentialgleichung  genflgt,  wenn  man  diejenige 
Funktion  von  y  an  die  Stelle  von  z  einsetzt,  welche  auch  irgend 
einer  ron  diesen  Gleichungen  genügt.  Die  Integralrechnung 
stellt  sich  die  Aufgabe,  alle  möglichen  Gleichungen  zwischen  den 
Veränderlichen  z,  y,  x....  zu  bestimmen,  welche  auf  die  angege- 
bene Weise  die  Differentialgleichung  befriedigen.  Alan  konnte 
Anfangs  glauben,  diese  Aufgabe  führe  auf  endlose  Rechnungen. 
Allein  es  zeigt  sieb,  dass  jedesmal  eine  einzige  Gleichung  ange- 
geben werden  kann,  woraus  alle  vorhin  erwähnten  sich  ableiten 
lassen.  Dies  ist  nämlich  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus  die 
vorliegende  Differentialgleichung  durch  Differentiation  abgeleitet 
werden  kann.  Man  nennt  aber  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus 
eine  Differentialgleichung  durch  Differentiation  abgeleitet  werden 
kann,  deren  allgemeines  Integral.  Die  allgemeine  Aufgabe,  womit 
sich  die  Integration  der  Differentialgleichungen  beschäftigt,  kommt 
demnach  zurück  auf  die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals. 

Die  folgenden  Blätter  sollen  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen mit  zwei  Veränderlichen,  oder  die  Integration  derjeni- 
gen Differentialgleichungen  enthalten,  wodurch  die  abhängige  Ver- 
änderliche z  als  Funktion  einer  einzigen  Veränderlichen  y  bestimmt 
wird.  Man  nimmt  hierbei  die  Integration  der  Funktionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  als  gegeben  an,  und  betrachtet  die  vor- 
liegende Aufgabe  jedesmal  als  gelöst,  wenn  das  allgemeine  In- 
tegral jener  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  Quadraturen 
dargestellt  ist. 
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IL   Allgemeines  Integral,  besondere  Integrale  und  be- 
sondere Auflösungen  der  Differentialgleichung  erstem 
Ordnung  mit  swei  Veränderlichen. 

Wenn  man  die  Gleichung  o=c  nach  den  beiden  Grossen  t 
und  y  differentitrt,  und  «renn  a  eine  bestimmte  Funktion  von  * 
und  y,  dagegen  c  eine  willkfihrliche  Bestfindige  oder  eine  will- 
köhrliche  Funktion  aller  voo  den  beiden  Veränderlichen  s  und  y 
unabhängigen  Grössen  vorstellt,  so  verschwindet  dies  willkührliche 
c,  und  man  behält  die  Differentialgleichung : 

da  da 

Theilt  man  dieselbe  durch  eine  Grosse  A,  welche  gleichfalls  eine 
bestimmte  Funktion  von  z  und  y  ist,  so  hat  man: 

da  dz      da  dy  _ 

dz~~k  +3^T~Ü* 

Daraus  folgt,  dass  jede  Differentialgleichung 

Zdi+  F«?y=rO, 


Z  und  Y  irgend  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  z 
und  y  sind,  durch  Differentiation  einer  Gleichung  a=c  entstanden 
gedacht  werden  kann.  Denn  wenn  man  dieselbe  vergleicht  mit 
der  obigen  aus  a=c  gebildeten  Differentialgleichung,  so 
sieb  die  beiden  identischen  Gleichungen: 


da     „.  ,  da 

5 


&=zk,  und  T  =  rk, 


denen  man  jederseit  genügen  kann,  weil  die  beiden  Unbekannten 
«  und  k  ohne  Ausnahme  alle  diejenigen  Grössen  aufnehmen  dür- 
fen, welche  auch  in  Z  und  Y  vorkommen.  Da  sich  nun  aber 
keine  allgemeinere  Gleichung  angeben  läset,  durch  deren  Differen- 
tiation die  Gleichung 

Zdz+  Ydy=0 

entsteht,  so  muss  die  Gleichung  a  —  c  als  das  allgemeine  Integral 
dieser  Differentialgleichung  angesehen  werden.  Doch  muss  hier 
noch  bemerkt  werden,  dass  das  allgemeine  Integral  a—c  auch  in 
der  Form  a?(a)=c  angeschrieben  werden  kann,  worin  o>  eine  will- 
kürliche Funktion  vorstellt.    Denn  wenn  mau  a  aus  a>(a)  =  c 
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entwickeil,  so  kommt  man  ininer  wieder  auf  jene  erstere  Form 
a=/tc)  oder  «=c,  zurück,  wo  daon  c,=/(c)  die  willkübrliche 
Beständige  bezeichnet.  Wenn  es  also  vorkommt,  dass  mao 
verschiedenen 


Wegen  zu 
Differentialgleichung 

Z&%+  Ydy  =  0 

gelangt,  so  ist  diese  Verschiedenheit  ohne  Einflute  auf  die  «wi- 
schen den  Veränderlichen  z  und  y  dargestellte  Abbäodigkeit.  Bei 
der  genaueren  Untersuchung  wird  sich  dann  jedesmal  h< 


e>,(a)  =  c,  <p%(a)=:c.... 

vorliegen,  welche  alle  auf  ein  und  dieselbe  Form  a=ct  hinweisen. 

Unsere  Absicht  ist  nun  aber  zunächst  die,  zu  zeigen,  wie 
man  alle  Funktionen  von  y,  welche  an  der  Stelle  von  x  der 
Differentialgleichung 

Zdz+Ydy=0 

genügen,  aus  dem  allgemeinen  Integral  ableitet.  Wir  nehmen 
desshalb  an,  dass  (s — n)*1»  worin  p  irgend  eine  Funktion  von  y, 
und  m  ein  beständiger  Exponent  ist,  für  ein  bestimmtes  c  =  Cj 
ein  Faktor  des  Ausdrucks  a  —  e  sei,  so  dass  also  die  identische 

Gleichung: 

angesetzt  werden  kann,  worin  ot  wieder  eine  Funktion  von  z  und 
y  vorstellt.  Wenn  man  dann  das  allgemeine  Integral  a=c  diffe- 
rentiirt,  so  entsteht: 

indem  man  abkürzend 

• 

setzt.  Diese  Differentialgleichung  wird  durch  s  =  p  befriedigt 
Streicht  man  den  gemeinsamen  Faktor  (t — ,  so  behält  man 
die  einfachere  Gleichung: 
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welche  auch  wieder  durch  :=p  befriedigt  wird.  Man  sieht  leicht 
ein,  dass  diese  Eigenschaft  der  Differentialgleichung,  durch  x=p 
identisch  zu  werden,  niemals  verloren  geht,  welcher  gemeinsame 
Faktor  auch  immer  wegfallen  mag.  Man  gelangt  zu  demselben 
Ergebnias,  wenn  man  auch  den  Exponenten  m  als  Funktion  von 
x  und  y  voraussetzt.  Wenn  man  also  in  der  aus  a=c  abgeleite- 
ten Differentialgleichung: 

dadx  m  dad 


da  dx  .  da  du  A 


an  die  Stelle  von  t  die  Funktion  p  einfährt,  so  wird  man  dersel- 
ben jedenfalls  geniigen,  sobald  auch  das  allgemeine  Integral  a=c 
för  einen  besonderen  Werth  c=ct  den  Werth  *=p  liefert. 

So  genögt  man  z.  B.  der  Gleichung 

für  den  besonderen  Werth  c=0  durch  z=  i^a*  Wenn  man 
jene  Gleichung  differentiirt,  so  entsteht: 

yadi  +  (oy»--.z  —  bp)  dy  =  Q, 

oder  auch ,  wenn  man  den  gemeinsamen  Factor  y--*1  streicht ,  die 
einfachere  Differentialgleichung : 

ydx  +  (az— 6y)<fy=0, 
welche  auch  wieder  durch  f  =  Y+i  befriedigt  wird. 

Man  nennt  jeden  Werth  z,  welcher  aus  dem  allgemeinen  In* 
tegral  a=c  fflr  einen  besonderen  Werth  c=cl  hervorgeht,  und 
desshalb  auch  der  entsprechenden  Differentialgleichung  'genfigt, 
ein  besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung.  Die  Anzahl 
der  besonderen  Integrale  kann  als  eine  unbegrenzte  angesehen 
werden,  weil  das  allgemeine  Integral  «=c  jedesmal  auch  andere 
Werths*  x  liefert,  wenn  die  wUJkührliche  Beständige  einen  andern 
Werth  erhfilt. 

Damit  hat  man  aber  keineswegs  alle  Funktionen  von  y  auf- 
gefunden, welche  an  der  Stelle  von  x  der  Differentialgleichung 

da  dx  ,  dady  n 
+^T  =  ° 

genfigen.   Es  giebt  deren  noch  andere,  welche  dem  allgemeinen 


Digitized  by  Google 


Integral  a  =  c  niemals  genügen ,  welchen  besonderen  Werth  man 
auch  immer  der  willkührlicben  Beständigen  c  geben  mag.  In  der 
Voraussetzung,  dass  ein  solcher  Werth  x=s,  der  Differentialglei- 
chung genüge,  kann  man  jedenfalls  annehmen,  dass  das  allgemeine 
Integral  o=c  in  der  folgenden  Form  sich  darstelle: 

worin  o,  und  irgend  Funktionen  von  t  und  y  sind,  welche  übri- 
gens den  Faktor  x  —  (i  nicht  mehr  enthalten.  Wenn  nun  m  wieder 
eine  Beständige  ist,  so  findet  sich  durch  Differentiation  die 
Gleichung: 

(S  + S)  <*-">-+ »«.('-♦•)-,•  (*'-*')+ w  < + = °- 

Nimmt  man  an,  dass  hier  m<l  sei,  und  setzt  man  x  =  p  ein, 
so  kommt  der  Faktor  ö  zum  Vorschein.  Um  diesen  zu  entfernen, 
multiplizire  man  mit  (z— ft)>— ,  und  es  entsteht: 

Man  genügt  dieser  Differentialgleichung  offenbar  durch  x  =  f*, 
weil  1  —  m  >  0  ist.  Auch  hier  ist  es  unmöglich,  diese  Eigenschaft 
der  Differentialgleichung  durch  Streichen  eines  gemeinsamen  Fak- 
tors aufzuheben.  Wenn  man  also  iu  der  aus  «=c  abgeleiteten 
Differentialgleichung : 

da  dx     da  dy 

dz  k  +  dy  k  — ü 

an  die  Stelle  von  x  den  Werth  p  bringt,  so  wird  man  derselben 
genügen,  sobald  das  allgemeine  Integral  Glieder  enthält,  worio  der 
gemeinsame  Faktor  (x  —  ft)*  vorkommt,  und  worin  m<l  ist 

■ 

Die  Gleichung  x  +  V x*— #*=c  z.  B.  enthält  das  Glied  Vz»-y» 
Durch  Differentiation  entsteht: 

*di-ydy 

oder  auch,  wenn  man  mit  V  x«— ya  multiplizirt,  die  Differential- 
gleichung: 

.(x+VxTr5s)rfI_y<iy==0, 
welche  in  der  That  durch  x=±y  befriedigt  wird. 

■ 
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Hat  man  die  Gleichung 

so  findet  man  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

<z  -y)Hd*  +  dy)=(x  +  y)\{dt -dy)t 

welche  durch  2*=v*  befriedigt  wird,  weil  das  allgemeine  Integral 
die  beiden  Glieder  (z+y)*  und  (z-y)*  enthält. 

Wenn  z  =  ft  einer  Differentialgleichung  aus  dem  zuletzt  ange- 
gebenen Grunde  genfigt,  so  ist  dies  nicht  selten  doch  wieder  ein 
besonderes  Iotegral  dieser  Differentialgleichung.  Denn  wenn  der 
Exponent  m,  von  welchem  verlangt  worden  ist,  dass  er  <  1  sei, 
zugleich  <0  ist,  so  genügt  der  Werth  z=p  auch  dem  allgemeinen 
Integrale 

sobald  man  der  willkührlichen  Beständigen  den  besonderen  Werth 
c=ao  giebt.  Wenn  dagegen  der  Exponent  m  zwischen  0  und  1 
liegt,  dann  wäre  jeder  Versuch  vergeblich,  der  willkührlichen  Be- 
ständigen einen  besonderen  Werth  zu  geben,  so  dass  der  Werth 
z=p  auch  dem  allgemeinen  Integral 

* 

Ol  (2  —  fi)"  +  C  =  C 

genügt.  Wenn  der  Exponent  m  zwischen  0  und  1  liegt,  so  nennt 
man  die  Gleichung  z  —  p  eine  besondere  Auflösung  der  Differen- 
tialgleichung. 

Es  werden  sich  nicht  in  jeder  Differentialgleichung 

Zdz  +  Ydy  =  0 

besondere  Auflösungen  vorfinden.  Die  vorher  angestellten  Be- 
trachtungen haben  aber  gezeigt,  dass  dass  Vorhandensein  einer 
besonderen  Auflösung  aus  der  Beschaffenheit  der  Coeffizienten  Z 
und  Y  leicht  erkannt  wird.  Diejenige  WurzelgrOsse,  deren  Vor- 
kommen in  dem  allgemeinen  Integral  die  besondere  Auflosung 
zur  Folge  bat,  wird  nämlich  jederzeit  in  der  entsprechenden  Dif- 
ferentialgleichung zurückbleiben.  Diese  WurzelgrOsse  liefert  also 
die  besondere  Auflosung,  noch  ehe  man  zu  dem  allgemeinen  Inte- 
gral gelangt  ist  Wenn  solche  Wurzelgrossen  in  der  Differential« 
gleicbung  durchaus  fehlen,  so  kann  es  auch  keine  besonderen 
Auflösungen  geben;  und  wir  werden  dessbalb,  wenn  eine  Funktion 
z  =  ft  bekannt  ist,  welche  einer  Differentialgleichung  genügt,  in 
solchen  Fällen  keinen  Anstand  nehmen,  dieselbe  ein  besonderes 
Integral  zu  nennen. 
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III.     Bestimmung    de«    integrire  n  d  en    Faktors  durch 
Trennung  der  Veränderlichen. 

Es  ist  schon  oben  gezeigt  worden,  dass  die  Differentialgleichung 

Zdt\  Ydy=zO 

aus  dem  allgemeinen  Integral  a=c  entsteht,  wenn  man  dasselbe 
differentiirt,  und  dann  einen  gemeinsamen  Faktor  streicht.  Die 
Differentialgleichung 

Zdz  +  Ydy  =  0 

darf  also  in  alten  Fällen  als  identisch  angesehen  werden  mit  der 
Gleichung  , 

da  dt  da  dy  ft 
&  ~k  +  dy  Tk  -  ü 

Wenn  sie.  durch  blosse  Differentiation  aus  dem  allgemeinen  Inte- 
gral «=c  entstanden  ist,  wenn  also  k=l  gesetzt  werden  kann, 
so  beisst  sie  ein  vollständiges  Differential.  Die  Bestimmung  des 
allgemeinen  Integrals  hat  in  diesem  Falle  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten. Die  Aufgabe  wird  dann  jedenfalls  auf  die  Quadratur 
zurückgeführt ,  wie  sich  später  zeigen  wird.  Wenn  aber  die  Dif- 
ferentialgleichung kein  vollständiges  Differential  ist,  so  hat  man 
die  Aufgabe,  jenen  Faktor,  welcher  aus  dem  vollständigen  Diffe- 
rential weggefallen  ist,  wieder  zu  ersetzen.  Man  hat  dies  den 
integrirenden  Faktor  der  Differentialgleichung  genannt,  weil  die 
Integration  jedenfalls  gelingt,  nachdem  man  denselben  aufge- 
funden hat. 

Die  Differentialgleichung 

Zdx\  Ydy  =  0 

heisst  eine  gesonderte,  wenn  der  Faktor  von  dz  eine  blosse 
Funktion  von  z,  und  wenn  der  Faktor  von  dy  eine  blosse  Funk- 
tion von  y  ist.  Die  gesonderte  Differentialgleichung  kann  jedes- 
mal als  vollständiges  Differential  angesehen  werden.  Das  allge- 
meine Integral  hat  die  Form: 

fZdz\SYdy=  c. 

Wenn  daher  eine  Gleichung  durch  einen  Faktor  gesondert 
werden  kann,  so  ist  dies  zugleich  der  integrirende  Faktor  dieser 
Differentialgleichung.  Die  allgemeinste  Differentialgleichung,  welche 
auf  diese  Weise  eine  Sonderung  zulässt ,  ist : 

•l  heil  XXIX.  2 
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YxZdz  +  ZxYdy  =  0, 

worin  Z  und  Zx  Funktionen  von  x,   F  und  Yx  Functionen  von  y 

1 

vorstellen.   Der  integrirende  Faktor  ist  hier  y-^ ,  uod  man  er- 
hält die  gesonderte  Differentialgleichung: 

Zdz      Ydtf  A 

Z,  +   Fi  -ü* 

Nun  ist  zwar  jene  Differentialgleichung 

F,Zrfz+ZlF^  =  0 

nur  eine  unbedeutende  Spezialität.  Allein  es  gründet  sich  auf 
deren  Integration  ein  Verfahren,  welches  den  integrirenden  Faktor 
für  .sehr  viele  Differentialgleichungen  Zrfx  +  Ydy=0  kennen  lehrt» 
worin  Z  und  F  gemischte  Funktionen  von  z  und  y  sind.  Es  ge- 
lingt nämlich  in  vielen  Fällen,  die  allgemeinere  Gleichung 

Zdx+  Fo>  =  0 

so  umzuwandeln,  dass  sie  die  vorher  angegebene  Beschaffenheit 
hat.  Man  bringt  dies  dadurch  zuwege,  dass  man  an  die  Stelle 
der  beiden  Veränderlichen  z  und  y  neue  Veränderliche  einsetzt, 
welche  als  bestimmte  Funktionen  der  vorigen  gedacht  werden. 
Es  giebt  zwar  keine  Regel,  wodurch  man  jedesmal  die  Form  der- 
jenigen Funktionen  bestimmt,  welche  an  die  Stelle  von  z  und  y 
als  die  neuen  Veränderlichen  in  die  Differentialgleichung  eingeführt 
werden  müssen,  damit  diese  durch  einen  Faktor  sich  trennen 
lassen.  Allein  man  hat  gewisse  Kennzeichen  für  diejenigen  Funk- 
tionen, deren  Gebrauch  in  der  genannten  Absicht  viel  eher  einen 
Erfolg  verspricht,  als  dies  für  irgend  eine  andere  Funktion  der 
Fall  ist.  Wenn  dann  auch  eine  solche  Transformation  nicht  immer 
unmittelbar  zum  Ziel  führt,  so  geschieht  es  doch  gewöhnlich,  dass 
man  demselben  dadurch  näher  rückt,  und  es  endlich  auch  erreicht, 
wenn  man  nach  einander  verschiedene  Transformationen  anbringt 

Wenn  die  Differentialgleichung  Zdz-\-  Ydy—Q  in  der  Form: 

Zjdx  +  Yxdy  +  Ztdz  +  F4rfy=0  j 

angeschrieben  werden  kann,  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

Zxdz+  Yxdy=0   und  Z2dz+Ytdy=0 

einzeln  ohne  Anstand  integrlrt  werden  können,  weil  sich  die  Ver- 
änderlichen durch  einen  Faktor  trennen  lassen,  so  gebraucht  man 
oftmals  mit  Vortheil  als  neue  Veränderliche  diejenigen  Funktionen, 
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• 

durch  die  Integration  jener  beiden  Gleichungen  entstehen. 
Man  setzt  desshalb  die  wiHköhr liehe  Beständige  des  einen  Inte- 
grals einer  Veränderlichen  »,  die  willköbrliche  Bestfindige  des 
andern  Integrals  einer  VerSnderlichen  u  gleich,  und  gelangt  so  zu 
zwei  Beziehungen,  mit  deren  Hülfe  die  beiden  Veränderlichen  % 
und  9  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  rldx+  Kdy=0  au 
eliminiren  sind.  Wenn  man  den  integrirenden  Faktor  der  Glei« 
chnng  Zldi-\-Yldy  =  Q  durch  p,  den  der  Gleichung  ZÄrfi+F4</y=0 
durch  v  vorstellt,  so  dass  also  die  beiden  identischen  Gleichungen : 

(Ztdz  +  Yxdy)pzzzd*    und    (Z^dz  +  Ytdy)  v=du 

$ 

bestehen,  so  schreibt  man,  um  die  verlangte  Transformation  aus- 
zuführen, die  ursprungliche  Differentialgleichung  in  der  Form : 

Man  hat  alsdann  noch  die  VerSnderlichen  z  und  y  in  den 
CoefBzientcn  v  und  fi  durch  die  neuen  Veränderlichen  c  und  u 
auszudrücken. 


1.   Es  sei  nun 


worin  Y  und  F,  irgend  Funktionen  von  y  sind.  Zerlegt  man 
diese  Gleichung  in  die  beiden : 

«fc+Fzrfy=0    und  dy—Q, 
so  findet  man  durch  Integration: 

lz+fYdy  =  lc   oder   zzzzce~~^ ldp ,   und  y  =  c 

Man  behalte  desshalb  die  Veränderliche  y  bei,  nehme  aber 

anstatt  z  die  neue  Veränderliche  x,  welche  aus  z^xe"^^  her- 
vorgeht. Die  Differentialgleichung  verwandelt  sich  dann,  nach- 
dem man  noch  mit  multiplizirt  hat,  in  die  gesonderte: 

Daraus  entsteht,  wenn  nach  vollzogener  Integration  die  ursprüng- 
liche Veränderliches  znrifckgebrucht  wird,  dos  allgemeine  Integral: 

2.    Es  sei  adz  +  yz{bdz-dy)=Q. 

2* 
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Man  zerlege  diese  Gleichung  in  die  beiden  dx  =  0  und 
bdz-dy=ü.   Man  erhält  durch  Integration: 

i=c  und  6z — y—c. 

Man  behalte  desshalb  die  V erfinderliche  z  bei,  nehme  aber  an- 
statt y  die  neue  Veränderliche  bz—y=x.   Man  findet  dadurch: 

adx  -f  (6z — ar)  zdx = 0. 
1 

Nimmt  man  noch  z  =  -  ,  so  erhält  man  die  einfachere  Gleichung: 

adv  +  (xv  —  6)  ctr  =  0 , 

welche  als  besonderer  Fall  der  Gleichung  1.  angesehen  werden 
kann.   Man  erhält  das  allgemeine  Integral: 

«««da:  =  c ,  . 


worin  noch  »  =  |  und  x=bz—y  einzuführen  sind.   Da  dann  aber 

weder  nach  z,  noch  auch  nach  y  aufgelöst  werden  konnte,  so  be- 
trachte man  x  als  die  unabhängige  Veränderliche,  und  berechne 
daraus  die  jedesmal  zusammengehörigen  Werthe  z  und  y. 

3.   Es  sei  weiter  y*z*(dz — bdy)  +  a(ydz — zdy)=0. 

Man  zerlege  hier  in  die  beiden: 

dz—bdy=0   und   ydz — :rfy=0. 

Daraus  folgt: 

z—by=c   und  lz—ly=lc    oder  -=c. 

Man  nehme  desshalb  anstatt  z  und  y  die  neuen  Veränderli- 
chen z  —  by=u  und  —  =  t>.   Dies  giebt  zunächst: 

Nun  findet  man  aber  weiter  z(l  —  und  man  erhält 

desshalb  durch  die  Elimination  von  z  die  gesonderte  Differential- 
gleichung : 

u*du     (v  -  6) 

"TT"  +  ^  =.° 
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Man  berechnet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

ti8  6' 

oder  auch,  wenn  man  die  vorigen  Veränderlichen  zurückbringt, 
und  die  willkürliche  Beständige  26/c  anstatt  c  schreibt,  die  Form: 

3a      1      yz  y 

4.   Es  sei  noch  zmy*.  (aydz  ■+  a^ly)  +  oydz  +  ^xdy  =  0. 
Man  zerlege  diese  Gleichung  in  die  beiden: 

aydz  -f  axzdy =0   und    6yrfe  +  6j ic/y  =0. 
Durch  Integration  findet  man: 

alz  -f-  ax  ly = /c  oder  z°yai  =  c , 
6/x  +  6,(y  =  /c   oder   z*y*t  =  c. 

Man  nehme  desshalb  anstatt  2  und  y  die  neuen  Veränderlichen 
r«jy«i  =  »,  und  j*y*i  =  M.    Man  erhält  zunächst  die  Gleichung 

dv    du  A 
V  u 

Um  aber'  1  und  y  durch  ©  und  tt  auszudrucken ,  bilde  man : 

* 

Daraus  folgt  dann  weiter:' 

wenn  man  abkürzend 

m61  —  n6  mal  — na 

setzt.   Die  obige  Differentialgleichung  geht  demnach  über  in: 

und  man  Gndet  das  allgemeine  Integral: 

gvP  -f-  fra* = c   oder   qztry**  +px*?y*» v  =  c. 

Die  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösungen  der 
Differentialgleichung  Zdz+Vdy=0  stehen  in  naher  Beziehung  zu 
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denjenigen  Funktionen,  welche  an  die  Stelle  der  Veränderlichen 
x  und  y  eingeführt  werden  müssen,  damit  diese  neuen  Veränder- 
lichen durch  einen  Faktor  der  Differentialgleichung  sich  trennen 
lassen.  Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  ade  besonderen  Integrale 
und  besonderen  Auflösungen  sehr  geeignet  sind,  eine  solche  Um- 
wandlung herbeizuführen. 

Vorerst  ist  einleuchtend ,  wenn  die  Differentialgleichung  eine 
gesonderte  ist,  dass  dann  auch  das  allgemeine  Integral  in  einer 
Form  dargestellt  werden  kann,  worin  die  Veränderlichen  von 
einander  getrennt  vorkommen.  Wenn  nun  das  alfgemeine  In- 
tegral der  Differentialgleichung  Zdz  +  Ydy  =  0  in  der  Form 
al(z  —  fi)m  vorliegt,  worin  «i  irgend  eine  Function  von  z  und  y 
ist,  so  dass  z=fi  ein  besonderes  Integral  der  Differentialgleichung 
darstellt,  so  tritt  an  die  {Stelle  des  Faktors  (z — fi)m,  welcher 
gleichzeitig  die  beiden  Veränderlichen  z  und  y  enthalt,  ein  anderer 
Faktor,  worin  nur  die  eine  Veränderliche  x  vorkommt,  nachdem 
man  eine  der  ursprünglichen  Veränderlichen  mittelst  z — [i  =  x 
eliminirt  hat.  Dasselbe  geschiebt,  wenn  das  allgemeine  Integral 
in  der  Form  at(z  —  u)"»  tt^—c  vorliegt,  worin  at  und  irgend 
Funktionen  von  z  und  y  sind,  und  der  Exponent  m  eine  zwischen 
0  und  1  liegende  Zahl  ist,  so  dass  also  z=fi  eine  besondere  Auf- 
lösung der  Differentialgleichung  darstellt.  Wenn  also  der  Werth 
z=p  der  Differentialgleichung  Z</z  +  Ydy=Q  genügt,  so  wird  man 
durch  die  Transformation  z— n  =  x  der  Trennung  der  Veränder- 
lichen in  vielen  Fällen  Vorschub  leisten. 

Wenn  mehrere  identisch  genügende  Funktionen  z  =.  fi  vorlie- 
gen, welche  sich  nur  durch  eine  Beständige  von  einander  unter- 
scheiden, indem  mau  die  einzelnen  Formen 

auffindet,  so  wird  man  mit  besonderem  Vortheil  die  Gleichung 
z  =  f{yt  a)  nach  jener  Beständigen  a  auflösen,  um  den  daraus  ge- 
zogenen Werth  <i  =  g)(z,  y)  als  neue  Veränderliche  einzuführen. 
Denn  man  darf  hier  von  der  Voraussetzung  auggehen,  dass  der 
Faktor: 

(«,—  <p(z,  y))'».(a2-9>(z,  y))"..., 

sei  es  nun  als  besonderes  Integral  oder  als  besondere  Auflösung 
der  Differentialgleichung  in  dem  allgemeinen  Integral  auftritt. 
Nachdem  man  aber  die  Transformation  jra=  o)(x,  y)  ausgeführt  hat, 
so  enthält  jener  ganze  Faktor  offenbar  nur  die  eine  Veränderliche*. 
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Uni  die  Elimination  von  z  durch  die  Gleichung  z  =  /(y,a?) 
auszuführen,  bilde  man 

df  df 
dl  =  dxdx  +  dyd^ 

und  die  Gleichung  Z<fc+  Ydy=Q  geht  Aber  in: 

Zfcte  +  (Z%+Y)dy=0. 

5.  Ee  sei 

dt  +  (Fz»+riz+F1)dy  =  0, 

-worin  F,  Yx  und  Y%  irgend  Funktionen  von  y  vorstellen.  Kennt 
man  ein  besonderes  Integral  z=p  dieser  Differentialgleichung,  so 
*etze  man  z— u.=a?,  and  man  erhält,  weil  nach  der  Annahme 

dp  +  ( Yf  +  Fl/4  +  F^=0 

ist,  durch  die  Elimination  von  z  die  neue  Gleichung: 

dz  +  Fafltfy  +  (2  Yfi  +  F^xity  =0. 

Dieselbe  wird  noch  weiter  vereinfacht,  wenn  man  *=~"  setit. 
Man  erhält  dadurch  die  Gleichung: 

t,  -  (2  F,*  +  F,  Wy  -  Frfy  =  0 , 
welche  mit  der  vorher  betrachteten  Gleichung  1.  ubereinstimmt. 

6.  Es  sei  nun  ydx—tdy  +  \fayz—x* .  dy = 0. 

Nimmt  man  z=my,  so  findet  sich  zur  Bestimmung  von  m  die 
quadratische  Gleichung  m* — am  =  0.  Alan  setze  desshalb  zzzzxy, 
und  erhalt  durch  die  Elimination  von  z: 

ydx  +  V  ax—x*  .dy  =  0, 

oder,  wenn  man  mit  y.  V  ax  —  x2  theilt,  die  gesonderte  Differen- 
tialgleichung: 

Um  das  Irrationale  wegzubringen,  nehme  man  \f ax  —  x*  =  xv 
Daraus  folgt: 

a  —2avdv 
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und  man  behält: 

2tfp     _  dy 

Durch  Integration  findet  man  arctgv  =  ISf  cy,  oder  e=tg/V^cy. 

Setzt  man  aber  den*Werth  »  =  ^~^ — 1  =  —  l  ein,  so  bat 

man  das  allgemeine  Integral: 

^  —  1  =  tg */ V cy ,    oder  auch    z~ay. cos*/^ cy. 

7.  Es  sei  2(y»-a*)rfz  +  (r-y)*rff/=:2(y»  +  a*)rfy. 

Nimmt  man  z=y  +  ro,  so  findet  man  m*=4o*  Man  genügt 
also  durch  z=y;fc2</.  Desshalb  setze  man  i—y  =  x,  und  man 
erhält  durch  die  Elimination  von  z: 

Wenn  man  durch  (y*  —  a*)(x2— 4a2)  theilt,  so  entsteht: 

2d*  _ 

Durch  Integration  findet  man: 

i 

,x —  2a  .  ,y  —  a  z— v — 2a  v-f-a 

/— riT-  +  /y~7— =  /c,    oder   ^-r^=c.^-?-. 

x  +  2a      y  +  a  2  —  y  +  2a        y— a 

8.  Es  sei  weiter  (z  +  ay)  (dz  +  bdy)  +  (c  +  <-y»)  (i/rfi — zdy)  =  0. 

Nimmt  man  z  —  myt  so  findet  sich  zur  Bestimmung  von  m  die 
quadratische  Gleichung  (m  +  a)(m  +  6)  =  0.  Man  genügt  also  durch 
z-|-ay  =  0  und  z  +  6y=0.  Man  setze  desshalb  z  =  xy,  und  man 
erhält  durch  die  Elimination  von  z  die  Gleichung: 

(x  +  a)  (x  +  6)  %  +  (a:  +  a)yd#  +  (c  +  ey*)ydx=0, 

welche  einfacher  wird,  wenn  man  y"=s-  setzt.    Es  entsteht: 

v 

(x  +  a)     +  b)dv  —  ((*  +  a  +  c)p  +  e)ndx=0, 
oder,  wenn  man  mit  dem  Faktor  von  dt  theilt: 

(jr-M  +  c)p  +  e 

rfr~  (^+«)(^+-5rw/'r=0- 


< 
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Wenn  man  dies  mit  der  Gleichung  1.  vergleicht,  und  wenn 
zugleich  beachtet,  di 


/"'(*  +  a\e)dx       c  v  .  /   c        ,\f/    ,  ,x 

ist,  90  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral: 

v .  (x  +  fl)^.  («  +  6)*-"  ~"  =  «9t  ./(ar+ii)^"1 .  (x+d^^^.rfor+A, 
worin  Ar  die  willkührliche  Beständige  vorstellt. 

■ 

9.    Es  sei  nun  (y*  -  «*)  di=z(yz  +  oVx*  +    -  a»)  <Jy. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  y* — a*=0,  und  dessbalb 

auch  durch  2=  V*a  +    —  °*    Man  setze  nun  x  —  V~  x*+ya— «*  = 
Um  damit  z  zu  eliniiuiren,  so  bilde  man  nach  einander: 

2  =  ^  '    V:Hj(,-fl,  =  :-«=  ^  

Durch  Differentiation  bilde  man  weiter: 

+  y*-a*)dx  ydy 

dz=        &  IT' 

Wenn  man  dies  Alles  einsetzt,  und  zugleich  den  dadurch  ent- 
stehenden gemeinsamen  Faktor  X  *\x~a  streicht,  so  bleibt 
die  Gleichung: 

iy*  —  n2)  dx= (y  -  a)  xdy. 

Man  theile  weiter  durch  x(y1 — o*),  und  man  behält  die  gesonderte 
Differenti  a  Igl  etchung : 

dx  dy 

Daraus  findet  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 

* 

a  =  c(y  +  «)   oder   2  -  V  2* n*= c(y  +  «). 


10.    Es  sei  noch  (1 +0*)*rfz +  a(l -3,2)^1  + 2*.<fy=0. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  2=  j"  ^  ,  worin  m  eine 
Beständige,  welche  aus  der  quadratischen  Gleichung  «=V  m*+ 1 
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sn  berechnen  ist.  Min  bringe  desshalb  an  die  Stelle  von  *  die 
neue  Veränderliche  xt  welche  aus  i  =  | hervorgeht.  Daraus 
folgt: 

Man  findet  weiter  durch  Differentiation: 

(1  +  y«)<fcr-(l  +  *«)rfy 

Wenn  man  dies  einsetzt,  und  wenn  man  zugleich  den  gemeinsamen 
Nenner  (l-fary)*  weglasst,  so  behalt  man  die  Gleichung: 


oder,  wenn  man  die  beiden  Veränderlichen  trennt: 

dx  dy 


Um  das  Irrationale  zu  entfernen,  nehme  man      1  +  .r». 

Daraus  folgt: 

und   1  +  xv  = 


Ferner  hat  man 

_(I+e»).2rft> 
tfx~    (l-t>a)2  ' 

und  entsteht  die  neue  Gleichung: 

2dv  1  —  a  dy 


Man  erhält  daraus  das  allgemeine  Integral: 

2arct«<PVT?l)  =  VT=^*arctg.y . 
oder  auch,  indem  man  daraus  c  entwickelt, 
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+"ä*tg(—  2  Ärctgy). 

Nachdem  man  hieraus  för  ein  gegebenes  y  den  Werth  v  berech- 

—  ■  unn    flonn    o  i  w<  n    <r  —  — 


*  riet  hat,  findet  man    =  ^  «»  und  dann  auch  1  =  1— ; — -• 

i  —  p*  i  +  xy 


IV.    Bestimmung    des  integrirendeo  Faktors   als  ge« 
mischte  Funktion  von  z  und  y. 

Man  sieht  ein,  dass  das  vorhin  auseinandergesetzte  Rech- 
nuDgsverfahren,  wodurch  man  die  Trennung  der  Veränderlichen 
bezweckt,  immer  nur  dann  von  gutem  Erfolg  sein  wird,  wenn  die- 
jenigen Funktionen  von  z.  und  y,  welche  als  neue  Veränderliche 
so  die  Stelle  von  z  und  y  eingeführt  werden  müssen,  damit 
die  Trennung  möglich  werde,  durch  einfachere  Form  wesentlich 
vor  dem  allgemeinen  Integral  a  =  c  sich  hervorthun.  Das6  dies 
immer  der  Fall  sei,  darf  nicht  vorausgesetzt  werden.  In  dem 
andern  Falle  wird  man  vortheilhafter  das  allgemeine  Integral  un 
mittelbar  als  gemischte  Funktion  der  Veränderlichen  bestimmen. 

Die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  a  =  c  hat  niemals 
Schwierigkeit,  wenn  die  Differentialgleichung  Ze/z-f  Ydy  =0  ein 
vollständiges  Differential  ist,  oder  wenn  sie  als  identisch  mit  der 

Gleichung  ^  dz  +  ^  dy  =  0  angesehen  werden  kann.   Man  hat 

dann  die  beiden  Beziehungen: 

da  .  da 

Aus  der  ersteren  folgt  a  =/Z</z  +  ,  worin  a,  eine  noch  un- 
bekannte Funktion  von  y  ist.  Um  diese  Funktion  zu  bestimmen, 
nehme  man  abkürzend  fZdz  —  ax.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chung a  =  «,  +  a*  bilde  man: 

da  rfoti  doy 

dy~~  dy  *  dy' 

oder  auch,  wenn  man  auf  die  zweite  der  oblo  angeführten 
Rücksicht  nimmt,  die  Gleichung: 

da^     „  dttx 


^2  _  lJ^l 

dy  dy ' 


Daraus  erhält  man  durch  Integration: 


■ 
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und  da«  allgemeine  Integral  ist  also  unter  der  vorher  gemachten 
Voraussetzung  in  der  Form  al+at  =  c  dargestellt. 

Ob  aber  eine  vorliegende  Differentialgleichung  Zdz+Ydy=0 
in  der  That  ein  vollständiges  Differential  ist,  dies  entscheidet 
sich  durch  die  vorzunehmende  Rechnung.  Nur  dann,  wenn  jene 
Voraussetzung  richtig  ist,  wird  man  nämlich  auf  dem  vorgeschrie- 
benen Wege  zu  einem  Werthe  gelangen,  worin  die  Veränder- 
liche y  nicht  vorkommt. 

I.    Es  sei 
Man  findet 


Ferner  findet  man 


r        ^  V* 


Mau  hat  also  das  allgemeine  Integral: 

  _  »* 

Wenn  die  Gleichung  Zdz+  Ftfy  =  0  kein  vollständiges  Di ffe 
rential  ist,  so  wird  dieselbe  doch  immer  dadurch  mit  der  Glei- 
te* dcc 

chung      rf: -f  ^rfy  ==0  identisch,  dass  man  alle  Glieder  mit 

einer  gewissen  Punktion  von  z  und  y  multiplizirt ,  welche,  wie 
schon  bemerkt  worden  ist,  der  integrireude  Faktor  fieisst.  Man 
hat  also  die  beiden  Beziehungen: 

£=Z*  und 

Wenn  man  daraus  «  eliminirt,  so  entsteht  eine  Gleichung, 
worin  nur  die  Unbekannte  k  vorkommt.  Man  wird  diese  Elimi- 
nation ausfahren,  indem  man  die  erstere  Beziehung  nach  y,  die 
andere  nach  z  differeotiirt  Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden 
Resultate  ergiebt  «ich: 
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d(Zk)      d(  Yk) 
dy    -    dz  1 

oder  auch,  wenn  man  durch  k  tbeilt,  und  zugleich  die  abkürzen- 
den Bezeichnungen  ~j~  =  *y  und  ^  =  ^»  einffinrr»  die  Gleichung: 

* 

Jeder  Werth  Ar,  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  besitzt  die 
Eigenschaft,  die  Differentialgleichung  ZArfz-f  YkdyssO  zu  einem 
vollständigen  Differential  zu  machen.  Der  Gebrauch  der  Gleichung 
(a)  beschränkt  sich  desshalb  auf  die  Bestimmung  eines  besonde- 
ren Integrals.  Da  aber  ein  besonderes  Integral  immer  nur  durch 
Probiren  ermittelt  werden  kann,  so  gebe  man  der  unbekannten 
Funktion  k  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  einen  Veränderli- 
chen z  versuchsweise  eine  bestimmte  Form.  Man  setze  dieselbe 
in  die  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  von  k  ein,  und  untersuche  als- 
dann, ob  sich  das  Vorkommen  der  andern  Veränderlichen  y  so 
'    angeben  lässt,  dass  die  identische  Gleichheit  eintritt 

Wenn  man  aus  jenen  beiden  Beziehungen,  welche  durch  die 
Vergleichung  der  Differentialgleichung  Zkäi+  YAdy  =  Q  mit  dem 

du  dcc 

vollständigen  Differential  ^-dt  +  ~^ydV  zum  Vorschein  kommen. 

die  Unbekannte  k  eliminirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  « 
die  Gleichung: 

Wenn  es  gelingt,  eine  Funktion  von  2  und  y  anzugeben, 
welche  dieser  Gleichung  an  der  Stelle  von  a  genfigt,  so  ist  damit 
das  allgemeine  Integral  a=c  bekannt.  Man  roflsste  also,  um  die 
Fonktion  a  unmittelbar  zu  bestimmen,  ein  besonderes  Integral  der 
Gleichung  (b)  aufsuchen.  Nun  lässt  sich  aber  die  Frage,  welche 
von  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  bei  der  Integration  der 
Gleichung  Zrfx+  Ydy=0  benutzt  werden  solle,  leicht  beantworten. 
Denn  es  folgt  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  dass  der  integrirende 
Faktor  sehr  wohl  eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  annehmen 
kann,  als  das  allgemeine  Integral  a=c  selbst;  dass  aber  niemals 
inngekehrt  das  allgemeine  Integral  wesentlich  einfacher  sein  wird 
als  der  integrirende  Faktor.  Wenn  also  auch  einzelne  Fälle  denk- 
bar sind,  wo  man  etwa  dieselben  Rechnungen  durchzuführen  hätte, 
um  ein  besonderes  Integral  der  Gleichung  (a)  oder  ein  besonderes 
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Integral  der  Gleichung  (b)  aufzufinden,  so  wird  man  doch  in  den 
meisten  Fällen  eher  zum  Ziel  kommen,  wenn  man  den  letzteren 
Weg  einschlagt.  Auf  diese  Betrachtung  gründet  sich  der  Vorzug, 
den  man  jederzeit  dem  Gebrauch  der  Gleichung  (a)  vor  dem  der 
Gleichung  (b)  einräumt,  so  dass  also  mit  Recht  behauptet  werden 
kann,  die  Integration  der  Gleichung  Zdi\  Ydy  =  i)  beruhe  im 
Wesentlichen  auf  der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  werden  sich  auf  diejenigen 
Fälle  beschränken,  in  welchen  der  integrireiWe  Faktor  die  Gestalt: 

annimmt,  worin  X,  /*,  v ....  irgend  Funktionen  von  y,  die  Exponen- 
ten m,  n....  aber  beständige  Grossen  sind.  Weon  man  diesen 
Werth  k  in  die  Gleichung  (a)  einsetzt,  so  erhält  man: 

(c)       j5  r  —  Wl  — ^ — ~ — ■  —  f|  — —  4-  -3 —  —  ~y~  PSsO» 

1  '        X  z  —  fi  z  —  v  1  dy  dz 

Um  die  Unbekannten  X,  p,  v ....  m,  n ....  aus  dieser  Gleichung 
zu  bestimmen,  ordne  man  nach  Potenzen  und  nach  den  sonst  in 
den  Coefüzienten  Z  und  Y  vorkommenden  Funktionen  von  s.  Man 
setze  alsdann  den  genieinsamen  Faktor  jeder  einzelnen  Funktion 
gleich  Null,  und  man  erhält  auf  diese  Weise  mehrere  andere 
Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen 
zu  benutzen  sind.  Wenn  dieselben  so  angegeben  werden  können, 
dass  allen  jenen  Gleichungen  Geniige  geschieht,  so  giebt  es 
in  der  Tbat  einen  integrirenden  Faktor  von  der  angenommenen 
Form. 

Diese  Rechnung  lässt  sich  aber  wesentlich  vereinfachen,  da 
man  im  Stande  ist,  sogleich  diejenigen  Gleichungen  anzugeben, 
welche  auf  dem  angegebenen  Wege  zur  Bestimmung  irgend  einer 
der  unbekannten  Funktionen  p,  v....  durch  die  Elimination  aller 
übrigen  Unbekannten  entstehen.  Da  nämlich  der  gemeinsame 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  von  t  für  sich  verschwinden  muss, 
damit  man  der  Gleichung  (c)  genüge ,  so  behalt  man  auch  dann 
eine  richtige  Gleichung,  wenn  man  an  die  Steil«  von  t  irgend  eine 
Funktion  von  y  einsetzt.  Setzt  man  aber  die  Funktion  p  an  die 
Stelle  von  x  ein,  so  geht  die  Gleichung  (c)  Ober  in  die  einfachere 
Zp'  +  Yzz: 0,  worin  nur  noch  die  Uunbekannte  fi  vorkommt.  Diese 
Gleichung  unterscheidet  sich  aber  von  der  zu  integrirenden  Glei- 
chung £z'*f  F=ö  offenbar  nur  dadurch,  dass  fiberall  u.  anstatt  z 
vorkommt.  WTenn  also  für  die  Differentialgleichung  Zdz+  lWy=0 
eio  integrirender  Faktor  in  4er  Form  |(«  —  n)">(z— v)" ....  besteht, 


Digitized  by  Google 


31 

so  »ind  die  Bestandteile  z  —  p,  i— v....  einzeln  gleich  Noll  gesetzt 
jedesmal  besondere  Integrale  oder  auch  besondere  Auflösungen 
dieser  Differentialgleichung.  Nachdem  man  solche  Funktionen 
aufgefunden  hat,  führe  man  dieselben  an  die  Stelle  von  ft,  v.... 
ein,  und  der  weitere  Gebrauch  der  Gleichung  (c)  beschränkt  sich 
dann  auf  die  Bestimmung  der  Funktion  k  und  der  beständigen 
Exponenten 

Wenn  man  die  Gleichung  (c)  benutzt,  um  die  übrigen  Be- 
A,  m,  n....  des  integrirenden  Faktors 


bestimmen,  so  hat  man  gewisse  Operationen 

aosmachen,  wodurch  man  das  vollständige  Differential 

Zkdz  +  Ykdy  =  0 

integrirt.  Nachdem  man  jene  Grössen  X,  m,  it....  aufgefunden  hat, 
so  werden  also  dieselben  Rechnungen  theil weise  bei  der  Bestim- 
mung des  allgemeinen  Integrals  wieder  vorkommen.  Man  hat 
desshalb  guten  Grund,  von  der  Gleichung  (c)  keinen  weiteren 
Gebrauch  zu  machen.  Man  wird  dann  die  Differentialgleichung 
Z<fx+TVfy=:0  sogleich  mit  dem  zum  Theil  noch  unbestimmten 
k  multipliziren,  und  dann  die  Integration  gerade  so  ausführen,  wie 
wenn  ein  vollständiges  Differential  vorläge.  Man  geht  also  aus 
von  den  beiden  Beziehungen: 

J=Z*  and  g=K*. 

Aus  der  ersteren  erhält  man  a  =  J "Zkdz  -f  o»,  worin  «a  eine 
noch  unbekannte  Funktion  vou  y  Ist.  Die  angedeutete  Integration 
nach  z  kann  ausgeführt  werden,  weil  das  Vorkommen  von  z  in 
der  Funktioti  k  bekannt  angenommen  ist.  Men  setze  abkürzend 
at=/Zkdz,  und  bilde  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

da     da±  da^ 
T3-  dy  +  W 


Wenn  man  nun  die  zweite  der  vorher  angegebenen  Beziehungen 

du 


benutzt,  um  die  Unbekannte  t-  zu  elkniniren,  so  entsteht: 


da2      „.  da* 
Man  ordne  diese  Gleichung  nach  Potenzen  und  nach  den 


Digitized  by  Google 


32  Weiter:  Integration  der  Differentialgleichungen 

vorkommenden  Funktionen  von  z,  und  lasse  den  gemeinsamen 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  von  x  für  sieb  verschwindeo. 
Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  verschiedenen  Gleichungen» 
welche  zur  Bestimmung  von  02  und  der  übrigen  In  k  noch  vor- 
kommenden Unbekannten  zu  benutzen  sind.  Hitte  man  diese 
letzteren  Unbekannten  vorher  aus  der  Gleichung  (c)  abgeleitet,  so 
wären  die  jetzt  entstehenden  Gleichungen  von  selbst  erfüllt,  mit 
Ausnahme  einer  einzigen,  woraus  die  Unbekannte  «a  hervorgeht. 

Wenn  auch  der  zuletzt  bezeichnete  Weg  bei  der  Bestimmung 
des  integrirendeo  Faktors  nicht  gerade  fiberall  eingeschlagen 
werden  soll,  so  wird  dies  mit  Vortheil  doch  immer  dann  geschehen, 
wenn  die  Exponenten}»,  n...  in  dem  Werthe  £=A(z — fi)w(z — v)u... 
schon  bekannt  sind,  so  das»  also  die  Funktion  k  als  die  einzige 
Unbekannte  zurückbleibt.  Die  einfuchste  Annahme  der  Art  ist 
offenbar  die,  dass  der  integrirende  Faktor  eine  Funktion  der 
einen  Veränderlichen  y  allein  ist,  so  dass  also  kz=l  zu  setzen  ist 

2.  Wendet  man  dies  an  auf  die  schon  früher  integrirte 
Gleichung: 

dz  +  (Yz+Yx)dy=Qt 

» 

worin  Y  und  Yx  irgend  Funktionen  von  y  sind,  so  findet  sich 
al=fldz  =  JLZ.  Die  Gleichung  (e)  nimmt  dann  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

^(Fz+r.H-A't. 
Man  zerlegt  dieselbe  in  die  beiden: 

k'=Yl    und  7j5*=>*i*- 
Durch  Integration  entsteht: 

k=/rdP   und  s%=/r,bfr. 
Man  gelangt  demnach  zu  dem  allgemeinen  Integrale: 

Jlä'.I+f/,dr.rlds=c. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Gleichung: 

<P  (*»  y)  dx + iK*.  y)  dy  =  0 , 

für  den  Fall,  dass  <p  und  y  ganze  rationale  Funktionen  von  z  sind, 
so  dass  also  auch  die  Form: 
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erster  i/7id  %wdtiT  Or/Itiutiff  nxil 

(ZjC- 1  +  Z!**-*+ . ...  +  Z—i)  dz  +  ( F*"+  F, + . . . .  +  F„)dy =0 

angeschrieben  werden  kann,  worin  ZZ| ....  JTi ....  irgend  Funktio- 
nen von  y  vorstellen.  Der  integrirende  Faktor  dieser  Differential* 
gleichung  lässt  sieb  oftmals  in  der  Form 


k= 


(x— £)(x-v)(z-*).... 


ansetzen,  worin  l,  fi,  v,  it.,..  irgend  Funktionen  von  y  sind. 
Multiplizirt  man  damit  die  Differentialgleichung,  so  erhält  man 
das  vollständige  Differential: 

M*»  V)dz  %  Xy(z,  y)dy  0 

*)....  +  (x-,i)(,-v)(z-»)....-U- 

Wenn  man  nun  annimmt,  dass  der  Nenner  aus  n  Faktoren  be- 
stehe, so  entsteht  durch  die  Zerlegung  in  die  partiellen  Brüche 
die  Gleichung: 

/MNP  \tJ 
Nun  findet  man  aber  nach  bekannten  Regeln: 

y(fvy)         «  »fo  y) 

nr        y(y.  y)        »         v(*>  y) 

^-(v-^Xv- *)....'  (»-,*)(»-«)....  ' 

<p(ff,y)  j>  1>(*,  y) 

v)....$      1     (tt—  v)....' 

■ 

Wenn  man  alle  diese  Werthe  einsetzt,  und  zugleich  beachtet, 
dass  *  =  f*,  z=v,  z—n....  besondere  Integrale  der  Gleichung 
9(z,  y)dfc  +  ^(»,  y)  dy=0  sind,  dass  diese  also  jedesmal  zu  einer 
identischen  Gleichung  wird,  wenn  man  darin  s  mit  einem  der 
Werthe  p,  v,         vertauscht,  so  entsteht: 

W   ^y  +  ^-vXfi-«)....  s-p  +(v-.f*)(v-»)....  *-v 


M*».f)  dz—dn 

w      \  ~    f- .... — u. 


(ju— p)(« — v)....   % — n 
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kann  sich  mit  Half«  der  Gleichung  (e)  leicht  davon 

zeugen,  dass  die«  immer  nur  dann  ein  vollständiges  Differential 

dz —  du     d% — dv 

ist,  wenn  die  Faktoren  von   — »   ....  alle  ven«  unab- 

s — fl        % — v  9 

hängig  sind.  Man  bestimme  desshulb  die  Funktion  A  so,  dass 
irgend  einer  von  diesen  Faktoren  eine  beständige  Grösse  ist. 
Wenn  dadurch  auch  die  übrigen  Faktoren  von  y  unabhängig  wer- 
den, dann  bat  der  integrirende  Faktor  in  der  Tbat  die  vorbin 
angesetzte  Form,  und  der  Integration  der  Gleichung 

steht  nichts  weiter  im  Wege. 
3.   Um  die  Gleichung 


hiernach  zu  integriren,  bedarf  man  nur  eines  einzigen 
Integrals  %=u.    Man  verwandelt  dieselbe  in  das  vollständige 
Differential: 

Xdz  +  XjTz+rjdy  ^y 

Nimmt  man  A=tl,  so  behält  man: 

„ .   .  d% — da 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

frdy+K*— fO=<?  oder  Jidy .(»-u.)  =  c. 
4.   Es  sei  <k  +  (»+ay»)«ty=0. 

Setzt  man  die  Reihe  «=msr*  +  m1y"-1  +  wi2y,~*-f-»iayw-s-|-.... 
ein,  so  behält  man: 

0»+«)3f +<»»i  + ("»a+m!  (n-I))y-H  (m,  +»»,(«-2))^-»... 

=  0. 

Daraus  bestimmt  man  das  besondere  Integral: 

a  =  -ay"(I  —  +     ^   ^  + ....). 

Da  nun  F=l  ist,  so  bat  man  das  allgemeine  Integral: 

ef(s+  ay— OH.V*-1  +  a»(n— <ra(» — 1)  (»— 2)y"-*  + ....)  =  c. 


L 
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5.   Um  die  Gleichung 
hiernach  zu  integriren ,  bedarf  man  zweier  besonderen  Integrale 


%=a  und  %=v.    Diese  gehen  das  vollständige  Differential: 

kilz  +  X{W  -I-  Yx%  +  Y%)dy  _ 
(«-,*)(._„) 

,  wenn  man  in  die  partiellen  Brüche  zerlegt: 

, „ .         X      r/s  —  du        X      d% — dv  _ 

XYdy+  ~  +   .  =0. 

°  '  u  —  v     s — U       V — u    %  —  v 


u  —  v      t — U         V  U     %  —  V 

Nimmt  man  hier  X=u  —  v,  so  behält  man  die  einfachere  Gleichung 
/       \  jtj    •  d&-du    d%-dv  . 

entsteht  das  allgemeine  Integral: 

■ 

.(ft_^)==c(,.v). 

6.    Der  Gleichung 

<a  +  6)«fc  +  («M^)dy  =  0 


genügen  *=-  und  »=-•    Darens  folgt  fi— v=^— — .  Da 

y        y  y 

r=^-qp^  ist,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral: 

7.   Der  Gleichung 

«rf«  +  (**-^)rfy=0 

genügen  »  =  ~~  und  *=^  +  ^.  Man  hat  ft— v=  Da 
nun  /=  —  ist,  so  bat  man  das  allgemeine  Integral: 


Es  giebt  kein  Verfahren,  wodurch  man  au  dem  allgemeinen 
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Integral  der  Gleichung  »'-f-ZV-f  Yx%  4/'a  =  0  gelangt,  und  welches 
zugleich  unabhängig  ist  von  der  Kenntniss  eines  besonderen  In- 
tegrals. Da  aber  die  Integration  keine  Schwierigkeit  mehr  hat, 
wenn  ein  besonderes  Integral  bekannt  ist,  so  hat  man  sich  viel- 
fach mit  der  Bestimmung  der  besonderen  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichung beschäftigt.  Die  dazu  fährenden  Rechnungen 
werden  aber  durch  die  folgenden  Verwandlungen  wesentlich  ver- 
einfacht. Man  bringt  an  die  Stelle  von  z  eine  andere  Veränderli- 
che x,  indem  man  Y%  —  x  setzt  Man  erhält  dadurch,  nachdem 
man  noch  mit  7  multiplizirt  bat,  die  Gleichung: 

*' + x* + ( /7i  -  ~)  x + rr%  =  o , 

oder  auch,  um  dies  einfacher  zu  schreiben: 

x'  h*»  +  /ir  +  ^=0, 

indem  man  durch  ¥  und  Ft  andere  Funktionen  von  y  vorstellt  als 

v' 

vorher.    Man  setzt  nun  weiter  *  =       Daraus  folgt 

und  die  Differentialgleichung  erhält,  nachdem  man  mit  t>  multipli- 
zirt hat,  die  folgende  Gestalt: 

»"+/V +/>=(). 

Die  Bestimmung   der   besonderen   Integrale  t>   hat   aber 'weit 

weniger  Schwierigkeiten  als  die  der  besonderen  Integrale  s.  Doch 

muss  man  die  Bestimmung  von  r  der  Integration  der  linearen 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  überlassen.    Wenn  ©  be- 

„' 

kannt  ist,  so  erhält  man  s  durch  die  Beziehung  J%=  -• 

v 

8.   Der  homogenen  Differentialgleichung: 

(os— 1  +  o,^"2  +  ...  +  an-xy-^yd*  +  (6»«  +  bxy%*-*  +  ...+b^r)dy 

=0, 

worin  die  Summe  der  Exponenten  von  s  und  y  in  jedem  Gliede 
dieselbe  Zahl  n  ist,  genügen  offenbar  n  besondere  Integrale  von 
der  Form  %=my.  Denn  setzt  man  diesen  Werth  von  »ein,  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Beständigen  m  die  Gleichung: 

(a  +  Ä)m"  +  («i  -f  6,)m«-1  + ...  +  &„=<). 
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Mao  bat  deshalb  den  integrirenden  Faktor 

X 


k 


(a  +  6)»-  +  (Gl  +  6, )  y**-*  + ...  +  bnyn 


Mao  ersiebt  aus  der  Gl  ei  chuog(f),  dassdieCoeffizienten  aller  par- 
tiellen Brüche,  welche  durch  diesen  Faktor  in  der  Differentialgleichung 

1 

zum  Vorschein  kommen,  ftir  i=  -    beständige  Wertbe  erhalten. 

Schreibt  man  nun  aber  die  homogene  Differentialgleichung  in  der 
einfacheren  Form  Zd%  +  Fdy=Q,  so  hat  man  den  integrirenden 
Faktor : 

9.  Die  Gleichung 

führt  demnach  auf  das  vollständige  Differential: 

y2dm  +  (%+y)%dy_ü 

Wenn  man  in  die  partiellen  Brüche  zerlegt,  so  entsteht: 

dg      d%     .dt  +  ldy 
y  +*  s  +  2y  ~ü 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

+ fc— /(M-2y)  +  fc=0 

oder  auch: 

10.  Die  Gleichung 

ay*dz-(t*+Vay*)idy=:0 

liefert  das  Tollständige  Differential: 

ay  »dz — (*» -I-  2ay*)zdy  _ 
yz(:*+ay») 

Durch  Zerlegen  in  die  partiellen  Brüche  entsteht: 

(iy     dt    xdx  +  aydy  _ 
-  y  +  r~  z»+ay*  ~U 
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Man  bildet  daraas  das  allgemeine  Integral  : 

oder  auch: 

%*=cy*(%*  +  ay*) 

11.  Man  nehme  nun  die  Gleichung: 

(e  -f  ay  +  b)d%  +  ( (c  +  e—  a)»  +  ccy  +  h)dy  =0. 

Man  genflgt  hier  durch  z=zmy  +  n.  Denn  «etat  man  diesTein. 
60  entsteht: 

((m+a)y  +  n+6)m  +  ((c+e-  o)m  +  cc)y  +  (c  +  e— a)»+A=0. 

Zur  Bestimmung  von  m  und  »  hat  man  also  die  beiden  Glei- 
chungen : 

m*  +  (c  +  e)m  +  ce=0 

und 

(m  +  c  -f-  «  —  o)n  +  6m  +  h  —0. 

Man  findet  daraus  die  beiden  besonderen  Integrale : 

.  6c  — A        .  ,  6e — k 

s=^-cy  +   und  »=— +   • 

9       e—a  9  T   c— a 

Man  findet  weiter,  weil  F=ö  ist,  das  vollständige  Differential: 

a^-c   d*  +  cdy  a—e     d%  +  edy 

Ae-c  6c-A+     c-e~  be—h-U- 

Nimmt  man  A=e— c,  so  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

6c  —  Av      ,  6<?  —  A. 

worin  K  die  willkührliche  Beständige  ist. 

12.  Auch  die  Gleichung: 

(s  +  ay)(yd%-%dy)  +  byd%-((c  +  <)»  +  Ay  +  cc)<ty= 0 

liefert  awei  besondere  Integrale  »r=my-f  n.  Denn  wenn  man  dies 
einsetzt,  so  entsteht: 

((m+ <0y  +n)«  -  6my  +  ((c  +  <>)ro  +%+(c+c)it  +  ce=0. 

Zur  Bestimmung  von  m  und  n  bat  man  also  die  Gleichungen : 
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Daraus  folgen  die  beiden  besonderen  Integrale: 
ac—h  .  ae — h 

Um  das  vollständig©  Integral  za  bilden,  schreibe 
Differentialgleichung  vorteilhafter  in  der  Form: 

(z  +  oy  -f  6)r/s  -  (*»  +  (aj,  +  c  -f  e)z  +  % + c«)dy =0. 

Man  findet  dann,  weil  F=  —  1  ist,  die  Gleichung: 

,      ac—h  .                .      oe — h  . 
,  ,   .  .   6— c           e  —  o    9       b—e         c — o   9  _ 
»-  *y  7=3  •  — ^J— +  «e-A  .  =°- 

6  — *  C 

Nimmt  man  i=— — ,  so  entsteht  das  allgemeine  Integral: 


.      ac — h        v.      .  ae—h 


K  die  willkührliche  Bestfindige  vorstellt 
Wenn  der  integrirende  Faktor  der  Gleichung: 
(2»»-»  +  Z,*-*  +  ....+  Z»_i)<fr  +       +  7,*— *  + ....  +  Fn)dy =0 
wieder  unter  der  Gestalt: 

*=  i  

(.-^(«-vX»-*).... 

angenommen  wird,  wenn  aber  der  Nenner  dieses  Bruches  aws  we- 
niger als  n  Faktoren  besteht,  so  treten  zwar  dieselben  Betrach- 
tungen ein  wie  vorhin:  allein  es  entsteht  jetzt  durch  die  Zerlegung 
io  partielle  Bräche  die  Gleichung: 

k(  Fe— 1+  Fi*"»-2  + ....  +  Vm-x)d%  f        +  17, i—1  +  . ...  + 


(f*— *)(r* 

worin  W\..-FXJ\:.*  Funktionen  von  y  sind,  welche  durch  die 
Multiplikation  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  mit  k  zum 
Vorschein  kommen.  Damit  dies  ein  vollständiges  Differential  «ei, 
kommen  zu  den  vorigen  Bedingungen  noch  andere  hinzu.  Nach- 
dem nämlich  X  wie  früher  bestimmt  worden  ist,  und  dadurch 
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die  Faktoren  von  äz~dP ,  in  beständige  Grössen  Gber- 

gegangen  sind,  so  muss  ausserdem  der  erste  Theil  der  vorli 
den  Differentialgleichung  für  sieb  ein  vollständiges 
darstellen. 

13.  Es  sei 

(l  +  &  f  Jl*)d»  +  (1  +ys  +  %*)dff  =0. 

Man  genügt  durch  %  +  y=0.  Nimmt  man  Jfc  =  ^-£— ,  so  ent- 
steht: 


Nimmt  man  A=l,  so  behält  man  die  Gleichung: 


Daa  allgemeine  Integral  ist  demnach: 

jra+/(«+y)  =  fc,    oder  «»'(•  +y)  =  e. 

* 

14.   Es  sei  noch: 

( *  +  y + a  +  %rfs  -  (os  -  6y)dy =0. 
Man  genügt  auch  hier  durch  s+y=0.   Nimmt  man  deshalb 
k==%^y>  so  entsteht: 


Man  hat  hier  yl=l  zu  setzen,  und  man  behält  das  vollständige 
Differential: 

e 

Daraus  folgt  dann  das  allgemeine  Integral: 

*  -  o7y  +  (a  +  6)/(s  +  y)  =  /c,   oder   c*(s  +  y)«f  »=c^». 

Wenn  die  bisherige  Annahme,  wonach  die  Exponenten  m,  n.... 
des  integrirenden  Faktors  k=  k(%  —  ft)m(»— v)"... .  gleich  —I  zu 
setzen  sind,  nicht  zum  Ziel  fährt,  so  wird  man  dieselben  vorerst 
noch  unbestimmt  lassen.  Da  dann  aber  auch  in  dem  Werthe 
«,  =fZkd%  eine  Unbestimmtheit  in  Bezug  auf  die  durch  die  an- 
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gedeutete  Integration  entstehende  Funktion  von  %  vorkommt,  was 
bei  dem  Gebrauch  der  Gleichung  (e)  sehr  hinderlich  ist,  so  wird 
man  denn  doch  hier  mit  Vortheil  zur  Gleichung  (c)  zurückkehren, 
um  nach  den  zuerst  gegebenen  Regeln  die  Grossen  A,  m,  ».... 
littein.  Nachdem  man  dieselben  aufgefunden  hat,  schreite 
Integration  des  vollständigen  Differentials  ZAd»+7*dy=0. 

15.  Es  sei 

(**  -  a^jd%  +  (*»  +  fys  +  a*)c%dy=0. 

Man  genfigt  hier  durch  s=0.  Setzt  man  desshalb  «=ls», 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A  und  m  die  Gleichung: 

(c)'    (»s  _  „s)(3f  £  +  i  _  c)  _  (m  +  2)(s* + by*  +  o«)c=0. 
A4  c—l 

Daraus  folgt  -r  =  ,  oder  A  =  y*-1,  und  m  +2=0.  Man 

*  y 

hat  also  den  integrirenden  Faktor  A=  -  •  Das  vollständige 
Differential 

(1  -  £        -f  ((» + ^V"1  +  ty«) .  cdy  =  0 

liefert  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 

.    ,  n2s  6c 

<»  +  7^  +  ^+13^'=' 

16.  Es  sei  nun: 

(a*  ♦  y*+ </*)<**-  (a»  +  y% +s*)«fy = 0. 


Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  %=y.  Setzt  man  fc=A(s— y)", 
so  ist: 

(c)  '  (a*+y*  +  &j;  +  (m  +  Z)<*+y)=0. 

Daraus  folgt  A=l,  »1-1-3=0»  und  also  *— -JLj.  Das  voll- 
ständige  Differential  ist: 

oder,  wenn  man  in  die  partiellen  Bruche  zerlegt, 

(o«  +  2y%)d%       yd*       (a»  +  2y%)dy  _«4y__0 
(,-y).       (s-y)»       (.-y)>  (•-SO«-* 
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o»  +  2y* 

(•-y)a  -c' 

17.   Die  Gleichung: 

kann  durch  die  frühere  Annahme  integrirt  werden,  wenn  zwei  be- 
sondere Integrale  vorliegen.  Nun  genügt  man  durch  *=y.  Es 
lässt  sich  aber  nicht  so  leicht  ein  zweites  besonderes  Integral 
angeben.  Man  nehme  desshalb  Aal(»-y)«  und  man  6ndet  zur 
Bestimmung  von  l  und  m  die  Gleichung: 


(c)  a4+m(t  +  y)-r-22=lK 

V    2y  ^ 
Daraus  folgt  111+2=0,  und  ^  =  ^  oder  k=ea*.     Man  hat  also 

?! 

den  integrirenden  Faktor  k  =  e*7(z  — y)""* ,  und  das  vollständige 
Differential : 

e~a*dx    e*(z*  -  y«  +  <i»)rfy 

(*-y)a  (*-y)*  ~v 

Daraus  entsteht  das  allgemeine  Integral: 
18.   Es  sei  noch 


{y*-a*)dx— (yt+aV  t*  +  y*— o«)</y=0. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  2*+y*  —  o8=r0.  Dess- 
halb  nehme  man  +  y*— aa)*.   Setzt  man  dies  in  die  Glei- 

chung (a)  ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  X  und  m: 

Man  genügt  durch  2m  +  1=0  und  (y*—  a»)    +  (2m  +  3)y=ö. 

jf     — 2w  1 
Man  bat  also  m=  —  i,  nnd  ^=^§£1^»»  oder  i=^~^.  Ferner 

i*t  k=   rrrA — :r==>  und  man  gerangt  zudem  vollstän- 

(^-a^VWy51— o« 

digen 
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d*  *  _  ytdy   ady  _Q 

Vz»+#«-a*    (y»— a«)  VT»  +      —  ö«  y*— 

Daraus  findet  man  das  allgemeine  IntegTal: 

/(:  +  V":H7r?)-%-a)=/c> 

x  +  V  :a+^a-ä*= c(y  -  a). 


V.    Allgeraeines  Integral,    besondere   Integrale  und 
besondere    Auflösungen     der  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen. 

Die  allgemeinste  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
mit  zwei  Veränderlichen  s  und  y  hat  die  Form  ^"^5+^=0,  wo- 
rin Z  und  /"irgend  Funktionen  von  %  und  y  und  des  Differential- 
quotienten ~  sind.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung lässt  sich  jedesmal  in  der  Form  o=c  darstellen,  worin  « 
eine  bestimmte  Funktion  der  drei  Veränderlichen  %  und  y  ist, 
c  aber  eine  wilikührliche  Beständige  bezeichnet.  Denn  durch  Dif- 
ündet  man: 

da  da   t  da 

+  s  •  +  %=°' 


wenn  man  abkürzend  setzt.    Theilt  man  dies  noch  mit 


dH 

dy* 

Faktor  k,  welcher  auch  wieder  eine  bestimmte  Funktion 
drei  Veränderlichen  •',  s  und  y  ist,  so  entsteht: 


da  %"     /da  ,     da\\  . 


der  Vergleicbung  mit  der  allgemeinsten  Differentialgleichung 
Zi'+  F=sU  ergeben  sich  die  beiden  Beziehungen: 

£-»  + 

denen  man  jederzeit  genügen  kann,  weil  die  beiden  daraus  zu  be- 
stimmenden Funktionen  <r  und  k  alle  Grossen  in  sich  aufnehmen 
welche  auch  hi  den  Coefflcienten  Z  und  Y  vorkor 


< 
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Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  *^z*  +  F==0,  welches 
auf  diese  Weise  bestimmt  worden,  ist  selbst  wieder  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung.  Man  nennt  dasselbe  das  erste 
Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Wenn  man  nun 
auch  das  erste  Integral  o=c  der  Integration  unterwirft,  so  findet 
man  die  endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen,  welche 
das  zweite  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
heisst.  Um  diese  zweite  Integration  durch  die  bisherigen  Hülfs- 
mittel  auszuführen,  wird  man,  da  nun  a  irgend  eine  Funktion  von 
z*t  x  und  y  vorstellt,  die  Gleichung  er=c  nach  z'  auflösen.  Weun 
dies  er  =  c  in  Bezug  auf  z'  eine  Gleichung  des  ftten  Grades  ist,  so 
wird  man  auf  die  angegebene  Weise  zu  n  verschiedenen  Werth en 
z0=fl(z,  y),  z'=/*Ä(z,  ff)...  gelangen.  Durch  deren  Integration  er- 
geben sich  alsdann  ebenso  viele  Integralformen 

a!+c,=0,  «fc-f-CfcSsO..., 

von  denen  jede  fßr  sich  eine  andere  willkührliche  Beständige 
aufnimmt.  Man  kann  aber  alle  diese  Gleichungen,  welche  bezüg- 
lich den  einzelnen  Werthen  z'  entsprechen,  in  einer  einzigen  Glei- 
chung vereinigen,  indem  man  dieselben  mit  einander  roultiplizirt, 
und  also  («i +C|)(oj+ Cj)... .=0  setzt.  In  dieser  Gleichung, 
welche  ausser  der  durch  die  erste  Integration  eingeführten  will- 
kührlichen  Bestündigen  c  noch  n  andere  willkührliche  Beständige 
C|,  c%...  enthält,  darf  man  weiter  die  letzteren  willkübrlichen  Be- 
ständigen alle  einander  gleichsetzen.  Dadurch  geht  wenigstens 
nichts  verloren,  was  nicht  jederzeit  wieder  ersetzt  werden  könnte. 
Man  erlangt  andererseits  durch  die  Annahme  C\  =ct= . . .  den 
Vortheil,  dass  man  anstatt  der  Integralform  (at  +ci)(oÄ  +  =0 
eine  andere  viel  einfachere  Form  hat.  Was  aber  die  Wiederher- 
stellung der  allgemeinen  Integralform  betrifft,  so  bemerke  man  zu- 
nächst, dass  man  durch  die  erwähnte  Annahme  auf  eine  Glei- 
chung des  nten  Grades  in  Bezug  auf  ct  geführt  wird.  Indem  man 
diese  Gleichung  nach  ex  auflöst,  und  nachträglich  den  einzelnen 
willkübrlichen  Beständigen  ct  wieder  verschiedene  Werthe  zutheitt, 
kommt  man  auf  jene  Gleichungen  c,  +Cj=0,  a^-fc^O...  zu- 
rück, deren  Gesammtheit  das  allgemeine  Integral  darstellt.  Es  ist 
auch  gestattet,  um  die  Integralform  +c1)(aa  +  <*)...=  0  noch 
weiter  zu  vereinfachen,  sich  der  allgemeineren  Annahme  Ci=a>!(e), 
<**  =<?»(*)•  •  zu  bedienen,  worin  e  eine  willkührliche  Beständige, 
und  q>i,  «>»...  willkührliche  Funktionen  vorstellen.  Denn  auch  so 
lassen  sieh  durch  die  Auflosung  nach  e  jene  Integralformen 

einzeln  wieder  auftinden.    Eine  Differentialgleichung  der  ersten 


i 
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Ordnung  hetsst  eine  de«  nten  Grade«,  wenn  derDifferentialquotient 
2' auf  dem  «ten  Grade  darin  vorkommt  Unter  der  vorhin*  gemach- 
ten Beschränkung  kann  also  das  allgemeine  Integral  einer  solchen 
Differentialgleichung  als  eine  Beziehung  /wischen  den  Veränder- 
lichen angesehen  werden,  welche  in  Bezug  auf  die  darin  vorkom- 
mende willkfibrliche  Beständige  eine  Gleichung  des  fiten  Grades 
darstellt. 

Hat  man  z.  B.  die  Differentialgleichung  des  zweiten  Grades: 
so  findet  man  durch  die  Auflosung  nach  1'  die  beiden  Werthe 

Durch  Integration  entstehen  die  beiden  Gleichungen: 

■ 

VlHp+q+y^O  und  VlrT7«  +  ca-y=0. 
Diese  lassen  sich  vereinigen  in  der  einzigen: 

■ 

(V^M^*  +  ex  +  y)  (ViHp  +  ca-3T)=0. 

Nimmt  man  dariu  c1fct=0,  so  hat  man  die  einfachere  Glei- 
chung: 

*Hyf-(c,  +y)*=0,   oder  2*=2ciy+Cl», 

welche  als  allgemeines  Integral  der  obigen  Differentialgleichung 
des  zweiten  Grades  angesehen  werden  darf.  Durch  die  Auflösung 
nach  Ci  erhält  man  nieder  jene  beiden  ursprünglichen  Integralfor- 
men, indem  man  die  willkührliche  Beständige  c,  in  jeder  der  bei- 
den Losungen  verschieden  denkt. 

Das  bis  dahin  auseinandergesetzte  Verfahren,  eine  Differentialglei- 
chung der  ersten  Ordnung  und  des  nten  Grades  zu  integriren,  zeigt 
keine  anderen  Schwierigkeiten  als  diejenigen,  welche  die  Auflösung 
einer  algebraischen  Gleichung  des  nten  Gradesund  die  fröher  gege- 
benen Integrationsverfahren  mit  sich  bringen.  Man  wird  aber  die 
geraachten  Bemerkungen  gerade  hier  an  der  passenden  Stelle 
finden,  nachdem  man  sich  Oberzeugt  hat,  dass  nur  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  uns  in  den  Stand 
setzt,  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  und  des  nten  Grades  viel  schneller  zu  erreichen,  indem 
man  nicht  allein  der  Mühe  überhoben  ist,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung des  «ten  Grades  zu  bestimmen,  sondern  das  allgemeine  In- 
tegral sogar  unmittelbar  in  jener  einfacheren  Form  darstellt,  welche 


Digitized  by  Google 


46  Weiler: 

selbst  wieder  in  Bezug  auf  die  willkübrliche  Beständige  eine  Glei- 
chung d$&  7*ten  Grades  ist.  Es  stellt  sich  dabei  auch  heraus, 
das«  dieses  Integrationsverfahren  mit  nicht  geringerem  Erfolg  auf 
solche  Falle  ausgedehnt  wird ,  für  welche  das  zuerst  angegebene 
Verfahren  nicht  ausreicht,  weiJ  die  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  a=c  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  von  z'  von  solcher  Be- 
schaffenheit ist,  dass  z'  nicht  mehr  daraus  entwickelt  werden  kann. 

Das  Integrations verfahren,  welches  also  jetzt  auseindergesetzt 
werden  soll,  steht  in  naher  Beziehung  zu  denjenigen  Rechnungen, 
wodurch  man  aus  dem  zweiten  Integral  einer  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  Zz"  -f  F=0  diese  selbst  wieder  ableitet  In- 
dem wir  uns  auf  die  vorhin  gemachten  Auseinandersetzungen 
stfiUen,  dürfen  wir  hier  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass 
das  zweite  Integral  durch  irgend  eine  Gleichung  zwischen  den 
beiden  Veränderlichen  z  und  y  und  zweien  wiUkührlicben  Bestan- 
digen sich  darstellt.  Um  nun  aber  von  diesem  Integral  zu  der 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zz"  -f-  F=rO  überzuge- 
hen, kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen.  Man  kann 
nämlich  durch  die  erste  Differentiation  ebensowohl  die  eine  willkür- 
liche Beständiger  als  auch  die  andere  cx  zum  Verschwinden  bringeu. 
Wollte  man  die  Beständige  cx ,  welche  in  dem  zweiten  Integral 
auf  dem  «ten  Grade  vorkommen  mag,  zuerst  wegbringen,  so 
konnte  man  vor  Allem  die  verschiedenen  Auflösungen  a1-|-e1=0, 
«2^-ct=0...  bestimmen.  Durch  Differentiation  würde  man  in  je- 
der einzelnen  die  willkührliche  Beständige  ex  entfernen,  und  man 
erhielte  die  der  ursprünglichen  Integralform  entsprechende  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  z*  vom 
?tten  Grade  ist,  iudem  man  jene  «  Differentialgleichungen  des  er- 
sten Grades  mit  einander  multiplizirt.  Man  findet  aber  dieselbe 
Differentialgleichung  des  nten  Grades  auf  einem  kürzeren  Wege. 
Man  differentiire  in  dieser  Absicht  die  ursprüngliche  Integralform, 
welche  durch  0=0  vorgestellt  sein  mag,  in  der  vorliegenden  Form, 
und  man  erhält 

dß      dß  Ä 


2 


Die  Elimination  der  wiUkührlicben  Bestandigen  e,  zwischen  den 

dß       dß  _ 

beiden  Gleichungen  ß  —  0  und  g^'+d^O  ßbrt  alsdann  zu  dem- 
selben Resultate,  welches  man  auch  durch  die  vorhin  angegebenen 
Rechnungen  erhalten  würde.  Es  ist  einleuchtend,  dass  man  dies 
Verfahren,  die  Differentialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integrale 
ßzsO  zu  bilden,  ohne  Anstand  auch  auf  diejenigen  Fälle  aus- 
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dehnt,  in  welche»  die  Gleichung  0=0  in  Besag  auf  das  Vorkom- 
men von  et  von  solcher  Beschaffenheit  ist,  das«  der  Werth  et 
nicht  mehr  daraus  entwickelt  werden  kann. 

Um  die  Gleichung  x*=2ciiy  +  ct*,  von  der  man  oben  gesehen 
hat.  das«  sie  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  i=2yi'  + 
darstellt,  wieder  als  Beispiel  zu  benutzen,  so  differentiire  man  die- 
selbe.  Man  findet  zt'  =  clt   Wenn  man  nun  aber  die  willkübrliche 
Beständige  cA  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 

t*=2cjy  +  Ci*  und   z*'  =  c, 

elimioirt,  so  kommt  man  in  der  That  auf  die  obige  Differential- 
gleichung des  zweiten  Grades  z=2yz'  +  «'*  zurück. 

Je  nachdem  nun  aber  die  eine  wlllkfihrliche  Beständige 
e  oder  die  andere  willkührliche  Beständige  cx  des  zweiten  Inte- 
grals durch  die  erste  Differentiation  entfernt  wird,  gelangt  man 
zu  zwei  verschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten.  Ordnung. 
Diese  beiden  Differentialgleichungen  führen  aber,  wenn  man  durch 
eine  zweite  Differentiation  die  jedesmal  noch  zurückgebliebene 
willkührliche  Beständige  wegschafft,  auf  ein  und  dieselbe  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung.  f 

Hat  man  z.  B.  die  Gleichung  x  =  cyB  +  c,y-«,  so  findet  man, 
wenn  man  durch  Differentiation  die  Beständige  c,  entfernt,  die 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

Wenn  man  durch  eine  zweite  Differentiation  auch  die  Bestän- 
dige e  entfernt,  so  entsteht  die  Differentialgleichung  der  zweiten 

Bringt  man  nun  aber  durch  die  erste  Differentiation  die  Be- 
ständige c  weg,  so  entsteht  die  /Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung : 

y*'-a*=— 2cc,y—, 
woraus  dieselbe  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

yHn  +  yz'  =  aH 

hervorgeht,  wenn  man  durch  die  zweite  Differentiation  die  zurück- 
gebliebene Beständige  cx  tilgt. 

Dies  sind  also  diejenigen  Rechnungen,  wodurch  man  die  Dif- 
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ferentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  nieder  auffindet,  wenn 
deren  zweites  Integral  vorliegt.  Der  zweifache  Weg,  auf  welchem 
man  zu  diesem  Ziele  gelangt,  erklärt  zunächst  die  Thatsacbe, 
dass  jede  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  zwei 
verschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  abgelei- 
tet werden  kann.  Denn  wenn  man  die  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  durch  Integration  in  eine  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  umwandelt»  so  ist  kein  Grund  vorhanden,  wa- 
rum gerade  die  eine  und  nicht  ebenso  gut  die  andere  der  beiden 
wegfallenden  Beständigen  zuerst  wieder  eingeführt  werden  sollte. 
Diese  beiden  ersten  Integrale  sind  aber,  wie  man  jetzt  einsieht, 
in  Bezug  auf  die  durch  dieselben  dargestellte  Abhängigkeit  zwi- 
schen den  Veränderlichen  nicht  wesentlich  von  einander  verschie- 
den. Die  zweiten  Integrationen  liefern  ein  und  dieselbe  endliche 
Gleichung. 

Wenn  man  nun  aber  die  vorhin  gegebenen  Vorschriften,  wo- 
nach man  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aus  dem 
«weiten  Integral  zu  bilden  hat,  bestimmter  ins  Auge  fasst,  so  liegt 
der  Gedanke  nicht  fern,  dass  man  das  zweite  Integral  selbst  an- 
geben kann,  wenn  die  beiden  ersten  Integrale  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  vorliegen.  Die  beiden  ersten  Integrale 
werden  nämlich  dadurch  aufgefunden,  dass  man  das  zweite  Inte- 
gral ß=0  geradezu  differentiirt,  und  dass  man  alsdann  das  eine- 
mal die  erste,  das  anderemal  die  zweite  willkührliche  Beständige 

Ja  Ja 

zwischen  der  Differentialgleichung  ^s'+^=0  und  den  sweiten 


Integral  ß  =  0  eliminirt.  Jedes  der  beiden  ersten  Integrale  k< 
demnach  als  das  Resultat  der  Elimination  derjenigen  willkührlichen 
Beständigen  angesehen  werden,  welche  gleichzeitig  in  dem  andern 
ersten  Integrale  und  in  dem  zweiten  Integrale  vorkommt.  Man 
wird  desshalb  das  zweite  Integral  selbst  aus  den  beiden  ersten  In- 
tegralen auffinden,  indem  man  den  Differeotialquotienten  »'  zwi- 
schen den  beiden  ersten  Integralen  eliminirt 

Es  ist  vorhin  gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung 
das  zweite  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

darstellt.  Die  beiden  ersten  Integrale  zeigen  sich  in  den  F« 
y%'  +  a»=2«cy*    und    y%' — a%= — 1acty~a. 
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Wenn  man  daraus  %*  eliminirt,  so  kommt  man  in  der  Tbat  zu- 
rück auf  das  zweite  Integral: 

Da  man  jetzt  die  Ueberzeugung  gewonnen  hat,  dass  man  aus 
den  beiden  ersten  Integralen  einer  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  deren  zweites  Integral  durch  die  Elimination  von  s' 
erhält,  so  versteht  es  sich,  dass  man  auch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  irgend  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  y=0 
gelangt,  ohne  vorher  nach  %'  aufgelöst  zu  haben.  Man  betrachte 
in  dieser  Absicht  die  Gleichung  y=0  als  das  erste  Integral  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Differen- 
tiation der  Gleichung  y=0  wieder  zum  Vorschein  kommt.  Unter 
welche  Gestalt  man  diese  Gleichung  vor  der  Differentiation  auch 
immer  gebracht  haben  mag,  oder  welche  Elimination  man  auch 
immer  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

« 

X=0  und 

ausführen  mag,  wenn  es  gelingt,  ein  anderes  erstes  Integral  yx  =0 
für  die  so  entstehende  Differentialgleichung  der  zweiten  Orduung 
anzugeben,  so  bedarf  es  nur  der  Elimination  von  »'  zwischen  den 
beiden  Gleichungen  y=0  und  y4  =0,  um  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  y=0  zu  erhalten. 

Nachdem  man'  auf  diese  Weise  zur  vollständigen  Kenntniss 
des  zweiten  Integrals  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung gelangt  ist,  wird  man  zunächst  wieder  untersuchen,  wie  man 
die  besonderen  Integrale  und  die  besonderen  Auflösungen  einer 
solchen  Differentialgleichung  auffindet. 

Jeder  Werth  welcher  aus  dem  ersten  Integral  cc=c  einer 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zz"  +  K=0  entwickelt 
werden  kann,  nachdem  man  der  willkürlichen  Beständigen  c  irgend 
einen  besonderen  Werth  beigelegt  bat,  genügt  auch  der  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung,  und  heisst  ein  besonderes  Integral 
dieser  Differentialgleichung.  Wenn  dagegen  eine  Funktion  von  s 
und  y  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt,  und  wenn 
diese  Eigenschaft  der  Funktion  dem  Umstände  zugeschrieben  wer- 
det! muss,  dass  ein  Glied  des  ersten  Integrals  a—c  mit  dem 
Faktor  (»— f0m  verbunden  ist,  worin  (i  jene  Funktion  von  s  und 
y  bedeutet,  und  m  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl  ist,  so 
nennt  man  dieselbe,  dem  Früheren  analog,  eine  besondere  Auflö- 
sung der  Differentialgleichung  zweiter  Orduung. 

Th«ii  X*IX.  4 

t 
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Alle  diese  besonderen  Integrale  and  besonderen  Auflösungen 
sind  durch  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  dargestellt, 
und  haben  als  solche  selbst  wieder  ihre  besonderen  Integrale  und 
besonderen  Auflösungen.  Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Funk- 
tion von  y,  Kelche  an  der  Stelle  von  s  irgend  eine  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung  befriedigt»  auch  jener  Dir 
ferentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  genügen  wird.  Eine  solche 
Funktion  von  y  niuss  aber  stets  wieder  als  eine  besondere  Auf* 
lüsuog  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  angesehen  wer- 
den ,  wenn  sie  aus  einer  von  denjenigen  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  ihren  Ursprung  nimmt,  welche  selbst  besondere 
Auflösungen  sind.  Wenn  dagegeii  die  Funktion  von  y  einer  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  genügt,  welche  selbst  ein 
besonderes  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ist» 
so  kann  dieselbe  ebensowohl  ein  besonderes  Integral  als  auch 
eine  besondere  Auflösung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung sein.  Man  sieht  übrigens  ein,  dass  alle  möglichen  Funktio- 
nen von  y,  welche  an  der  Stelle  von  %  die  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  befriedigen,  und  welche  zugleich  in  die  zu- 
letzt besprochene  Klasse  geboren,  indem  sie  für  irgend  einen  be- 
sonderen Werth  der  willkürlichen  Beständigen  c  auch  dem  ersten 
Integral  a  =  c  genügen,  aus  dem  zweiten  Integral  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  nach  den  schon  bekannten  Regeln  ab- 
geleitet werden  können.  Dagegen  bedarf  man  zur  Bestimmung 
aller  derjenigen  besonderen  Auflösungen,  welche  aus  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  hervorgehen,  welche  selbst 
besondere  Auflösung  ist,  jedesmal  auch  der  Kenntnis«  des  ersten 
Integrals  a  =  c. 

Hat  man  z.  B.  das  erste  Integral : 

yi'=zc  +  VT^x«, 

worin  e  die  willkührliche  Bestfindige  ist,  so  erhält  man  die 
hörige  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

+X  ~     Vy*t*  -  ' 
oder,  wenn  man  den  Nenner  wegbringt, 

~  V  yh*  —  2*)  (yz"  f  x') = zz' , 

eder  auch,  wenn  man  noeh  mit  y* '+  *  f**  ~—  moltipiliirt, 

-HO- V*V«  —  **). 
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Um  das  «weite  Integra!  dieser  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  bestimmen,  entwickle  man  z*  aus-dem  oben  angeseil- 
ten ersten  Integral.   Man  erhält: 

2ej,z'  =  z*  +  c*.    oder    ;|q^  =  ~-> 
und  daraas  das  zweite  Integral: 

■ 

2arctg;  =  /(c,y),    oder    i=c  .tgl\Tc^y  • 

Doch  lassen  sich  hieraus  nicht  alle  Funktionen  von  y  ableiten, 
welche  jener  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  an  der  Stelle 

von  z  geniigen.  Denn  das  erste  Integral  yz'  =  c  +  V" y2*** — x* 
liefert  ausserdem  die  beiden  besondereu  Integrale  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung:  ' 

yz'— z  =  0  und   yz'  +  x^O. 
Durch  deren  Integration  entsteht:  , 

z=cty  und 
in  Cj  und  c3  tvillkahrliche  Beständige  sind. 


Um  diejenigen  besonderen  Auflösungen  einer  Differentialglei 
cbnng  zweiter  Ordnung  Zz"  +  F=0  zu  bestimmen,  welche  auch 
dem  ersten  Integral  o  =  c  als  solche  genügen,  wird  man  das  zweite 
Integral  ß=0,  welches  irgend  eine  Funktion  von  z,  y,  c  und  ct  ist, 
nach  der  durch  die  zweite  Integration  eingeführten  willkfihrlichen 
Beständigen  auflösen.  Wenn  dadurch  Glieder  zum  Vorschein  kom- 
men, welche  mit  dem  Faktor  (z  —  fi)m  verbunden  sind,  und  wenn 
m  eine  zwischen  0  und  l  liegende  Zahl  ist,  so  ist  bekanntlich 
z  —  n  =  0  eine  besondere  Auflösung  des  ersten  Integrals  a  =  c. 
Man  wird  aber  oftmals  vorteilhafter  einen  anderen  Weg  einschla- 
gen, welcher  auch  zu  diesen  besonderen  Auflösungen  fuhrt,  dabei 
aber  die  Auflösung  des  zweiten  Integrals  0  =  0  nach  der  wiilkfihr- 
lichen Beständigen  cv  umgeht..  Um  diesen  Weg  kennen  zu  lernen, 
stelle  man  das  aus  der  Entwicklung  von  cx  entstehende  Resultat 
durch  die  Gleichung  er,  =  cx  vor.  Wenn  sich  nun  auf  die  vorhin 
bezeichnete  Weise  eiue  besondere  Auflösung  z  =  p  findet,  so  wird 

das  Glied  ^  in  dem  vollständigen  Differential  ^*'  +  ^  <ly=0 

jedenfalls  den  Werth  <x>  annehmen,  sobald  man  darin  z  =  p  setzt. 
Wenn  nun  »war  nicht  auch  umgekehrt  alle  diejenigen  Wertbe  *, 
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da 

für  welche  jenes  Glied        den  Werth  oo  annimmt,  als  besondere 

Auflösungen  des  ersten  Integrals  a=c  sich  herausstellen  werden, 
so  unterliegt  es  doch  keinem  Zweifel,  dass  alle  besonderen  Auf- 
lösungen unter  jenen  Werthen  z  sieb  vorfinden.  Wenn  man  nun 
weiter  die  Gleichung  a,=d  nach  z  und  c,  differentiirt,  so  entsteht 

d«i  dci 

dz  ~  dz' 

Daraus  folgt,  dass  jenes  Glied        des  vollständigen  Differentials 


identisch  ist  mit  dem  aus  al=cl  gezogenen  Differentialquotienten 
dct 

Man  kann  d esshalb  auch  sagen,  dass  alle  besonderen  Auf- 
lösungen des  ersten  Integrals  a=c  zum  Vorschein  kommen,  wenn 
man  den  aus  \)em  zweiten  Integral  ai  =  cl  gezogenen  Differential- 
quotienten ^  den  Werth  oo,  oder  auch,  wenn  man  den  Difle- 

dz 

rentialquotienten         den  Werth  0  annehmen  lässt.    Mit  diesen 

Bemerkungen  ist  aber  die  vorhin  ausgesprochene  Behauptung,  dass 
man  die  besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichung  a=c 
auch  bestimmen  könne,  ohne  vorher  deren  Integral  ß=0  nach  der 
willkübrlichen  Beständigen  cx  aufgelöst  zu  haben,  gerechtfertigt, 

dz 

da  man  weiss,  dass  der  Differentialquotient  ^  keineswegs  aus 

der  entwickelten  Gleichung  0|=C|  abgeleitet  werden  muss,  son- 
dern auch  aus  der  unentwickelten  Form  ß=0  aufgefunden  wird. 
Man  differentiirt  nämlich  die  Gleichung  ß  =  0  auch  wieder  nach 
%  und  Cg.    Dadurch  entsteht 

dz  dvx  T  dct  ~ 


Man  eliroinirt  ct  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

■ 

a    n  dß  dz  dß 

und  man  gelangt  zu  demselben  Werthe  welchen   man  un- 

mittelbar aus  der  entwickelten  Form  <r,  =  c,  finden  würde.  Um 
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also  die  besonderen  Auflösungen  der  Gleichungen  a  =c  auf  die- 
sem Wege  zu  erhatten,  mache  man  in  der  Gleichung 

dßdL.dß_=Q 
dz  dci  T  dci 

»or  Allem  die  Annahme  ^  =  0.  Man  eliminire  alsdann  cx  »wi- 
schen der  dadurch  entstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung 0=0. 
Das  Resultat  der  Elimination  enthält  alle  besonderen  Auflösungen 
der  Gleichung  ct=c. 

Um  dies  auf  die  schon  oben  benutzte  Differentialgleichung 
nn  +  2yz'  —  x  anzuwenden,    differentiire    man    deren  Integral 

i*rr2c,y  +  c,*  nach  z  und  nach  c,.    Man  erhält  z^-  =  y  +  ct. 

Für  ^  =.  0  hat  man  y  +  rx  =  0.    Wenn  man  nun  c,  zwischen 

y  +  <?j  =0  und  x*  =  2c,t/  +  c,  eliminirt,  so  findet  man  s*+y2  =  0, 
was  in  der  Tbat  eine  besondere  Auflösung  der  obigen  Differential- 
gleichung ist. 


VI.    Reduktion  der  Differentialgleichung  Zz"  +  F=0 
auf  eine  Differentialgleichung   der   ersten  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Um  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zz" +  F=0, 
worin  Z  und  Y  irgend  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  z',  i 
and  y  sind,  aus  dem  ersten  Integral  a  =  c  abzuleiten,  muss  man 
dies,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  differentiiren,  und  das  vollstän- 
dige Differential 

—  z"  4-  —  z'  +  —  -0 
dz'1   +  dz2  +cty-ü 

mit  einer  Grösse  k  theilen,  welche  seihst  wieder  eine  bestimmte 
Funktion  der  drei  Veränderlichen. z',  z  und  y  ist.  Wenn  A=l  ist. 
oder  n  enn  die  Gleichung  Zz"  +  F=ü  ein  vollständiges  Differential 
darstellt,  so  kommen  bei  der  Integration  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten voj-.  Man  bat  desshalb  hier,  ebenso  wie  bei  der  Integra- 
tion der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  im  Wesentlichen 
wieder  nur  die  Aufgabe,  jenen  Faktor  k  zu  ersetzen,  welcher  die 
Differentialgleichung  zu  einem  vollständigen  Differential  macht,  und 
desshalb  der  integrirende  Faktor  genannt  wird. 

In  vielen  Fällen  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  twei- 
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ten  Ordnung  Zz"  +  F=0  in  eine  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  uniwandeln.  Wenn  diese 
Umwandlung  gelungen  ist,  dann  ist  die  Integration  nur  davon  ab- 
hängig, dass  man  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  den  integri- 
renden  Faktor  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auffindet 
Was  also  in  solchen  Fällen  bei  der  Integration  der  Gleichung 
Zz"  +  F=0  zu  den  frfiheren  Untersuchungen  noch  hinzukommt, 
ist  nichts  weiter  als  die  Ausführung  der  erwähnten  Umwandlung. 
Dies  soll  denn  auch  den  Gegenstand  der  folgeoden  Untersuchungen 
ausmachen. 

Da  das  erste  Integral  o  =  c  irgend  eine  Funktion  der  drei  Ver- 
änderlichen x't  1  und  y  Vorstellt,  so  bestimmt  sich  der  Differential- 
quotient z'  durch  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
als  Funktion  von  z  und  y.  Wenn  aber  z'  als  Funktion  von  z  und 
y  gedacht  wird,  so  erhält  man  durch  Differentiation,  da  hierbei  * 
als  Funktion  von  y  angesehen  werden  muss,  den  Werth 

*  =dIZ   +  djj' 

Wenn  dies  in  die  Gleichung  Zzw+F=0  eingesetzt  wird,  so  geht 
dieselbe  über  in  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung: 

worin  die  drei  Veränderlichen  z',  z  und  y  Platz  nehmen.  Wenn  aber 
von  diesen  drei  Veränderlichen  entweder  z  oder  y  in  den  Coeffi- 
zienten  Z  und  Y  der  Differentialgleichung  fehlt,  so  behält  man 
zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a=zc  jedesmal  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 
Denn  wenn  die  Veränderliche  z  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vor- 
kommt, so  darf  man  annehmen,  dass  dieselbe  auch  in  dem  ersten 

Integral  fehlt,  und  desshalb  ^  =  0  setzen.    Man  behält  dann  die 

Gleichung: 

Zrfz'+  Ydy  =  0. 

Wenn  die  Veränderliche  y  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vorkommt, 
so  ist  die  Annahme  ^=0  gestattet  und  man  behält  die  Gleichung : 

Zz'dz'+Ftfz=0. 
Wenn  die  Cogfözieuten  Z  und  Y  gleichzeitig  die  drei  Verän- 
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d erheben  z',  z  und  y  einschliessen,  so  wird  man  gewisse  Funktlo« 
nen  von  z',  z  und  y  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 

einfuhren.  Wenn  die  dazu  benutzten  Funktionen  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  das  erste  Integral  a  =  c  selbst  nur  zwei  von  den 
neuen  Veränderlichen  einschliesst,  indem  nämlich  durch  die  Eli- 
mination von  irgend  zweien  der  ursprünglich  Veränderlichen  zy,  z 
und  y  zugleich  die  dritte  hinaus  fallt,  dann  wird  sich  durch  die 
erwähnte  Transformation  notlmendi^  auch  die  Differentialgleichung 
(a)  auf  eine  Weise  umgestalten,  dass  nur  zwei  Veränderliche  darin 
Platz  nehmen.  Was  nun  aber  die  zu  einer  solchen  Transformation 
geeigneten  Funktionen  betrifft,  so  wird  man  sich  aus  den  schon 
in  dem  Früheren  angegebenen  Rücksichten  jedenfalls  mit  gutem 
Erfolg  der  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösungen  der 
Gleichung  Zz"+  F=0  bedienen,  mögen  dieselben  nun  den  Diffe- 
rentialquotienten i'  als  Funktion  von  z  und  y  ausdrücken,  oder 
mögen  dieselben  nur  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  beiden  Ver- 
änderlichen z  und  y  darstellen.  Da  nämlich  jedesmal  ein  Faktor, 
oder  auch  ein  mit  einem  Bruchexponenten  behaftetes  Glied  des 
ersten  Integrals  a  —  c—O  in  eine  Funktion  einer  einzigen  Verän- 
derlichen übergeht,  wenn  man  ein  besonderes  Integral  oder  eine 
besondere  Auflösung  zur  Elimination  einer  der  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen benutzt,  so  ist  eine  solche  Funktion  jedesmal  auch 
ganz  besonders  dazu  geeignet,  bei  der  Elimination  irgend  einer 
der  ursprünglichen  Veränderlichen  zugleich  eine  zweite  aus  dem 
ersten  Integral  et  =  c  verschwinden  zu  lassen.  Es  versteht  sich 
übrigens,  dasa  jede  der  drei  Veränderlichen  z',  z  und  y  wenigstens, 
in  einer  von  den  beiden  neuen  Veränderlichen  vorkommen  muss, 
da  nach  der  Voraussetzung  das  erste  Integral  jene  drei  Veränder- 
liche gleichzeitig  einschliesst. 

Soll  nun  in  der  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  der  abhängigen 
Veränderlichen  z'  die  neue  Veränderliche  x  eintreten,  und  bat 
man  die  Gleichung  2/=f(xtt,y)1  so  bilde  man  durch  Differentia- 
tion die  beiden  Werthe: 

</Y    dfdx    df  dx*_dfdx  df 

37=^*+^     ™d     Ty-dxTy  +  dy* 

Die  Gleichung  (a)  geht  dadurch  über  in : 
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woraus  x  im  Allgemeinen  als  Funktion  von  z  und  ;/  hervorgeht, 
nachdem  man  noch  den  Werth  z'  =  /*(x,  z,  y)  eingesetzt  bat.  Wenn 
aber  in  den  Coefiizienten  dieser  Gleichung  die  Veränderliche  : 

nicht  mehr  vorkommt,  nachdem  man  ~  =0  gesetzt  hat,  oder  wenn 

dx 

die  Veränderliche  y  fehlt,  nachdem  man  ^  =0  gesetzt  hat,  so 

behält  man  zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  eine  Differeutial- 
glcichuog  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Soll  aber  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen,  etwa  z,  durch 
die  neue  Veränderliche  »  ersetzt  werden,  welche  sich  aus  der 
Gleichung  v=zf(z,y)  bestimmt,  so  setze  man,  da  nun  z'  nicht  mehr 
als  Funktion  von  2  und  yt  sondern  als  Funktion  von  e  und  y  an- 
gesehen werden  soll, 

dz  ~~  dü  dz'     Un       dy  ~~  dv  dy  ^  dy  ' 
und  man  gelangt  zu  der  neuen  Gleichung: 

worin  noch  der  obige  Werth  r  einzusetzen  ist.  Damit  dieselbe 
in  eine  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  übergehe, 

dz' 

müssen  deren  Coefiizienten  durch  die  Annahme  -j  =  0vony,  oder 

dz' 

auch  durch  die  Annahme  ^  —0  von  r  frei  werden. 

Wenn  auch  der  Differentialquotient  t*  in  derjenigen  Veränder- 
lichen Platz  nimmt,  welche  an  die  Stelle  von  z  oder  y  in  die  Glei- 
chung (a)  eingeführt  werden  soll,  so  schreibt  man  dieselbe,  um 
diese  Transformation  auszuführen,  vorteilhafter  in  einer  anderen 

dz? 

Form.  Man  bestimmt  nämlich  die  Differentialquotienten  und 
dz4 

£y  aus  dem  ersten  Integral  a  —  c,  indem  mao  dasselbe  vorerst 

nach  %'  und  z,  sodann  nach  z'  und  y  differentiirt.  Dadurch  ent- 
stehen die  beiden  Gleichungen: 

da  dt'    da     n  da  dx'  da 

dz-'dF  +  T:=°    und    dz'Ty  +  Ty  =  "' 

dz'  dx* 

Setzt  man  die  daraus  gewonnenen  W7erthe  ^  und  in  die  Glei- 
chung (a)  ein,  so  hat  man  die  neue  Gleichung: 
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Mao  bringt  hier  aber  leicht  an  die  Stelle  von  z  oder  von  y  eine 
oene  Veränderliche,  welche  selbst  als  Funktion  von  z',  z  und  y 
gedacht  wird.  Gebraucht  man  z.  B.  zur  Elimination  von  z  die 
Gleichang  v  —  f(z',z,y)t  so  hat  man  die  folgenden  Vertauschungen 
vorzunehmen : 

da  da  dp  da  _  da  dv  ^  da 

dz  ~~  dt  dz'  dy^dvdy^dif' 

da  _  da  dt  da 
dl'-<hdz~'~l'd*e' 

Min  erhält  dadurch  die  neue  Gleichung: 

{Z\dz*  +  dy)  ~  Ydz')  Tt>  +  2 dy-1  dz"'""0' 

woraus  a  als  Funktion  von  z',  r  und  y  hervorgeht.  Wenn  man 
aber  irgend  einen  der  vorkommenden  Differentialquotienten  von  a« 
gleich  Null  setzt,  und  wenn  die  entsprechende  unabhängige  Ver- 
änderliche in  den  übrig  gebliebenen  Cogftizienten  fehlt,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  o=c  wieder  eine  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

L   Es  sei  yz'*=zz'  +  <?. 

Man  bildet  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

(2yz'-z)z"=0,     oder  auch  z"=0. 

Durch  Integration  entsteht  i'  —  c.  Wenn  man  diesen  Werth  i*  in 
die  ursprüngliche* Differentialgleichung  einsetzt,  so  erhält  man  deren 
allgemeines  Integral  in  der  Form: 

<*y  =  cz  +  a. 

2.    Es  sei  ^=^r+  ay. 
Durch  Differentiation  erhält  man: 

2»'+«=0. 

Da  hier  weder  z  noch  y  vorkommt,  so  darf  man  bei  der  Integration  eben- 

dz'  dz'  dz* 

*owobl  ^  =0  als  auch  ^=0  annehmen.   Die  Annahme  ^  =  0 
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fuhrt  auf  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  zurück.  Nimmt 

dt' 

man  aber  ^  =0,  so  entsteht: 

Man  findet  durch  Integration: 

«+c=|-26/^,. 

Um  nun  x'  zwicben  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  zu  eliminiren,  entwickele  man  aus  der  ersteren  den  Werth 

p-=6i  V  A*  +  o^.   Man  setze  denselben  in  die  letztere  ein,  und 

man  erhftlt  dadurch  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
in  der  Form: 

ax  +  c=26j:2Vr6*  +  oy  -  26/(6  ±  V  6*+öy) . 

o  es* .  arctg  x' 

3.    Es  sei  nun  y=y==|  +  ^__r. 


Durch  Differentiation  findet 

ax".  arctg  *' 
(l +  *'*)«  * 

Nimmt  man  hier  ^=0,  so  hat  man  die  Gleichung: 


ax'dz' .  arctg»' 
rft—  (l+x'*)*~* 


Man  findet  durch  Integration: 

ax'         a.  arctg  z' 

2  +  c==  VTf?1"  VT-fi*  ' 

Um  2'  zwischen  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordoung  zu  eliminiren,  eliminire  man  vorerst  arctg  x'.  Manerh&Jt: 


Wollte  man  nun  aber  den  daraus  entwickelten  Werth  x'  in  eine 
der  beiden  vorigen  Gleichungen  einsetzen ,  so  käme  eine  andere 
Gleichung  zum  Vorschein,  welche  weder  nach  x  noch  nach  y  auf- 
gelost werden  kaiin.    Man  denke  sich  desshalb  x4  als  die  onab- 
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bängige  Veränderliche,  und  berechne  für  jedes  einzelne  z'  die 

zusammengehörigen  Werthe  z  und  y. 

4.    Es  sei  nun  yV +  (1  — a— +  a&z=0. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  z'  =  — »  worin  m  eine  Be 

ständige  ist.   Denn  man  hat  zw=—  —  ^»  und  erhält  zur  Be- 

Stimmung  von  m  die  quadratische  Gleichung  m*—  (a  +  b)m  +  ab=Q. 
Mao  bediene  sich  desshalb  zur  Elimination  von  i?  der  Gleicboog 

X2 

!*=—•  Daraus  folgt: 

u  f  dx      dx\  z  t  xz4    xx  fdx  xz    dxXt     xh  xz 

und  man  hat  die  neue  Gleichung: 

Ix 


dx  dx 
xxTz  +ydü  +  **~  («  +  »)*+ a*=0. 


fix 

Nimmt  man  nun  ^-  =  0,  so  behält  man  die  gesonderte  Differen- 
tialgleichung: 

y  ^a:»  — (a  +  ü)x  +  a6~v* 
Zerlegt  man  in  die  Partialbrüche,  so  entsteht: 

Daraus  folgt  das  erste  Integral: 

^  +  ^-  =  0. 

Um  dies  abermals  zu  integriren,  entwickle  man  den  Werth 

q  •+  6cy*~«  ay*  -f  hcyb 

Man  setze  den  Werth  *=^f  wieder  ein,  und  man  hat: 

xf    oytM~ml  -f~  6cy*~"A 
z  ~"     yÄ  -f-  cj/* 

Man  findet  daraus  das  zweite  Integral 


« 
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*  =  Ci(y«  +  oder  auch   i  =  e,y«  +  cy*. 

5.   In  der  Gleichung: 

(a+«V=(l + 

dz' 

fehlt  die  Veränderliche  y.  Man  setze  desshalb  j-  =  0,  und  man 
erhalt:  9 

(<i  +  rx')dr':=(!  +  z'*)ifc. 

Der  integrirende  Faktor  (1  +  z*)H  fährt  auf  das  vollständige  Dif- 
ferential : 

adz'     s     zi' dz'  dz 
(1  +  z*)l  +  f]  +       -  V^l  +  z*' 

Daraua  findet  man  das  allgemeine  Integral: 

 x   _  -  


Um  eine  andere  Integralform  zu  erhalten,  bildet  man  hieraus  die 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

cx' 

dz' 

Nimmt  man  dann  ^  =0,  so  behält  man  die  Gleichung: 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

y  +  c»  =  o/z' + c/(z'  +  VT+T5)- 

Wenn  man  nun  z'  aus  der  vorigen  Integralform  entwickelt,  und 
hier  einsetzt,  so  zeigt  sich  das  zweite  Integral  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  in  einer  vorteilhaften  Gestalt, 
da  dann  die  Veränderliche  y  unmittelbar  aus  der  Veränderlichen 
z  berechnet  werden  kann. 

6.   Es  sei  nun  (a^+yV's^. 

Da  hier  die  Veränderliche  z  nicht  vorkommt,  so  setze  man 

~  =0,  und  man  behält: 

(ah*+y*)d?-y2'dy=0. 
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Diese  Gleichung  gieht  den  integrirenden  Faktor  ~8>  und  zeigt  sich 
als  vollständiges  Differential  in  der  Form : 

t 

Daraus  findet  sich  das  allgemeine  Integral: 


4* 


Um  eine  andere  lotegralform  za  bilden,  entwickle  man: 

»—■VW- 


Man  bringe  nun  sogleich  an  die  Stelle  von  i'  eine  neue  Verän- 
derliche x,  indem  man  /Q-^  =  x*  setzt.    Daraus  folgt 

X* 

und  x'=ce*.   Der  Werth  y  geht  dadurch  über  in 
Differentürt  man  dies,  so  entsteht: 


-  (dx  dx\ 

l=ace».(l+^)(^^+7J. 


dx  • 
Nimmt  man  aber  ^=0»  80  behält  man  die  Gleichung: 

dz  —  ac% .  e*%  (1  +  x*)dx. 

Durch  Integration  findet  man  endlich: 

t=ci  +aca./e**(1  +x*)dx. 

Da  nun  aber  die  Elimination  von  x  zwischen  den  beiden  ersten 
Integralen  nicht  ausführbar  ist,  so  denke  man  sich  x  als  unab- 
hängige Veränderliche.  Man  berechnet  alsdann  für  jedes  einzelne 
x  aus  den  beiden  ersten  Integralen  die  jedesmal  zusammenhän- 
genden Werthe  z  und  y. 

7.    Es  sei  nun  «yV'=(y»'  —  x)*. 
Man  genügt  hier  durch  x=y.    Desshalb  nehme  man  anstatt 
:  die  neue  Veränderliche  »  =  ^>  und  man  erhält,  weil  dann 
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n t  \  ,  z'-P  dz; 

*  ~dü\y  ~y*J  +  dj,  "7"  +  djf ' 

die  neue  Gleichung: 

dz'  d-' 

Da  man  dieser  Gleichung  durch  z'=»  genügt,  80  nehnfe  man  wei- 
ter anstatt  z'  die  neue  Veränderliche  a:  =  z'  —  v.  Die  Elimination 
von  z'  giebt: 

dx  d± 
°*Tv  +  °ydy  =**-<>*■ 

dx  dx 
Wenn  man  das  einema!  ^=0,  das  anderemal  ^=0  setzt,  so 

behält  man  die  beiden  Differentialgleichungen : 

adx       du  adx 

—z  =  —      und      dt  —   • 

x* — 'üx     y  x — a 

Man  bildet  daraus  die  beiden  ersten  Integrale: 


c 


und   e  +  a/-~-=0. 


x — a     y  x — a 

Die  Elimination  von  z',  welche  hier  mit  der  Elimination  von 
x  zusammenlallt,  liefert  das  zweite  Integral.    Man  bilde  vorerst 

 =  -  —  1.    Wenn  man  damit  x  etiminirt,  so  entsteht: 

*-a  y 

i+^-G"1)"0,    °deraUcb  ^+fl/(y+C)=0* 

8.   Es  sei  noch  aVy*T^  ^=(l  +  *'*)»• 

Man  genügt  hier  durch  ya-f  z*=U.   Man  bringe  an  die  Stelle 
von  z  und  y  die  neuen  Veränderlichen  t>  =  ^>  und  u=  ^ y»+  z* 
Dies  giebt: 

„_  rf£Yl         .  dz'£±«l._dz'l--gzl  ,  dz*_?jM'_ 

^  -  dt  \z  ~"  z»  J  +  da  V  yHz«-  de  +  du  V  FfT»» 

und  man  erhält  die  Gleichung: 

r   dz*      *  +        dz'     (l  +  z'»)t 

Man  wird  vor  Allem  die  irrationalen  Grossen  wegbringen,  Indem 
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e  =  tgr  und  i'  =  tgs  einsetzt.  Die  Gleichung  geht  dadurch 
in  die  einfachere: 

cos  (r  +  j)  .  jr  +  ein  (r + 1) .  u  ^  =  j  • 

Man  genügt  durch  r  +  *=m,   wo  m  eine  Bestfindige  ist,  welche 

1 

«ich  aus  eosm=-  berechnet.    Man  führe  desshalb  die  Verän- 

a 

derliche  f=r  +  *  ein.  Um  damit  r  zu  eli  mini  reo ,  schreibe  man 
die  Gleichung  vorerst  in  der  Form: 

(b)  co.(r  +  .).J+.in(r+.).uJ  +  Jg=0. 

I 

Durch  die  erwähnte  Transformation  entsteht  dann  die  Gleichung: 

yl  JV  da  k      .         da    da  - 

(l  +  acosc):^*  oginr«^+^=0. 


fj.fg  Cs  u 

Nimmt  man  das  einemal  ^  =0,  das  anderemal  ^  =0 ,  so  hat 


da    Ä    .         .  •  .da 
die  beiden  gesonderten  Differentialgleichungen: 

► 

rfw  _  a  eint,  dt  rf<  . 

ii  ~~l+acosf    00  ~"l-facosf* 


Durch  Integration  findet  sieb: 


C  dt 


acoBt 

Wenn  man  t  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  so 
ergeben  sich  hieraus  die  beiden  Werthe  u  und  *.  Um  aber  die 
ursprünglichen  Veränderlichen  z  und  y  zu  erhalten,  hat  man  die 
beiden  Gleichungen: 

*=e  =  tgr  =  tg(f-«)    und    Vy* + 

n  entwickelt  daraus  die  beiden  Werthe: 

y=u.sio(<~-*)  und   z=v.cos(f— *). 

VII.   Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  als 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  xt  y  und  x*. 

Man  ist  oftmals  veranlasst,  das  erste  Integral  cr=c  der  Dif- 
sweiter  Ordnung  Zx'+FssO  unmittelbar  als 
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Funktion  der  drei  Veränderlichen  x,  y  und  z'  zu  bestimmen,  da 
sich  nicht  immer  mit  Vortheil  zwei  neue  Veränderliche  von  solcher 
Beschaffenheit  angeben  lassen»  dass  das  erste  Integral  als  Funk- 
tion dieser  beiden  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann.  Wenn 
die  Differentialgleichung  Zxtt  \  F=0  ein  vollständiges  Differential 
darstellt,  dann  bat  die  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a  =  c  als 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  z'  keine  Schwierigkeit 
Denn  man  erhält  dann  durch  die  Vergleichung  mit  dem  vollstän- 
digen Differential 

da         da        da  _ 
die  beiden  Gleichungen: 

da 

Aus  der  ersteren  folgt  a=/Zdz' worin  o,  eine  noch 
unbekannte  Funktion  von  z  und  y  ist  Um  diese  Funktion  zu  er- 
halten, setze  man  abkürzend  fZdz'z=iax.  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung a=a1-f-oe9;  und  durch  Differentiation  entsteht: 

da  ,    da  rfcr,  #    da,     <ia2  ,  da2 

dx1  +dy-  diZ  +  7ty  +  ~di~Z  + 

oder  auch,  wenn  man  dies  mit  der  Gleichung  2.  verbindet,  um 

da  da 

das  unbekannte  -^-z' r  +  ^  *u  eliminiren,  zur  Bestimmung  von  o, 
die  Gleichung: 

dz     '  dy  dz"  dy' 

Da  nun  die  Veränderliche  z'  in  nicht  vorkommt,  so  schreibt 
sich  die  letzte  Gleichung  jedenfalls  in  der  Form: 


worin  Z,  und  Ft  irgend  Funktionen  von  z  und  y  sind.  Die  Werth  e 

und       sind  dadurch  einzeln  gegeben,  und  die  Funktion 
bestimmt  sieb  nach  bekannten  Regeln. 

Ob  nun  die  Gleichung  Zz"+F=0  ein   vollständiges  Diffe- 
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- 

rential  ist,  dies  lasst  sich  an  gewissen  Beziehungen  erkennen, 
welche  dann  jedesmal  zwischen  den  Coäffizieoten  Z  und  Y  statt- 
finden. Man  überzeugt  sich  von  dem  Vorhandensein  dieser  Be- 
ziehungen durch  den  Erfolg  der  vorzunehmenden  Rechnung.  Da- 
bei muss  nämlich  die  identische  Gleichung: 

zum  Vorschein  kommen,  worin  Zx  und  Yx  Funktionen  von  z  und 
y  sind;  und  ausserdem  muss  Zxdi\  Yxdy—0  ein  vollständiges 
Differential  darstellen.* 

1.   Für  die  Gleichung: 

■ 

findet  man 

»  ♦ 

Man  erhält  daraus  durch  Differentiation  die  beiden  Werthe: 


dz-VTFp>  und  ^-Vl+ya""(l+ya)*-(l+ya)i 

- 

Dies  fuhrt  auf  die  Gleichung: 

dz^dy  ~""(l-fy»)5  +  (TTya)i 
Man  findet  daraus  nach  den  früheren  Regeln: 

 x» 


Das  allgemeine  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 

_yxV_  zs 
VT+p"3(I+y«)|-C- 

oder  auch 


Wenn  aber  die  Gleichung  Z*"+F=0  kein  vollständiges  Dif- 
ferential ist,  so  bat  man  die  beiden  Gleichungen : 
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da 

3.  ^7  =  Zk% 

worin  Ar  den  integrirenden  Faktor  der  Gleichung  Zi"  -f  F  =  ü 
vorstellt. 

Mag  man  oun  a,  oder  mag  man  A*  daraus  eüminiren,  man 
kommt  jedesmal  auf  Gleichungen,  woraus  die  zurückgebliebene 
Unbekannte  als  besonderes  Integral  versuchsweise  ermittelt  wer- 
den muss.  Nun  tat  aber  leicht  einzusehen,  dass  der  integrirende 
Faktor  in  vielen  Fällen  durch  eine  wesentlich  einfachere  Funktion 
ausgedrückt  werden  kann  als  das  erste  Integral  a  =  c  selbst; 
während  doch  niemals  der  umgekehrte  Fall  eintreten  wird.  Man 
nimmt  desshalb  keinen  Anstand,  jedesmal  nur  auf  die  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  sein  Augenmerk  zu  richten.  Die  Elimi- 
nation von  a  aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  giebt  übrigens  zu 
weitl.Huftigen  Rechnungen  Veranlassung.  Man  vermeidet  desshalb 
diese  Elimination,  und  schlägt  bei  der  Bestimmung  des  integri- 
renden Faktors  den  folgenden  Weg  ein.  Nachdem  man  versuchs- 
weise eine  Funktion  U  angenommen  hat,  worin  das  Vorkommen 
der  Veränderlichen  z'  festgestellt  ist,  während  das  Vorkommen 
der  beiden  anderen  Veränderlichen  %  und  y  vorerst  noch  unbe- 
stimmt bleibt,  so  setze  man  dieselbe  sogleich  in  die  Gleichungen 
3.  und  4.  ein,  und  benutze  alsdann  diese  beiden  Gleichungen  ganz 
ebenso,  wie  vorhin  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 
Zz"+  F=0  ein  vollständiges  Differential  sei,  die  Gleichungen  1. 
und  2.  benutzt  worden  sind.  Man  bilde  also  aus  der  Gleichung  3. 
den  Werth 

a=fZkdz'  -f  a2, 

worin  ctg  eine  noch  unbestimmte  Funktion  von  z  und  y  vorstellt. 
Die  angedeutete  Integration  kann  hierbei  ausgeführt  werden,  da 
das  Vorkommen  von  z'  in  k  bekannt  ist.  Man  setze  nun  abkür- 
*end  fZkdi'  ~alt  so  dass  also  <*=:<*!  +     ist,  und  es  entsteht  dann: 

da      da    dat       dat     du^  da2 
Wenn  man  daraus  das  unbekannte  dzx'~^'  \iy 

mittelst  der  Glei- 
chung 4.  eliminirt,  so  behält  man  die  Gleichung: 
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Weil  die  Veränderliche  2'  in  o*  nicht  rorkommt,  deshalb  hat 
man  hier  nach  den  verschiedenen  Potenzen  und  nach  den  sonst 
vorkommenden  Funktionen  von  2'  zu  ordnen,  um  den  gemein- 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  für  sich  verschwinden  zu 
lassen.  Die  Gleichung  (a)  zerfallt  auf  diese  Weise  in  mehrere 
andere  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  a,  und  der  übri- 
gen in  k  noch  vorkommenden  unbestimmten  Funktionen  von  z  und 
y  zu  benutzen  sind.  Wenn  alle  diese  Gleichungen  befriedigt  wer- 
den können,  so  erweist  sich  die  zum  Grunde  gelegte  Form  des 
integrirenden  Faktors  als  zulassig,  und  man  hat  dann  zugleich 
das  erste  Integral  der  Gleichung  Zz"+  F=0  in  der  Form  0,+  o,:=c 
aufgefunden. 

Um  einige  Beispiele  für  dies  Integrations verfahren  vor  Augen 
in  haben,  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Integration. der  Gleichung : 

worin  F,  F,  und  Yt  irgend  Funktionen  von  *  und  y  vorstellen, 
kann  hier  von  mancherlei  Voraussetzungen  ausgehen  in  Be- 
auf  das  Vorkommen  von  x*  in  dem  integrirenden  Faktor  A, 
von  denen  übrigens  jede  für  sich  ganz  besondere  Beziehungen 
zwischen  den  Funktionen  F,  Ft  und  Fa  voraussetzt. 

Wir  beginnen  mit  der  möglichst  einfachen  Annahme,  wir  Beizen 
nämlich  k=X,  wo  X  eine  blosse  Funktion  von  t  und  y  ist.  Man 
bat  dann  das  vollständige  Differential: 

^+FA2*+FlA2+Fai=0. 

Daraus  folgt  a  =  Aj'+«,,  und  zur  Bestimmung  von  et»  und  X  die 
Gleichung : 

Wenn  man  nach  i'  ordnet,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  bei- 
den Unbekannten  die  drei  Gleichungen : 

dl 

1.  |=  n, 


3  S=  *v 


dt 

Ja 

Die  Unbekannte  X  bestimmt  sieb,  insoweit  sie  Funktion  von  s 
ist,  aus  der  Gleichung  1.   Man  erhält  durch  Integration: 
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r.  A=p.e' 

worin  p  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  y  ist  Die  Integration 
der  Gleichung  2.  liefert: 

wovon  v  eine  »weite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist,  und  worin 
die  angedeutete  Integration  ausgeführt  werden  kann,  nachdem  man 
den  vorher  aufgefundenen  Werth  k  eingesetzt  hat  Wenn  man 
auf  diese  Weise  X  und  a2  bestimmt  hat,  so  setze  man  dieselben 
in  die  Gleichung  3.  ein.  Wenn  dann  die  beiden  Unbekannten  p 
und  v  als  Funktionen  von  y  sich  so  angeben  lassen,  dass  dieser 
Gleichung  Genüge  geschieht,  so  erhält  die  obige  Annahme  A=X 
ihre  Rechtfertigung,  und  das  allgemeine  Integral  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  ist  in  der  Form  iz' +  a,  =  c  aufgefunden. 

6m' 

2.   Es  sei  z.  B.  n"  yy^pp- 

Man  hat  hier       —       Desshalb  ist  k  =  fu— .    Da  ferner 

—b 

Yt  =  ist,  so  erhalt  man  aus  der  Gleichung  2'.  den  Werth: 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  3.  ein,  so  finden  sich ,  weil 
Ft=0  ist,  durch  Ordnen  nach  t  die  beiden  Beziehungen  v=0, 
und 

^==  +  fi'=0  oder    f*=Cv+  VT+p)-». 

Man  erhält  dadurch  das  allgemeine  Integral: 

*'=««(y+Vr+p)» 

Wir  gehen  Ober  zu  einer  zweiten  Annahme.   Wir  setzen  näm- 
lich k  =  fx7~^i '  worin  *  un<1      Funktionen  von  t  und  y  sind, 
bildet  das  vollständige  Differential: 


Ii"        YXx*  +  Yxki'  +  FaA 


■ 
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und  erhält  «  =  p~i~  +  «i-  Zur  Bestimmung  von  a,  und  der  bei- 
den Grössen  A  und  p  besteht  die  Gleichung: 

W 

da,  ,  ,  dg,     n*'«+  vi  **'  +  r»l    AV  ck*  +  dy)    dz*  +  dy 
dxx+dy-         (*'— p)1        +     (2'-,*)*     +    2'— p  ' 

oder  auch,  wenn  man  die  Nenner  wegbringt,  die  Gleichung: 

Wenn  man  nach  2'  ordnet,  so  ergeben  sich  zwischen  den  drei  Un- 
bekannten die  folgenden  vier  Gleichungen: 

1.  dz  _u, 

Aus  der  Gleichung  1.  folgt,  dass  os  eine  blosse  Funktion  von  y 
ist.   Die  Gleichung  2.  kommt  unter  die  einfachere  Gestalt : 

Durch  Integration  findet  man : 

worin  v  eine  noch  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Die  Funktion 
I»  bestimmt  sich  vorteilhaft  durch  diejenige  Gleichung,  welche 

ditn 

durch  die  Elimination  von  aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  ent- 
steht, nämlich  durch  die  Gleichung: 
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Durch  Integration  findet  man : 
J".  Ipe'      =—  /«  y       (F,*-f  ^«^t?» 

worin  p  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  vorstellt. 

da 

Um  nun  auch  die  Funktionen  ^p,  v  uod  p  zu  bestimmen» 

roultiplizire  man  die  Gleichung  2.  mit  p1,  die  Gleichung  3.  mit  z, 
und  addire  aUdann  beide  zu  der  Gleichung  4.   Dadurch  entsteht : 


woraus  man  ersieht,  dass  z'=f*  ein  besonderes  Integral  der  vor- 
liegenden Differentialgleichung  ist.   Wenn  sich  die  Grössen 

v  und  o  als  Funktionen  von  y  so  angeben  lassen,  dass  die  Glei- 
chung 4'.  befriedigt  wird,  so  ist  die  vorhin  angenommene  Form  k 
gerechtfertigt,  und  das  allgemeine  Integral  bekannt. 

Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass,  da  hier  das 
allgemeine  Integral  jedenfalls  die  Form  ^^-^=0,  +  c  hat,  der  be- 
sondere Fall  :j-*=0,  wonach  a*  eine  Bestfindige  ist,  auf  die  In- 

tegralform  izy  -f-  0^ = c  hinweist,  worin  A  und  a2  irgend  Funktionen 
von  x  und  y  sind,  und  welche  auch  durch  die  frühere  Annahme 
k=X  zum  Vorschein  kommt. 

3.   Es  sei  z.  B.  tz"  +  62  +  y^^"' . 

da 

Man  hat  hier  F=0,  und  dessbalb  i  =  -,  4 1  4-  v.    Setzt  man 

d  * 
abkürzend  ^-  =  0,  und  nimmt  man,  weil  dadurch  die  weitere 

Untersuchung  abgekürzt  wird,  sogleich  v =0,  so  bleibt  i  —  oz.  Die 

h 

Gleichung  3".  kommt  dann,  weil  F,  =  -  ist,  unter  die  Gestalt: 

Cfiz  =  -/(6<f  +  c't)dx  =  -  60z  -  0'  £  +  p 

Nimmt  man  weiter  auch  p  =  0,  so  bleibt  j4=— 6— f  sJ  t""«"  dfc 
Gleichung  4'.  ist: 
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i . 


Man  genügt  aber  dieser  Gleichung  durch: 
Da*  allgemeine  Integral  ist  demnach: 
oder,  wenn  man  die  Wcrthe  *  und  «,  einsetzt, 

* 

Man  kann  dem  integrireuden  Faktor  der  Gleichung 

auch  die  Form  Ä=2A(^  +  **)  geben,  worin  k  und  ft  Funktionen 
fon  r  und  «  sind.   Dies  fuhrt  auf  das  vollständige  Differential: 

Man  erhält  «=(lx'  +  f*)*  +  ««-   Zur  Bestimmung  der  drei  Unbe- 
A,  p  und  og  aber  hat  man  die  Gleichung: 


da,  da% 

Wenn  man  nach  *'  ordnet,  so  »erfallt  dieselbe  in  die  folgenden 
Gleichungen: 

3.  ^=2i<r,i-^). 


i  I 
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- 

Aus  der  Gleichung  1.  bestimmt  sich  k.   Man  erhalt: 

V.  '  i=v./""(  • 

worin  v  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist.  Aus  der 
Gleichung  2.  folgt: 

2-.  ^/(F^-Ärfzfo. 


worin  o  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Die  Glei- 
chung 3.  liefert: 

3'.  «,=/2X(F2A-^)rfz  +  o, 

wenn  0  auch  wieder  eine  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Nachdem 
man  X,  p  und  ctg  auf  diese  Weise  bestimmt  hat,  so  setze  man  die- 
selben in  die  Gleichung  4.  ein;  und  wenn  dann  die  Grössen  y,  p 
und  o  als  Funktionen  von  y  so  angegeben  werden  können,  dass 
dieser  Gleichung  Genfige  geschieht,  so  ist  der  integrirende  Faktor 
k=2l(kz'+ii)  in  der  That  zulässig,  und  zugleich  das  allgemeine 
Integral  der  vorliegenden  Differentialgleichung  bekannt. 


Bemerkenswerth  ist,  dass,  da  das  allgemeine  Integral  hier 
jedesmal  die  Form  (Ix*  +  fO2  +  «j  =  c  annimmt,  die  Gleichung 
kx'  +  p=Q  niemals  eine  besondere  Auflösung  der  Differentialglei- 
chung 2"  +  /y»+  F,x'  +  rt=0  darstellt;  dass  dieselbe  aber  nur 
dann  ein  besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung  darstellt, 
wenn  c,  eine  Beständige  ist.  Man  sieht  aber  ein,  dass  man  in 
diesem  Falle  auch  wieder  durch  die  erste  Annahme  =  worin 
X  eine  Funktion  von  z  und  y  ist,  zum  Ziel  kommen  würde. 

bx 

4.   E»  sei  nun  z.B.  *"=(^j^äqjrflj*- 

Man  hat  hier  F=0,  und  desshalb  l=v.  Da  auch  F,=0 
ist,  so  bleibt: 

* 

2*.  —fv'dz  —  Vx+p. 


Digitized  by  Google 


ertter  und  weiter  Ordnung  mit  %wei  Yerdndertieken.  73 

Nimmt  man  sogleich  q  =  0,  so}  liefert  die  Gleichung  3'.  den 
Werth 

3:  ((it  ~£l  a)i + +  «• 

t 

Durch  Iutegration  erbfilt  man: 


o\ 


Setzt  man  die  Werthe  A=v,  p  =  -v'z  und  a,  in  die  Gleichung 
4.  ein,  eo  entsteht: 


Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  r=  V y*+  fl>  und  0=0;  und 
man  gelangt  so  zu  dem  allgemeinen  Integral: 

bv* 

oder,  wenn  man  auch  den  Werth  v  einsetzt,  und  zugleich  nach 
Potenzen  von  x'  ordnet: 

Bei  dem  Gebrauch  des  integrirenden  Faktors  £=2il(jlz'-f- p) 
hat  sich  ergeben,  dass,  wenn  *'— ft  ein  Faktor  von  A  ist,  und  p 
irgend  eine  Funktion  von  t  und  y  bezeichnet,  dann  nicht  noth- 
H-endig  x==fi  ein  besonderes  Integral  oder  eine  besondere  Auflö- 
sung der  vorliegenden  Differentialgleichung  darstellt  Dasselbe 
zeigt  sich ,  wenn  der  integrirende  Faktor  der  Differentialgleichung 
z"+  F***  +  Fl2'+  Fa=0  die  allgemeinere  Form  *=3AO*'  +  fO«+v 
annimmt,  worin  A,  fi  und  v  irgend  Funktionen  von  i  uod  y  sind. 
Man  hat  dann  das  vollständige  Differential: 

Daraus  folgt 

Zur  Bestimmung  der  vier  Funktionen  k,  p,  v  und  «,  hat  man  die 

r: 
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Durch  Ordnen  nach  *'  entstehen  die  folgenden  fünf  Gleichungen : 


»  t 

2. 

i'n     v  dl 

* 

3. 

4. 

5. 

7^  =  Ftv  +  3u»(  FtA— 

Aas  der  Gleichung  1.  findet  man: 

worin  o  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist.  Au«  der 
Gleichung  2.  folgt: 


2'.  >=/<r,i-g)«>=«, 

worin  o  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  vorstellt, 
der  Gleichung  3.  findet  man: 

3".  rfi',%.v=fle-fr*'.lH.rtl-A£)d,  +  r, 


worin  %  eine  dritte  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist.  Die 
Gleichung  4.  endlich  giebt: 

4'.  «>=/(rlv~^  +  6Au(F1A-^))dz  +  |, 

.wenn  l  eine  vierte  noch  zu  bestimmende  Funktion  vony  ist  Nach- 
dem man  anf  diese  Weise  die  vier  Unbekannten  A,  y  ued  0% 
berechnet  hat,  setze  man  deren  Werthe  in  die  Gleichung  ein. 


Digitized  by  Google 


erster  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen.  75 

Wenn  dann  die  Unbekannten  o,  ff,  t  und  |  als  Funktionen  von  5 
so  angegeben  werdeu  können,  dass  diese  Gleichung  befriedigt 
wird,  so  ist  der  integrirende  Faktor  Ä=3A(Aa'+  +  v  zulässig 
und  zugleich  das  allgemeine  Integral  bekannt. 

Es  sei  z.  B 
Man  hat  hier 

r  =  \,  r,=o  «ad  r,=  ^. 

Desshalb  findet  man  A  =  ox.  Nimmt  man  aber,  weil  die  Rechnung 
dadurch  merklich  abgekürzt  wird,  sogleich  0=3],  so  hat  man 
Isr 2,  und  man  findet  weiter  f»= ff.   Nun  ist  aber: 

Wenu  die  Integration  ausgeführt  wird,  so  erhält  man  : 

*  1    .  * 

v  =  j  (a  —  <r*)z»  +  3tyz*  +  xx . 

Die  Gleichung  4'.  kommt  dann  in  die  Form : 

4*.      fts=/ß<rV  -36z*— ^2+  öff(«  +6y— ^2))^+$, 

und  man  fiodet  durch  Integration  den  Werth: 

2* 

oÄ={<rv24_  62*— 2+3ff(a— <r0z,  +  66ff<y2  +  ^. 

Um  endlich  die  Grössen  ff,  x  und  £  als  Funktionen  von  y  zu  be- 
stimmen, hat  man  die  Gleichung: 

5'*         ^  =  2Lrf  <«<fl  ~       +  36^2  +  r  +  3ff»)  -  3o*ff-. 

Da  der  gemeinsame  Faktor  jeder  einzelnen  Potenz  vod  t  ver- 
schwinden muss,  damit  man  dieser  Gleichung  genüge,  so  stellt 
sich  heraus,  nachdem  auch  der  Werth  eingesetzt  ist,  dass 
0^=0  und  r  +  3ff4=0  zu  nehmen  ist.  Durch  die  Elimination  von 
t  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

5.   Za^x*  +  66(ff + y <f)x  + 1' = {ax  +  by)  (5(a— ff*)*  +  36y) — 3«V. 
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Daraus  ergeben  sich  weiter  die  drei  Beziehungen: 

■ 

3<r-=a,     5y«'-f4<r=3fly,  *'=3oy-3oV. 

Man  genügt  denselben  durch  *=^»  »od  durch  $=2&*y»—  ^  ; 
und  man  behält  demnach  den  Werth: 

-- 

«,=-6*»+ ay +2a6y«z +0*- 
Das  allgemeine  Integral  aber  erhält  die  Form: 

oder  auch,  wenn  man  nach  Potenzen  von  f  ordnet,  die  Form : 

1 
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II. 

Vorschule  der  neuern  Geometrie,  insbesondere  eine 
elementare  Darstellung  der  Verwandtschaft  und  der 

Kegelschnitte  enthaltend. 

Von 

Herrn  Ernst  Essen, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Phytik  am  Gymnasium  an  Stargard. 


Allgemeine  Erklärungen  und  von  der  Congruenz. 

• 

§.  1.  Erklärung.  Mehrere  Punkte  in  einer  Ebene,  deren 
gegenseitige  Lage  und  Entfernung  vollkommen  bestimmt  ist,  bilden 
zusammen  ein  ebenes  System.  Liegen  sämmtliche  Punkte  auf 
einer  Geraden,  so  hetssen  sie  eine  Punktreihe,  ist  dies  aber  nicht 
der  Fall,  eine  Figur.  Eine  Figur,  in  welcher  niemals  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  heisst  ein  Vieleck,  und  zwar  je  nach 
der  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  ein  Dreieck,  Viereck  u.  s.  w. 
Werden  die  Punkte,  welche  ein  Vieleck  bilden,  so  mit  einander 
verbunden,  dass  die  Verbindungslinien  eine  in  sich  selbst  zurück- 
kehrende gebrochene  Linie  bilden,  so  entsteht  ein  geschlossenes 
Vieleck  oder  eine  Figur  im  engern  Sinne. 

5.2.  Erklärung.  Mehrere  Gerade,  die  sämmtlich  durch 
einen  und  denselben  Punkt  O  gehen  (Fig.  1.)  oder  die  sämmtlich 
einander  parallel  sind,  wie  die  Geraden  MNt  PQ,  RS  (Fii;.2.), 
nennt  man  einen  Strahlenbüschel  und  zwar  im  erstem  Kall  einen 
Centralbflschel ,  im  letztern  einen  Parallelbfischel.  Derjenige 
Punkt  O,  durchweichen  sfiromtliche  Strahlen  eines  Centralbflschel« 
hindurchgehen,  heisst  das  Centrum.  desselben.  Von  einem  Paral- 
lelbüscbel  pflegt  man  zu  sagen,  sein  Zentrum  liege  in  unendlicher 
Entfernung. 

§.&   Erklärung.   Zwei  Systeme  beissen  congruent,  wenn 
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sie  sich  so  auf  einander  legen  lassen ,  dass  sie  mit  allen  ihren 
Punkten  zusammenfallen. 

Folgerung.  Zwei  Systeme  ABCD  und  A'BCD?  (Fig.  3.) 
sind  offenbar  congruent,  wenn  je  zwei  entsprechende  Punkte  durch 
congruente  in  ihrer  Lage  übereinstimmende  Dreiecke  bestimmt 
werden,  also  wenn  man  bat  A  ABCQ2  ^A'BC  und  &  ABD 
QZ&A'B'D'.  Zwei  geschlossene  Vielecke  sind  auch  bekanntlich 
congruent,  wenn  ihre  Seiten  und  Winkel  der  Reihe  nach  überein- 
stimmen. 

§.  4.  Erklärung»  Die  Congruena  zweier  Figuren  ist  ein 
besonderer  Fall  der  homologen  Verwandtschaft.  Man  nennt  näm- 
lich zwei  Figuren  homolog  verwandt,  wenn  jedem  Punkt  des  einen 
Systems  ein  bestimmter  Punkt  des  andern  entspricht.  In  zwei 
homolog  verwandten  Systemen  nennen  wir  gerade  Linien,  die  durch 
entsprechende  Punkte  gehen,  entsprechende  Gerade,  insofern  die- 
selben als  unbegrenzt  gedacht  werden.  Betrachten  wir  aber  auf 
entsprechenden  Geraden  solche  Stücke,  die  von  entsprechenden 
Punkten  begrenzt  werden,  so  hetssen  dieselben  entsprechende 
Strecken. 

Anmerkung.  Der  homologen  Verwandtschaft  steht  die  re- 
eiproke  Verwandtschaft  gegenüber,  bei  welcher  eiuem  Punkte  des 
einen  Systems  eine  Linie  in  dem  andern  entspricht. 

§.  5.  Lehr  tat*.  Zieht  man  durch  sämmtliche  Punkte  eines 
Systems  ABCD  (Fig.  3.)  Parallellinien  und  trägt  von  jedem  Punkte 
nach  einer  bestimmten  Seite  hin  eine  und  dieselbe  Entfernung 
auf,  so  bilden  die  Endpunkte  der  aufgetragenen  Strecken  ein  dem 
gegebenen  congruentes  System  A'B'CD1. 

Denn  es  ist,  wie  leicht  einzusehen,  ±ABC&&A'B'C  und 
bABD^\A'B'D'.  —  Lägen  die  drei  Punkte  At  B,  C  in  gerader 
Linie,  so  würden  auch  A',  Bf  t  C  in  gerader  Linie  liegen. 

§.6.  Erklärung.  Die  beiden  anf  diese  Weise  erhaltenen 
Figuren  liegen  so,  dass  je  zwei  entsprechende  Strecken  wie  AB 
und  A'B'  ein  Parallelogramm  bestimmen.  Wir  nennen  daher  diese 
ihre  gegenseitige  Lage,  die  parallelogrammatische  Lage.  Es  ist 
leicht  einzusehen,  dass  zwei  verwandte  Figuren,  um  in  parallelo- 
grammatische Lage  gebracht  werden  zu  können,  nothwendig  con- 
gruent sein  müssen. 

§.  7.  Lehrtat%.  Verbindet  man  (Fig.  4.)  sämmtliche  Punkte 
eines1  Systems  ABCD  mit  einem  Punkt  O  und  verlängert  jede 
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aer  v  eruinuungsiinien  uni  »ich  seiosi,  so  oiinen  aie  t»napunKie 
der  Verlängerungen  ein  dem  gegebenen  cougruentes  System. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist: 

1)  S0AB22±0A'B'f 

2)  XOAC&tbOA'C, 

AC-A'C; 

3)  AOÄC'^AOfi'C, 

BC  =  B'C; 

folglich  auch  A^Ä^A^'Ä'C.  Lägen  A,  B,  Cm  gerader  Linie, 
60  würden  auch  A',  B',  C  in  gerader  Linie  liegen ,  weil  ja  AB 
und  A*B*t  sowie  BC  und  Ä'C  einander  parallel  werden. 

§.8.  Erklärung,  Liegen  zwei  verwandte  Figuren  so,  dass 
erstens  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  und  zweitens  je  zwei 
entsprechende  Strecken  einander  parallel  sind,  so  soll  diese  ihre 
gegenseitige  Lage  die  Aehnlichkeitslage  betssen. 

Später  wird  gezeigt  werden,  dass  zwei  Figuren  in  Aehnlich- 
keitslage sein  können,  ohne  congruent  zu  sein,  und  dass  alsdann 
auch  ein  Fall  eintreten  kann,  der  bei  congruenten  Figuren  nicht 
möglich  ist,  nämlich  dass  der  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Strecken  schneiden,  nicht  zwischen 
den  entsprechenden  Punkten,  sondern  ausserhalb  derselben  liegt. 

^9.  Lehrsat%.  Fällt  man  von  sämmtlichen  Punkten  eines 
Systems  AB  CD  (Fig.  5.)  Lothe  auf  eine  feste  Gerade  XV  und 
verlängert  die  Lothe  über  die  Fusspunkte  hinaus  um  sich  selbst, 
so  bilden  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  ein  dem  gegebenen 
eongruentes  System  A'B'CD'  und  es  schneiden  sich  je  zwei 
entsprechende  Gerade  auf  der  Linie  XYt  wenn  sie  ihr  nicht  etwa 
beide  parallel' sind. 

Sind  /  una*  w»  die  Fusspunkte  der  von  A  und  B  gefällten  Lothe, 
so  ist  das  Paralleltrapez  AlmBQü  A'lmB',  also  der  Winkel  ABm 
=  A'Bm.  Schneiden  sich  nun  die  beiden  Geraden  AB  und  A'B' 
in  p,  so  ist  das  Dreieck  BB'p  gleichschenklig;  folglich  muss  XY 
durch  p  gebeo.  Gleiches  gilt  von  den  übrigen  entsprechenden 
Geraden.  (Jeberdies  zeigt  sich,  dass  das  Dreieck  ABC££  A'B'C 
sei  o. 
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Lägen  A,  B,  C  in  gerader  Linie,  so  wörde  dasselbe  mit  A', 
B,  C  der  Fall  «ein,  weil  alsdann  A'B'  und  BO  durch  einen 
und  denselben  Punkt  der  Linie  XY  gehen  müssten. 

§.10.  Erklärung,  Diejenige  Lage  zweier  verwandten  Fi* 
guren,  worin  die  Verbindungslinien'  entsprechender  Punkte  pa- 
rallel sind  und  sich  zwei  entsprechende  Gerade  auf  einer  festen 
Geraden  schneiden,  soll  die  AfBnitätslage  heissen.  Später  wird 
gezeigt  werden,  dass  die  Affinitätslage  auch  bei  andern  als  con- 
gruenten  Figuren  Statt  finden  kann  und  dass  alsdann  die  feste  Ge- 
rade XY  nicht  jedesmal  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  liegt 

$.11.  Erklärung.  Gehen  die  Linien,  welche  entsprechende 
Punkte  verwandter  Systeme  paarweise  verbinden,  sämmtlicb  durch 
einen  und  denselben  Punkt,  oder  sind  sie  alle  einander  parallel; 
so  sagt  man,  die  beiden  verwandten  Figuren  seien  in  perspectiv 
vischer  Lage  oder  lägen  in  Perspective. 

Man  unterscheidet  demgemäss  Centralperspective  und  Paral- 
lelperspective.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
beissen  Projectionsstrahlen,  der  feste  Punkt,  durch  welchen  sie 
bei  der  Centralperspective  gehen,  heisst  Projectionscentrum.  Bei 
der  Parailelperspective  pflegt  man  zu  sagen,  dass  das  Projections- 
centrum in  unendlicher  Entfernung  Hege. 

Liegen  zwei  verwandte  Systeme  so,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  auf  einer  festen  geraden  Linie  XY  schneiden» 
wofern  sie  ihr  nicht  beide  parallel  sind,  so  sagt  man,  die  beiden 
Systeme  liegen  axial.  Die  feste  Gerade  heisst  die  Verwandt- 
schaftsaxe. 

Auch  diejenige  Lage,  wo  je  zwei  entsprechende  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  wird  als  axiale  Lage  angesehen,  und  man 
pflegt  sich  hier  des  Ausdrucks  zu  bedienen,  die  Axe  läge  in  un- 
endlicher Entfernung. 

Bei  zwei  Punktreihen  kann  von  perspecti vischer  Lage,  aber 
nicht  von  axialer  Lage  die  Rede  sein.  Dagegen  findet  dieser 
Ausdruck  sehr  wohl  Anwendung  bei  Strablenbü'scheln.  So  sind 
z.  B.  (Fig.  6.)  die  beiden  Strablenbflschel  O.ABC  und  P.ABC  in 
axialer  Lage,  wenn  die  Punkte  A,  B,  C,  in  denen  sich  ihre  Strah- 
len paarweise  schneiden,  in  gerader  Linie  liegen. 

J.  12.  Folgerungen.  Die  parallelogrammatiscbe  Lage  ist 
die  perspectivische  und  axiale  Lage,  in  welcher  Projectionscen- 
trum und  Axe  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  Die  Aehnlich« 
keitslage  ist  die  perspectivische  und  zugleich  axiale  Lage,  wo  das 
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Centruin  im  endlichen  Räume,  dagegen  die  Axe  In  unendlicher 
Entfernang  liegt.  Die  Af6nitätslage  ist  die  perspectivische  und 
zugleich  axiale  Lage,  bei  welcher  die  Axe  in  endlicher,  das  Cen- 
tram  in  unendlicher  Entfernung  liegt. 

§.  13.  Erklärung.  Bei  der  Aehnlichkeitslage  pflegt  man 
die  Projectiensstrahlen  auch  Aehnlichkeitsstrahlen  und  das  Cen« 
trum  den  Aehnlichkeitspunkt  zu  nennen.  Dem  entsprechend  be- 
nennt man  bei  der  Affinitätslage  die  Projectionsstrahlen  und  die 
Axe  bezüglich  mit  den  Worten  Affinitätsstrahlen  und  Affinitätsaxe. 

Der  Aehnlichkeitspunkt  heisst  ein  innerer,  wenn  er,  wie  bei 
der  Aehnlichkeitslage  congruenter  Figuren,  jedesmal  zwischen 
zwei  entsprechenden  Punkten  liegt,  sonst  aber  ein  Süsserer.  Nach 
demselben  Gesichtspunkte  unterscheidet  man  eine  iunere  und  eine 
äussere  Afflaitätsaxe. 


Von  der  proportionalen  Verwandtschaft  der  Figuren. 

§.14.  Lehrsatz.  Durchschneidet  man  (Fig.  7.)  zwei  sich 
einander  in  A  schneidende  Linien  durch  mehrere  Parallelen  BB'y 
CO,  DD',  so  entstehen  zwei  Punktreihen  DABC  und  D'ABC 
mit  dem  gemeinsamen  Punkt  A.  Von  diesen  beiden  Punktreihen 
sagen  wir,  sie  beßnden  sich  in  Affinitätslage,  und  es  ist  bekannt, 
dass  in  zwei  solchen  Reiben  je  zwei  Paare  entsprechender 
Strecken  in  Proportion  stehen,  d.  h.  es  verhält  sich  bekanntlich 

AB.AB'=BC:&C 
u.  s.  f. 

{.15.  Zusatz,  Auch  ist  bekannt ,  dass,  wenn  man  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Winkels  A  zwei  parallele  Querlinien  zieht, 
BB'  and  CO,  sich  diese  Parallelen  verhalten  wie  die  Abstände 
ihrer  Endpunkte  von  Scheitel  A ,  d.  h.  es  verhält  sich 

AB.AC=BB'.CC. 

j.  16.  Erklärung.  Zwei  Punktreiben  ABCD  und  A'B'CD', 
deren  Punkte  sich  paarweise  entsprechen,  heissen  proportional, 
wenn  sie  erstens  in  derselben  Weise  auf  einander  folgen,  uod 
wenn  zweitens  je  zwei  Paare  entsprechender  Strecken  in  Proportion 
stehen. 

j.  17.  Lehrsatz.  Je  zwei  proportionale  Punktreihen  ABCD 
und  ABCD  mit  einem  gemeinsamen  Punkt  A  sind  in  Affini- 
t&tslage. 

Th.ü  XXIX,  e 
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§.  18.  Lehr  satt.  Durchschneidet  man  (Fig.  &.)  einen  Cen- 
tralhüschel  mit  dem  Centrum  O  durch  zwei  einander  parallele 
Linien  bezüglich  in  A,  B,  C  und  in  A' ,  B' C ,  so  entstellen 
zwei  Putiktreihen  in  Aehnlichkeitslage.  Je  zwei  solcher  Punkt- 
reihen sind  proportional.    Denn  es  verhalt  sieb 

AB.A'B'  =  OB.OB1 

und  auch  « 

BC:B'C'=zOB:OB'. 

$.  19.  Lehrsatz.  Je  zwei  proportionale  Punktreihen  sind 
m  Aehnlichkeitslage ,  sobald  ihre  Richtungen  parallel  sind. 

Voraussetzung.  In  den  beiden  parallelen  Punktreiben  ABC 
und  A'B'C  verhält  sich 

AB:A'B'  =  BC:B'C'. 

Behauptung.  Die  drei  Geraden  AA' t  BB',  CC  gehen 
durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Beweis.  Es  sei  O  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
AA'  und  BB'  (Fig.  9.).  Ginge  nun  die  Linie  CC  nicht  durch 
den  Punkt  O,  so  würde  die  Verlängerung  der  Linie  CO  die 
Richtung  A'&C  in  einem  vierten  Punkte  X  schneiden.  Dann 
aber  verhalt  sich  der  Annahme  nach 

AB:A'B'  =  BC:B'C't 
aber  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch 

AB  :  A  B'  =  BCB'X. 

welche  beiden  Proportionen  nicht  zu  gleicher  Zeit  richtig  sein  können. 

§.  20.  Lehrsatz.  Ist  ein  beliebiges  System  ABCD....  ge- 
geben (Fig.  10.)»  so  erhSlt  man  ein  mit  ihm  in  Aehnlichkeitslage 
befindliches  System  A'B'C'D',  wenn  man  die  Punkte  At  B,  C,  Z> 
sämmtlich  mit  einem  und  demselben  Punkte  O  verbindet  und  zu 
jedem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  Punkt  A'  derge- 
stalt bestimmt,  dass  die  Strecken  OA  und  OA'  ein  constantes 
Verhältnis»  zu  einander  haben.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  der 
Punkt  O  entweder  jedesmal  ausserhalb,  oder  statt  dessen  auch 
jedesmal  wie  in  Fig.  4.  innerhalb  zweier  entsprechender  Punkte 
liegen  moss. 

Beweis.  Verhalt  sich  CM:  OA'  =  OB:  OB'  =  OCi  OC, 
so  ist  AB\\  A AC\\A'C  u.  s.w.  nach  §.  17. 

§.  21.    Lehrsatz.    Umgekehrt:   Bei  je  zwei  in  Aehnliob- 
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keitslage  befindlichen  Figuren  haben  die  Entfernungen  entspre- 
chender Punkte  vom  Aehnlichkeitspunkt  ein  constantes  Verhält- 
nis« zu  einander,  welches  man  das  Aehnlichkeitsverbültoiss  nennt. 

Anmerkung.  Sind  zwei  congruente  Figuren  in  Aehnlich- 
keitslage,  so  ist  der  Aehnlichkeitspunkt  ein  innerer  und. das  Aehn- 
lichkeitsverhältniss  gleich  Eins. 

Anmerkung.  1)  Man  kann  jeden  Punkt  in  einer  Ebene  auf 
'eine  in  derselben  gegebene  Figur  als  ihr  zugehörig  beziehen. 
Es  sei  (Fig.  12.)  das  Aehnlichkeitsverhältniss  =m,  so  dass,  wenn 
A,  Bt  C  Punkte  der  ersten,  A' ,  B,  C  die  entsprechenden  Punkte 
der  zweiten  Figur  sind,  man  habe 

04  _  OB_  _  OC  _ 
OA!  ~  OB'  ~  OC'—m' 

• 

Sieht  man  aber  jetzt  den  Punkt  A'  als  der  ersten  Figur  angehö- 
rig an,  so  wird  der  ihm  in  der  zweiten  Figur  entsprechende  Punkt 
X  dergestalt  zu  bestimmen  sein,  dass  man  hat: 

OA' 

Im  Allgemeinen  wird  nun  der  Punkt  X  nicht  mit  dem  Punkte  A 
zusammenfallen:  nur  bei  der  Aehnlichkeitslage  congruenter  Figu- 
ren wird  dieser  Fall  eintreten.  Es  wird  diese  Lage  durch  das 
Wort  „involutorische  Lage"  bezeichnet.  Man  sagt  überhaupt  von 
zwei  Figuren,  dass  sie  involutorisch  liegen,  wenn  zwei  nicht  ent- 
sprechenden Punkten,  die  in  einander  fallen,  wiederum  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  entsprechen. 

2)  Sieht  man  den  Aehnlichkeitspunkt  als  Punkt  irgend  einer 
der  beiden  Figuren  an ,  so  fällt  der  ihm  entsprechende  Punkt  mit 
ihm  zusammen. 

$.  22.  hehr  satt.  Zwei  Dreiecke  sind  in  Aehnlichkeitslage, 
wenn  sie  in  Centralperspective  Hegen  und  zwei  Paare  entsprechen- 
der Seiten  parallel  sind. 

Beweis.  Denn  ist  AB\\A'B'  und  AC\\A'C  (Fig.  10.),  so 
verhält  sich 

OA.OA*=  OB  OB', 

nnn  &tlCD 

OA:OA'=zOC:OC; 

folglich 
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OBiO&z^OCiOC, 

mithin  ist  auch  BC\\B'C. 

§.  23.  Lehrt  atz.  Zwei  Dreiecke  mit  paarweise  parallelen 
Seiten  sind  in  Aehnlichkeitslage,  wofern  sie  nicht  parallelogram- 
mafisch  liegen. 

Beweis.  Denn  ginge  (Fig.  11.)  die  Gerade  CC  nicht  durch 
den  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Geraden  AA'  und  BB'  schnei- 
den, so  wflrde  die  Verlängerung  von  OC  auf  der  Geraden  A'V' 
einen  dritten  Punkt  X  treffen.  Dann  aber  wäre  nach  dem  vori- 
gen Paragraphen  auch  A'X\\AC,  was  unmöglich  ist. 

§.  24.  Lehrsatz.  Man  erhält  zu  einer  gegebenen  Figur 
AB  CD  eine  mit  ihr  in  Affinitätslage  befindliche,  wenn  man  durch 
sämmtliche  Punkte  der  gegebenen  Figur  Parallellinien  zieht  (Fig.  13.), 
sodann  eine  feste  Gerade  XY  annimmt,  welche  die  gezogenen 
Strahlen  bezuglich  in  /,  m,  n,  p  durchschneidet,  und  auf  jedem 
Strahl  zu  einem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  A'  der- 
gestalt bestimmt,  dass  die  Strecken  AI  und  A'l  zu  einander  ein 
constantes  Verhältniss  haben.  Dabei  muss  die  AfGnitätsaxe  XY 
für  alle  Punkte  entweder  eine  äussere  oder  eine  innere  sein.  (Fig.  13.  a.) 

Voraussetzung.    Es  verhält  sich 

Ah  Cl  =  Bm  :  B'm  =  Cn :  C'n  u.  s.  f. 

Behauptung.  Die  Geraden  AB  und  AB'  t  AC  und  A'C 
u.  s.  w.  schneiden  einander  auf  der  Axe  XY. 

Beweis.  Da  die  beiden  proportionalen  Punktreihen  AlA' 
und  Bmß'  parallel  sind,  so  sind  sie  in  Aehnlichkeitslage  und  es 
schneiden  sich  die  Geraden  AB,  AB,  Im  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 

Fällt  ein  Punkt  des  gegebenen  Systems  in  die  Axe,  so  fallt 
der  ihm  entsprechende  Punkt  mit  ihm  zusammen. 

Zusatz.  Ein  anderes  Verfahren  ist  das  folgende:  Man  nimmt 
(Fig.  15.)  die  AfGnitätsaxe  XY  den  Affinitätsstrahlen  parallel,  be- 
stimmt sodann  den  einen  Punkt  des  zweiten  Systems,  etwa  den 
Punkt  A' ,  willkürlich  auf  dem  betreffenden  Aflinitätsstrahl.  Jeder 
folgende  Punkt  ß'  wird  nun  so  bestimmt,  dass  sich  die  Strecken 
AA'  und  BB'  zu  einander  verhalten,  wie  ihre  senkrechten  Ab* 
stände  von  der  Axe.  Dabei  wird  man  von  B  zu  B'  nach  dersel- 
ben Seite  hin  fortgehen,  wie  von  A  zu  At  wenn  A  und  B  auf 
derselben  Seite  der  Axe  X Y  liegen,  sonst  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite,  wie  dies  in  der  Figur  beim  Punkte  C  geschehen  ist. 
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Betvels.  Ist  p  der  Punkt,  in  «reichem  die  Gerade  AB  die 
Axe  XY  trifft,  so  wird  auch  /fi?  durch  diesen  Punkt  gehen  müs- 
sen. Angenommen,  es  läge  B'  nicht  auf  der  Geraden  A'p%  son- 
dern ein  anderer  Punkt  der  Richtung  BB' ,  etwa  X,  so  verhält 
sieb  AP:  BP  =■  Al.A'm  =  AA' :BX.  Aber  der  Annahme  nach 
verhält  sich  auch 

Al.A'm^  AA'.BB', 

welche  Proportionen  nicht  zusammen  bestehen  können. 

§.  25.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  in  Afönitütslage 
gegebenen  Figuren  haben  die  beiden  Strecken  eines  Affinitats- 
strahls ,  welche  zwischen  der  Axe  und  zwei  entsprechenden  Punk« 
ten  Hegen,  ein  constantes  Verhftltniss  zu  einander.  Man  nennt 
dasselbe  das  AfGnitatsverhaltniss.  Ebenso  gilt  die  Umkehrung  des 
vorstehenden  Zusatzes. 

Anmerkung.  Ist  bei  innerer  Affini  täfsaxe  das  AffinitStsver- 
hiltniss  gleich  Eins,  so  liegen  die  beiden  Figuren  involutorisch. 
Ist  die  Richtung  der  Aflinitätsstrahlen  der  Axe  parallel,  so  wird 
das  Aftinitätsverhaltniss  ebenfalls  gleich  Eins  gerechnet,  insofern 
man  die  Durchschnittspunkte  der  Strahlen  und  der  Axen  als  in 
unendlicher  Entfernung  liegend  ansieht. 

J.  26.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  in  Parallelperspective  Iis- 
gen  auch  allemal  axial  und  sind  daher  in  Afünitatslage. 

Beweis.  Es  sei  p  der  Durchschnittspunkt  der  entsprechen« 
den  Geraden  AB  und  A'B'  (Fig.  13.  a.).  q  derjenige  der  Geraden 
AC  nnd  A'C;  ferner  seien  /,  m,  n  die  Punkte,  in  welchen  die 
gegebenen  Projectionsstrahlen  von  der  Geraden  pq  getroffeo  wer- 
den. Alsdann  sind  einmal  die  Reihen  AlA'  und  BniB'  in  Aehn- 
licbkeitslage  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunkt  p,  andererseits 
auch  die  Reihen  AlA'  und  CnC  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits* 
punkt  q.   Mithin  verhält  sich 

AI  :  A'l  =  Bm :  B'm  =  Cn :  C'n. 

Da  nun  aber  die  beiden  parallelen  Punktreiben  BmB'  und  CnC 
proportional  sind,  so  sind  sie  ebenfalls  in  Aehnlichkeirelage.  d.h. 
es  schneiden  sich  die  Geraden  BC,  B'C  und  mn  in  einem  nnd 
demselben  Punkte  r. 

§.  27.  Lehrsatz.  Zwei  axial  liegende  Dreiecke,  bei  denen 
überdies  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  in  Parallelperspective 
liegen,  sind  in  Affinit&tslage.   (Fig.  13.  a.) 

Voraussetzung.    Die  Punkte  p,  q,  r,  in  denen  sich  die 
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Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  gehörig  verlängert  einan- 
der schneiden,  liegen  in  gerader  Linie,  und  es  ist  überdies  AA'  ||  2tö'. 

Behauptung.   Es  ist  auch  CC  parallel  AA'. 

Beweis.  Angenommen ,  die  durch  C  mit  AA'  gezogene  Paral- 
lele ginge  nicht  durch  C ,  sondern  träfe  die  Gerade  BC  in  X, 
so  müsste  nach  dem  vorigen  Paragraphen  die  Richtung  A'X  durch 
q  gehen,  also  mit  A'C  zusammenfallen. 

§.  2a  Lehrsati.  Sind  zwei  Systeme  in  Afönitätslage  gege- 
ben, so  bleiben  sie  in  derselben,  wenn  man  eins  dieser  Systeme 
In  der  Richtung  der  Affinitätsstrablen  parallel  mit  sich  selbst 
fortrücken  lässt. 

Beweis.  Denn  betrachtet  man  zuerst  drei  Paare  entspre- 
chender Punkte  A,  B,  C,  so  bleiben  sie  in  Affinitätslage,  weil 
sie  in  Parallelperspective  bleiben.  Mithin  schneiden  sich  die  Ge- 
raden BC  und  B'C  auf  derselben  Geraden,  auf  welcher  AB  und 
AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  treffen.  Ebenso  sind  dann 
ABD  und  A'B'D1 ,  so  wie  auch  BCD  und  B'C'D>  in  Affinitäts- 
lage; mithin  treffen  auch  die  Geraden  AD  und  BD  die  ihnen 
entsprechenden  Linien  auf  eben  derselben  Axe  und  so  fort. 

$.  29.  Zusatz.  Es  ist  anch  leicht  zu  zeigen,  dass  bei  der 
parallelen  Verrückung  der  Systeme  die  Afßnitätsaxe  ihre  Rich- 
tung nicht  ändert 

Voraussetzung.  Dreieck  ABCmit  A'B'C  in  Affinitätalage; 
Dreieck  A'B'C  mit  aßy  in  parallelogrammatiscber  Lage  und  «war 
zwischen  denselben  Projectionsstrahlen.   (Fig.  14.) 

Behauptung.  Die  Affinitatsaxe  zwischen  ABC  und  A'B'C1 
ist  der  Afßnitätsaxe  zwischen  ABC  und  aßy  parallel. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  durch  p  und  q,  sowie  durch p'  und 
q'  die  Punkte,  in  welchen  die  Affinitätsaxen  von  zwei  Paaren  ent- 
sprechender Linien  getroffen  werden , '  so  liegen  die  beiden  Drei- 
ecke pB'q  und  p'ßq'  in  Centralperspective,  insofern  man  B  als 
Projectionscentrum  ansieht.  Dabei  sind  zwei  Paare  entsprechen- 
der Seiten  parallel,  mithin  auch  pq\\p'q' ,  was  zu  beweisen  war. 

§.  30.  Erklärung.  Zwei  verwandte  Systeme,  die  zu  ein- 
ander in  Aehnlichkeitslage  gebracht  werden  können,  sollen  ähn- 
lich genannt  werden.  Zwei  Systeme,  die  in  Affinität» läge  gebracht 
werden  können,  sollen  affin  heissen.  Auch  sollen  zwei  Figuren 
als  In  mittelbarer  Affinität  stehend  angesehen  werden,  wenn  e« 
eine  dritte  giebt,  welche  dem  einen  der  gegebenen  Systeme  affin, 
dem  andern  ähnlich  ist,  wofern  es  nämlich  nicht  möglich  sein 
sollte,  diese  selber  in  Affinitatslage  zu  bringen. 
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Zusatz.  Hiernach  können  zwei  proportionale  Ptinktreihen 
«towohl  ähnlich,  als  auch  affin  genannt  werden.  Doch  wollen  wir 
io  Bezug  auf  diese  lieber  den  Ausdruck  proportional  beibehalten. 

Ton  den  Eigenschaften,  welche  ähnlichen  and  affinen 
Systemen  gemeimam  zukommen. 

§.  31.  Lehrsatz.  In  zwei  ahnlichen»  sowie  in  zwei  affinen 
Systemen  entspricht  einem  Paar  von  Parallellioien  des  einen  Systems 
wiederum  ein  Paar  von  Parallellinien  in  dem  andern  Systeme. 

a)  Beweis  fflr  ähnliche  Systeme.  Denkt  man  sich  beide 
Systeme  in  Aehnlichkeitslage  gebracht,  so  müssen  alle  vier  Ge- 
rade einander  parallel  laufen. 

b)  Beweis  für  affine  Systeme.   (Fig.  16.) 
Voraussetzung.  AB\\CD. 
Behauptung.   A'B'  \\  CD'. 

Es  seien  pt  qt  r  die  Punkte,  in  welchen  die  Geraden  AB, 
CD  und  AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Affini» 
tätsaxe  treffen.  Alsdann  liegen  die  beiden  Dreiecke  pAA'  und 
qCC  perspectivisch  in  Bezug  auf  das  Centrum  r.  Zwei  Paare 
entsprechender  Seiten  in  beiden  Dreiecken  sind  aber  parallel, 
nämlich  ausser  Ap  und  Cq  noch  die  Affinitätsstrahlen  AA'  und 
CC.   Mithin  ist  auch  A'p  \\  C'q,  was  zu  beweisen  war. 

§.  32.  Lehrsatz.  Die  Durchschnittspunkte  von  entsprechen- 
den Geraden  in  ähnlichen,  sowie  in  affinen  Systemen  sind  wie- 
derum entsprechende  Punkte. 

a)  Beweis  für  ähnliche  Systeme.  Ks  sei  O  der  Aehn- 
liebkeitspunkt  und  es  verhält  sich  (Fig.  10.): 

—  9B  —  °9  _  9. ° . 

OA'  —  OB'  —  OC  ~  OD1 ; 

alsdann  behaupten  wir,  das«  der  Punkt  F,  in  welchem  sich  die 
Geraden  AB  und  CD  schneiden,  dem  Durchschnitt  der  entspre- 
chenden Geraden  F  entsprechend  sei.  Es  haben  aber  die  beiden 
Dreiecke  ADF  und  A'DTF'  paarweise  parallele  Seiten,  folglieb 
geht  die  Linie  FF'  durch  O,  und  es  verhält  sieh 

OFiOF'z=OA:OA'. 

b)  Beweis  fflr  affine  Systeme.   (Flg.  13.) 


• 
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Voraussetzung.  Die  Linien  AA' ,  B& ,  CC ,  DD1  sind 
parallel  uud  werden  von  der  Axe  XY  bezüglich  in  /,  m,  ».  p 
dergestalt  geschnitten,  dass  man  bat: 

dl    Bm-    —  Pp 

A'l~~B'm—  C  n~  D'p' 

Behauptung.  Die  Punkte  Fund  F' ,  in  denen  sich  einer- 
seits AB  und  CD,  andererseits  A'B'  und  CD'  durchschneiden, 
liegen  auf  einer  den  gegebenen  Affinitätsstrahlen  AA' ,  BB'  pa- 
rallelen Linie,  und  die  Strecke  FF'  wird  von  der  Axe  XV  in  q 
so  durchschnitten,  dass  man  hat: 

Fg  AI 

F'q  ~  A'V 

Beweis.  Die  beiden  Dreiecke  ACF  und  A'C'F'  liegen  nach 
}.  24.  axial,  überdies  ist  AA'  ||  CC;  folglich  muss  auch  FF'  ||  AA' 
sein.  (§.  27.)   Das  Uebrige  leuchtet  von  selbst  ein. 

Zusatz.  Jeder  Aehnlichkeits-  oder  Afönitätsstrahl  trifft  ent- 
sprechende Gerade  in  entsprechenden  Punkten. 

§.  33.  Lehrsatz.  Liegen  in  ähnlichen  oder  in  affinen  Syste- 
men drei  Punkte  des  einen  Systems  in  gerader  Linie,  so  ist  die- 
ses auch  mit  den  entsprechenden  Punkten  des  andern  Systems 
der  Fall. 

a)  Beweis  für  ähnliche  Systeme.  Es  ist  allemal  in  der 
Aehnlichkeitslage  (Fig.  8.)  AB  \\A'B,  BC  \\  B'C.  Fallen  also 
AB  und  BC  in  eine  und  dieselbe  Richtung,  so  müssen  auch 
A'B'  und  B'C  in  eine  Gerade  fallen. 

b)  Beweis  für  affine  Systeme.  (Fig.  17.)  Gehen  die  Ge- 
raden AB  und  BC  durch  einen  und  denselben  Punkt  p  der  Axe, 
so  müssen  auch  A'B'  und  B'C  durch  diesen  Punkt  gehen,  d.  b. 
es  muss  BC  in  die  Richtung  von  A'B'  fallen. 

§.  34.  Lehrsatz.  Gehen  in  ähnlichen  oder  in  affinen  Syste- 
men drei  Gerade  des  einen  Systems  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  so  ist  dieses  auch  mit  den  entsprechenden  Geraden  des 
andern  Systems  der  Fall. 

Beweis.  Angenommen,  die  Gerade  A'B  ginge  nicht  durch 
den  Punkt  H\  in  welchem  sich  die  Geraden  CD*  und  F'G' 
schneiden,  während  sich  die  entsprechenden  Geraden  sammtiich 
im  Punkte  F  durchschneiden ,  so  würde  dem  Punkte  F  nicht  bloss 
der  Punkt  F'9  sondern  auch  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden 
A'B  mit  CD1  und  mit  F'G'  entsprechen,  was  offenbar  absurd  ist. 
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Eigenschaften  Ähnlicher  Figuren. 

J.  35.  Lehrsati.  In  je  zwei  ähnlichen  Systemen  schliessen 
zwei  Gerade  des  einen  Systems  allemal  denselben  Winkel  ein, 
wie  die  entsprechenden  Geraden  des  andern. 

$.  36.  Lehrsatz.  In  zwei  ähnlichen  Figuren  haben  je  zwei 
entsprechende  Strecken  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  und  zwar 
ist  dieses  Verhältniss  dem  Aebnlichkeitsverhältniss  gleich. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  19.)  die  beiden  entsprechenden  Strecke« 
AB  und  AB'  in  die  Richtung  eines  Projectionsstrabls,  und  ist 
O  der  Aeholichkeitspunkt,  so  verhält  sich 

OA:OB=OA:OB', 

mithin 

OA-OB:OA-  OB'  =  OA :  OA. 

Fallen  aber  AB  und  A'ß'  nicht  in  die  Richtung  eines  Projections- 
strahls  (Fig.  10.),  so  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  sich  verhält: 

AB:A'B*=  OA.OA. 

§.  37.  Lehrsatz.  In  je  zwei  ähnlichen  Systemen  haben  ent- 
sprechende Fläcbenräume  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander, 
welches  dem  Quadrat  des  Aehnlichkeits Verhältnisses  gleich  kommt. 

Denn  man  hat  bekanntlich  (Fig.  10.) : 

\ABC  Aß* 


A  A  BC  ~  £B* 

OA 

Setzt  man  nun  das  Aebnlichkeitsverhältniss  gleich  m,  so 

a  AB 

ist  auch  ^»'ßi  —  m>  and  also 

t^ABC 

Hat  man  zwei  beliebige  geschlossene  Vielecke,  so  wird  man  die- 
selben auf  entsprechende  Art  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen,  und 
es  folgt  dann  aus  der  Gleichheit  der  Verhältnisse 

&ABC  __  &BCD  % 
A  A  BC  —  ±B'C  I>  ~~ m  ' 

dass  man  auch  habe 

.  bABC+^BCD  m 
^ABC'  +  ±VCl>  =  m 
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Bemerkung.  Zwei  Dreiecke  mit  paarweise  gleichen  Winkeln 
sind  nach  unserer  Definition  ähnlich,  well  sie  sich  so  legen 
lassen,  das«  ihre  Seiten  paarweise  parallel  laufen,  wodurch 
sie  zugleich  in  Centralperspective  kommen.  Zwei  beliebige  Viel- 
ecke  AB  CD....  und  A B'C'D1 ....  sind  offenbar  ähnlich,  wenn 
der  dritte,  vierte  und  jeder  folgende  Punkt  des  einen  Vielecks  io 
Bezug  auf  die  beiden  ersten  Punkte  durch  Dreiecke  bestimmt 
werden,  welche  den  entsprechenden  Dreiecken  des  andern  Systems 
ähnlich  sind  und  die  bestimmenden  Dreiecke  in  beiden  Vielecken 
fibereinstimmende  Lage  gegen  einander  haben.  Denn  legt  man 
dfe  Vielecke  so,  dass  ein  Paar  entsprechender  Dreiecke  in  Aehn- 
lichkeltslage  kommt,  so  werden  auch  alle  übrigen  Dreiecke  in 
Aehnlichkeitslage  sein,  und  weil  das  Projectionscentrum  durch 
zwei  Strahlen  bestimmt  ist,  so  werden  sämmtliche  Protections- 
strahlen  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Die  übrigen  Sätze  von  der  Aehnlichkeit  können  wir  füglich 
übergehen. 


Von  den  Eigenschaften  affiner  Figuren. 

.  j.  3&  Lehrsati.  In  zwei  affinen  Systemen  werden  entspre- 
chende Strecken  durch  entsprechende  Punkte  proportional  get heilt. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  20.)  die  beiden  entsprechenden  Punkt- 
reihen A,  Bf  C  und  A't  & t  C'  In  die  Richtung  eines  Affinitäts- 
strahls, und  ist  m  der  Durchschnitt  desselben  mit  der  Axe,  so 
hat  man 

Am      Bm  Cm 
~Ärm  =  Wm  =  C7^ 9 

mithin 

Am — Bm       Bm  —  Cm 
A'm-Bm  =  B'm-  CVro' 

Sollte  die  Axe  dem  Affinitätsstrahl  parallel  sein,  so  würde,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  AB*=A  B't  BC=BC  sein. 

Fallen  aber  die  beiden  Punktreihen  A,  B,  C  und  A\  B,  C  nicht 
in  die  Richtung  eines  Aflinitätsstrabls,  so  bedarf  es  nur  einer 
Betrachtung  von  Fig.  17.,  um  die  Richtigkeit  des  Behaupteten 
einzusehen. 

Bemerkung.  In  ähnlichen  Systemen  stehen  jedesmal  zwei 
Paare  entsprechender  Strecken  io  Proportion,  in  affinen  Systemen 
nur  dann,  wenn  je  zwei  Strecken,  die  demselben  Systeme  ange- 
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boren,  in  eine  Gerade  fallen.  Hat  man  aber  in  einem  von  zwei 
affinen  Systemen  zwei  parallele  Strecken,  so  stehen  diese  eben- 
falls mit  den  entsprechenden  Strecken  in  Proportion. 

Denn  es  seien  (Fig.  16.)  AB  nnd  CD  zwei  parallele  Strecken 
des  einen  Systems,  p  und  q  die  Punkte,  in  denen  die  Richtungen 
derselben  die  entsprechenden  Richtungen  auf  der  Aze  treffen. 
Alsdann  verhält  sich 

AB.A  B'  =  Ap  -.A'p, 
CD:C'D'=  Cq.C'q. 

Nim  aber  sind  die  beiden  Dreiecke  AA'p  und  CC'q  einander  ähn- 
lieb,  weil  ihre  Seiten  paarweise  parallel  laufen;  mithin  verhält  sich 

Ap.A'p  =2  Cq.C'q 

ood 

AB.A'B'^CD.C'D1. 

§.39.  Lehrsatz.  In  affinen  Systemen  haben  entsprechende 
Flüchen  ein  constantes  Verhfiltniss  zu  einander,  welches  dem 
Affiuitätsverhfiltniss  gleich  ist. 

Beweis.  Es  seien  ABC  und  A'&C*  (Fig.  21.)  zwei  entspre- 
chende Dreiecke  in  Figuren,  die  sich  in  Affinitntalage  befinden, 
D  und  D'  die  Punkte,  in  welchen  der  Strahl  IM?'  die  Seiten  AC 
und  A'C  durchschneidet.  Alsdann  bat  man,  wofern  m  das  Affi- 
nitätsverhältniss  bezeichnet, 

Bg  Dq 

~Wq  D*q  ~  m* 

also  auch 

Bq-Dq  ,   ,  BD 

Weil  nun  die  beiden  Dreiecke  ABD  und  A'B'D1  zwischen  den- 
selben Parallelen  liegen,  so  hat  man 

\ABD    BD 

£LÄ'B'D'-~  &IP~m' 

■ 

und  ebenso  ist  auch 

A  CBD  BD 

kC'B'D1  ~~  B'Df~~m% 

mithin  auch 

&ABD  +  &BCD 
bA'BDr+kB'C'D'-1* 
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i  Hat  man  zwei  beliebige  entsprechende  Flächen,  so  wird  man 

dieselben  in  paarweise  einander  entsprechende  Dreiecke  zerlegen. 
Da  nun  je  zwei  entsprechende  Dreiecke  dasselbe  Verhältuiss  zu 
einander  haben,  so  wird  auch  die  Summe  der  einen  Gruppe  zur 
Summe  der  andern  in  demselben  Verhältnisse  stehen.  Hat  man 
aber  drei  Figuren,  von  denen  die  erste  der  zweiten  affin,  der  drit- 
ten ähnlich  ist,  und  sind  dann  Flt  F2,  F3  entsprechende  Flächen 
In  diesen  Figuren,  so  hat  man 

indem  man  das  Aflinitätsverhfiltoiss  durch  m,  das  Aehnlichkeits- 
Verhältnis*  durch  n  bezeichnet.   Hieraus  folgt  durch  Division : 

Zusatz.  Sind  die  Affinitätsstrahlen  der  Axe  parallel,  so  sind 
je  zwei  entsprechende  Flächenräume  einander  gleich. 

In  Fig.  22.  ist,  wie  leicht  einzusehen,  DB  —  D'B'  t  also  Drei- 
eck ADB  =  AD'B'  und  DBC=  D'B'C. 

§.  40.  Lehrsatz.  Je  zwei  Dreiecke  können  als  affine  Figu- 
ren angesehen  werden. 

Beweis.  Man  nehme  im  Dreieck  ABC  (Fig.  25.)  in  der  Rich- 
tung AB  einen  willkürlichen  Punkt  D  an  und  verbinde  D  mit  C. 
Sodann  bestimme  man  im  Dreieck  aßy  (Fi?.  25.  a.)  in  der  Rich- 
tung aß  den  Punkt  Ö  dergestalt,  dass  derselbe  zu  a  und  ß  die- 
selbe Lage  hat,  wie  D  zu  A  und  Bt  und  dass  sich  verhält 

AD:BD  =  aö:ß$; 

endlich  construire  man  über  CD  ein  dem  Systeme  aßyd  ähnliches 
System  A'B'CD.  Dann  sind  die  beiden  Dreiecke  ABC  und 
A'B'C  in  Parallelperspective.    Denn  da  sich  verhält 

AD  i  BD  =  ctö:ßö=  A'D:BDt 

so  sind  die  Geraden  AA'  und  BB'  parallel.  Das  Dreieck  aßy  ist 
aber  dem  Dreieck  A'B'C  ähnlich ;  folglich  stehen  ABC  und  aßy, 
wenn  nicht  in  unmittelbarer,  doch  in  mittelbarer  Affinität. 

4 

§.41.  Lehrsatz.  Ist  ein  Viereck  A BCD  gegeben  (Fig. 23.), 
so  sind  durch  dasselbe  zunächst  sechs  Gerade  und  somit  deren 
Durchschnittspunkte,  bestimmt. 

Zwei  Vierecke  ABCD  und  A'B'CD1  (Fig.  23.  und  Fig.  23.  a.) 
sind  affin,  wenn  sich  in  denselben  zwei  Paare  proportionaler 
Punktreihen  entsprechen. 
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Voraussetzung.  Bei  übereinstimmender  Aufeinanderfolge 
der  auf  einander  bezogenen  Punkte  verhält  sich 

1)  AF:A'F'=FC:FC. 

2)  BF:  B'F'  =  FD :  F'Dt, 

Behauptung.   Die  Vierecke  AB  CD  und  A'B'C'D'  sind  affin. 

Beweis.  Man  construire  ein  dem  Dreieck  A'B'C  Ähnliches 
Dreieck  abc,  welches  mit  ABC  in  AfGnitäfSlage  ist,  und  ergänze 
darauf  abc  zu  einem  dem  Viereck  A'B'C'D'  ähnlichen  Vierecke 
abciL  Dann  lässt  sich  beweisen,  dass  abcd  mit  ABCD  in  Affi- 
nitätslage  ist. 

Es  verhält  sich 

af:  fc  =  A'F':  F'C  =  AF:  FC, 

folglich  ist  Ff  parallel  mit  Aa  und  Cc.   Fur's  Zweite  verhält  sich 

bf:  fd  =  B'F' :  F'D'  =  BF:  FD, 

also  sind  auch  Dil  und  Ff  parallel.  Da  die  beiden  Dreiecke 
ABF  und  abf  in  Parallelperspective  liegen,  so  schneiden  sich 
BF  und  bf  auf  derselben  Geraden,  auf  der  sich  einerseits  AB 
und  ab,  andererseits  AF  und  af  einander  treffen.  Weiter  werden 
sich  dann  AD  und  ad,  sowie  auch  CD  und  cd,  auf  derselben 
Geraden  schneiden,  auf  der  AC  und  FB  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  treffen  u.  s.  f.;  folglich  liegen  die  beiden  Vierecke 
ABCD  und  abcd  nicht  bloss  perspectivisch,  sondern  auch  axial. 

Zusatz.  1)  Je  zwei  Parallelogramme  sind  affin,  weil  sich 
ihre  Diagonalen  gegenseitig  halbiren. 

2)  Zwei  Paralleltrapeze  sind  affin,  wenn  ihre  parallelen  Seiten 
in  Proportion  stehen. 

Voraussetzung.  In  den  Paralleltrapezen  ABCD  und 
A'B'C'D'  (Fig.  24.  und  Fig. 24. a.)  verhält  sich: 

AB.CD  —  A'B.CD'. 

Behauptung.    Die  beiden  Figuren  sind  affin. 

Beweis.  Es  seien  F  und  F'  die  Durchschnittspunkte  der 
nicht  parallelen  Seiten.    Dann  verhält  sich: 

1)   AB  :  CD  =s  AF:  DF  =  BF:  CF, 
2)   A'B':C'D'zzzA'F':D'F'  =  B'F':C'F'; 

mithin 

AF:  A'F'  =  DF'.D'F', 
BFsRF'ssCFiC'F'. 
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§.  42.  Lehrt  atz.  Zwei  beliebige  Vielecke  sind  affin,  wenn 
der  vierte,  fünfte  und  jeder  folgende  Punkt  des  ersten  in  Bezug 
auf  die  drei  ersten  Punkte  durch  ein  Viereck  bestimmt  ist,  wel- 
ches dem  entsprechenden  Vierecke  des  andern  Systems  affin  ist. 

Construirt  man  zuerst  ein  Dreieck  abc,  welches  dem  Drei- 
ecke  ABC  ähnlich  und  mit  ABC  in  Affinitätslage  ist,  und  er- 
gänzt sodann  das  Dreieck  übe  zu  einem  dem  System  A'B'C'D'B.... 
ähnlichen  System  abede....,  so  ist  klar,  dass  dieses  letztere  mit 
ABCÜE.~.  in  Affinitätslage  sein  wird. 

§.  43.  Lehrsati.  Sind  zwei  Dreiecke  in  Affinitätslage  ge- 
geben und  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  senkrecht  auf  der 
Afflnitätsaxe ,  so  ist  das  kleinere  dieser  Dreiecke  das  kleinste  und 
das  grössere  das  grüsste  unter  allen  ähnlichen  Dreiecken,  welche 
mit  dem  andern  in  Parallelperspective  gebracht  werden  können. 

Beweis.  Man  denke  sich  (Fig.  26.)  die  beiden  gegebenen 
Dreiecke  mit  zwei  entsprechenden  Ecken  in  A  zusammengerückt. 
Schneiden  sich  dann  die  entsprechenden  Seiten  BC  und  BC  in 
D,  so  ist  AD  die  Affioitätsaxe.  Halten  wir  nun  die  beiden  fol- 
genden Bedingungen  fest:  erstens,  dass  die  beiden  Dreiecke  ABC 
und  AB'C  in  Parallelperspective  bleiben  sollen;  zweitens,  dass 
die  Seite  B'C  durch  den  bestimmten  Punkt  D  der  Richtung  BC 
gehen  soll,  —  so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Dreieck  AB'C  in 
kein  anderes  ihm  ähnliches  verwandelt  werden  kann,  ohne  die 
gestellten  Bedingungen  zu  verletzen. 

Die  Bedingung  der  perspectivischen  Lage  bestimmt  das  Ver- 
hältniss  DB'  :  B'C,  da  sich  verhalten  muss: 

DBxBC  —  DBiBC. 

Die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  bestimmt  einmal  den  Winkel 
DB  A  und  fuVs  Zweite  das  Verhältuiss  B'C.B'A;  mithin  ist 
zufolge  der  voranstellenden  Proportion  auch  das  Verhältnis« 
DB':B'A  bestimmt.  Da  nun  überdies  die  Seite  AD  gegeben 
ist,  so  ist  das  Dreieck  AB'D  durch  die  gegebenen  Bedingungen 
vollkommen  bestimmt. 

Zieht  man  aber  nun  FF*  parallel  BB't  so  verhält  sieb 

BF:CF=  B'F'iCF\ 

Construirt  man  also  über  AF  ein  dem  System  AB'C'F1  ähnliches 
System,  so  wird  dieses  mit  ABC  in  Affinitätslage  sein.  Dans 
fallen  aber  nicht  mehr  in  D,  sondern  in  F  swei  entsprechende 
Punkte  zusammen 
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«.  d. 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  also  hervor,  das«,  wenn  zwei 
ähnliche  Dreiecke  mit  einem  dritten  in  Affinitntslage  gebracht 
werden,  dieses  letztere  niemals  dieselben  Punkte  mit  beiden  als 
entsprechende  Punkte  gemein  haben  kann. 

Es  sei  also  einmal  D,  das  andere  Mal  F  derjenige  Punkt, 
welcher  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  zusammenrillt  nnd 
im  erstem  Falle  BB'  und  CC  senkrecht  auf  AD;  G  aber  sei 
der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  AD  und  FF't  von  denen 
letztere,  wie  erwähnt,  mit  BB  parallel  ist. 

Es  verhält  sich 

A  ABC  :  A  AB'C  =  FG:F'G; 

ist  also  AB'C4  kleiner  als  ABC,  so  ist  auch  F'G  kleiner  als 
FG  und  mithin  die  Hypotenuse  AF'  kleiner  als  die  Hypotenuse 
AF;  folglich  ist  ein  über  AF  construirtes,  dem  Systeme  AB'C'D? 
ähnliches  System  grosser  als  dieses,  während  es  im  Gegentbeil 
grosser  sein  wird,  sobald  F'G  grosser  ist  als  FG. 

Zusatz.  1)  Unter  allen  ähnlichen  Dreiecken,  welche  mit 
einem  gegebenen  Dreiecke  in  Afönitätslage  gebracht  werden  kön- 
nen, kann  es  nur  zwei  geben,  bei  denen  die  Richtung  der  Affi- 
nitätsstrahlen senkrecht  auf  der  Affinitätsaxe  ist,  nämlich  das 
grüsste  und  das  kleinste  dieser  Dreiecke. 

2)  Es  seien  zwei  Dreiecke  in  Afönitätslage  gegeben  (Fig.  22.) 
and  die  Richtung  der  AfGnitätsstrahlen  senkrecht  auf  der  Axe  AD. 
Construirt  man  nun  ein  Dreieck ,  welches  kleiner  als  das  kleinere  der 
gegebenen  Dreiecke  ABC,  aber  demselben  ähnlich  ist,  so  steht  die- 
ses dritte  Dreieck  zn  ABC  nur  in  mittelbarer  Affinität.  Eben  so  wird 
ein  Dreieck,  welches  dem  grosseren  Dreiecke  ABC  ähnlich  und 
grosser  als  dasselbe  ist,  mit  ABC  in  mittelbarer  Affinität  steheD. 


Tob  den  harmoniwehen  Strahl  enbtischeln  und  den 


Bemerkung.  In  dem  nnn  folgenden  Abschnitte  werden  wir 
die  Regel  beobachten,  dass  wir  an  die  Strahlen  eines  gegebenen 
Strahlenbuschels  grosse  Buchstaben  setzen.  Durch  die  entspre- 
chenden kleinen  Buchstaben  werden  diejenigen  Punkte  bezeichnet 
werden,  in  welchen  diese  Strahlen  von  irgend  einer  rr 

geschnitten  werden. 

» 

J.  44.    Erklärung.   Verbindet  man  den 
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Parallelogramms  aca'c'  (Fig.  27.)  mit  den  Ecken  desselben  and 
mit  den  Mitten  der  Seiten,  so  bildeo  je  vier  aufeinander  folgende 
der  vom  Mittelpunkt  O  auslaufenden  Strahlen  einen  harmonischeo 
Büschel  und  werden  auch  vier  Harmonikaien  genannt. 

Ein  harmonischer  Büschel  ist  also  ein  solcher,  dessen  Ceu- 
trum  O  zum  Mittelpunkte  eines  Parallelogramms  gemacht  werden 
kann,  in  welchem  zwei  der  gegebenen  Strahlen  durch  benach- 
barte Ecken,  die  beiden  andern  durch  die  Mitten  zweier  zusam- 
menstossender  Seiten  gehen. 

Verbindet  man  in  dem  gegebenen  Parallelogramm  aca'c'  die 
Mitten  der  Seiten  unter  einander,  so  entsteht  ein  neues  Paralle- 
logramm bdb'd' ,  in  welchem  diejenigen  Strahlen  durch  die  Ecken 
geben,  welche  vorhin  durch  die  Mitten  de»  Seiten  gingen  und 
umgekehrt 

In  einem  harmonischen  Büschel  heissen  der  erste  und  dritte 
Strahl,  sowie  der  zweite  und  vierte  zugeordnete  Strahlen. 

§.  45.  Lehrsatz.  Durchschneidet  man  drei  von  vier  gege- 
benen Harmonikaien  durch  eine  dem  vierten  Strahl  parallele  Trans- 
versale, so  ist  der  mittlere  Durcbscbnittspunkt  von  den  beiden 
äusseren  gleich  weit  entfernt  (Fig.  27.) 

In  der  That  ist  aßy  parallel  mit  OD  und  also  auch  mit  abef 
so  ist  «ß  =  ßy. 

» 

§.  46.  Zusatz.  Durch  drei  gegebene  Strahlen  ist  allemal 
der  vierte  harmonische  Strahl  bestimmt.   (Fig.  27.)  * 

Denn  gäbe  es  zwischen  OA  und  OC  ausser  dem  Strahl  OB 
noch  einen  andern,  welcher  mit  OAt  OQ  OD  einen  harmonischen 
Büschel  bildete,  so  mfisste  jede  mit  OD  parallele  Transversale 
nicht  bloss  von  OB,  sondern  auch  von  jenem  andern  Strahl  hal- 
birt  werden. ' 

§.  47.  Zusatz.  Man  erhält  allemal  einen  harmonischen  Bü- 
schel, wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  O  mit  den  Endpunkten 
einer  Strecke  ac  und  mit  deren  Mitte  b  verbindet.   (Fig.  27.) 

Denn  macht  man  Oa'=:Oa,  0&—Oc,  so  wird  oV  gleich  und 
parallel  mit  ac,  also  aca'c4  ein  Parallelogramm,  in  welchem  OA 
und  OC  durch  zwei  benachbarte  Ecken,  OB  und  OD  durch  die 
Mitten  zweier  Seiten  gehen. 

§.  48.  Lehrsatz.  Halbirt  man  (Fig.  27.)  einen  Winkel  AOC 
durch  OB  und  errichtet  darauf  im  Scheitel  O  ein  Loth  OD  auf 
der  Halbirungslinie,  so  erhalt  man  vier  Harmonikaien. 

Beweis.  Denn  zieht  man  die  Transversale  c6c  parallel  mit 
OD,  so  ist  &06a£2  06c;  mithin  ab  =  6c. 


t 
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J.  4».  Zusatz.  1)  Stehen  in  einem  harmonischen  Büschel 
swei  »geordnete  Strahlen  auf  einander  senkrecht»  so  wird  der 
Winkel,  welchen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  mit 
einander  bilden,  durch  den  zwischentiegenden  Strahl  halbirt  Denn 
sonst  würde  die  Halbirung6linie  dieses  Winkels  ebenfalls  eine 
vierte  Harmonikale  zu  den  drei  andern  Strahlen  sein. 

*  ■ 

2)  Wird  in  einem  harmonischen  Büschel  der  von  zwei  zugeord- 
neten Strahlen  gebildete  Winkel  durch  den  zwischenliegenden 
Strahl  halbirt,  so  stehen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen 
senkrecht  anf  einander. 

*  •      *  » »  ■ 

§.  50.  Erklärung.  Man  sagt,  die  Strecke  ac  (Fig.  27. a.) 
werde, von  den  beiden  Punkten  6  und  d  harmonisch  getheilt,  wenn 
die  Abstände  des  Punktes  6  von  u  und  c  sich  eben  so  zu  einan- 
der verhalten,  wie  die  Abstände  des  Punktes  d  von  eben  diesen 
Punkten,  also  wenn  man  hat: 

ab :  cbr=  ad:  cd. 

Wird  die  Strecke  ac  in  6  nnd  d  harmonisch  getheilt,  so  wird 
auch  bd  in  a  und  c  harmonisch  getheilt;  denn  aus  der  obigen 
Proportion  folgt  durch  Umstellung  der  Mittelglieder: 

üa  : da  =  beide.  -  ^ 

Die  Punkte  at  b,  c,  d  heissen  vier  harmonische  Punkte  oder 
eine  harmonische  Punktreihe;  a  und  c,  sowie  andererseits  b  und 
d,  heissen  zugeordnete  Punkte. 

§.  51.  Lehrsatz.  Ein  harmonischer  Büschel  wird  von  jeder 
Transversalein  vier  harmonischen  Punkten  durchschnitten.  (Fig.27.  a.) 

Beweis.  Man  ziehe  durch  den  Punkt  c  eine  Parallele  b'eP 
mit  Oa.  Dann  ist  das  Dreieck  Oab  ähnlich  dem  Dreieck  b'cb 
and  ebenso  A  Oadcv  ±d'cd.   Es  verhält  sich  also: 

Oa:cb'=z  ab-.cb, 
Oa-.cd'  =  ad:  cd-. 

nun  aber  ist  b'c=cd',  also  hat  man: 

ab:cb  ■=  ad: cd. 

§.  52.  Lehrsatz.  Verbindet  man  sämmtlicbe  Punkte  einer 
harmonischen  Punktreihe  mit  irgend  einem  Punkte  O,  so  bilden  die 
Verbindungslinien  allemal  einen  harmonischen  Buscbel.  (Fig.  27.  a.) 

Voraussetzung.   Es  verhält  sich 

ah  :cb  =  ad: cd. 
Tli«U  XXIX.  7 
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Behauptung.  O^,  OB,  06\  OD  sind  vier  Harmoqikaleo. 
Beweis.   Zieht  man  ©'cd'  parallel  mit  Oa,  so  verhalt  steh 

Oaib'c  —  abicb  t 
Oaicd'  =z*d\cd\ 

- 

mitbin  ist  wegen  der  Voraussetzung: 

Oa:b'c=:Üa:cd't 
b'e  =  cd'. 

$.  53.  Lehrsatt,  Werden  in  einem  harmonischen  Büschel 
ven  swel  beliebigen  Punkten,  die  auf  zwei  zugeordneten  Strahlen 
Hegen,  Lothe  auf  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  ge- 
fällt, so  stehen  die  vier  gefüllten  Lothe  in  Proportion.  (Fig.  27.  a.) 

Beweis.   Um  zu  beweisen,  dass  sieb  verhält 

■ 

blc  .dk' =  öl  :  dl' , 

ziehe  man  durch  6  und  d  eine  Transversale  abed.  Alsdann  ver- 
hält  sich  . 

ab:a4  =  cb:cd; 

nun  aber  ist  frabkoo &adk'  nnd  &bcl ck>  i\dct,  mithin  verhält 
sich 

bk:dV=:ab:ad, 
bl  :  dl'  =  c6:cd; 

woraus  sogleich  das  Behauptete  hervorgeht. 
Zum  atz.   Ist  umgekehrt  die  Proportion 

bk:dk'  =  bl:dV      )  " 
gegeben,  so  leitet  man  wiederum  daraus  ab: 

ab:ad  =  cb:cd\ 

mithin  sind  vier  Strahlen  harmonisch,  wenn  die  Entfernungen 
eines  Punktes  im  zweiten  Strahl  vom  ersten  und  dritten  Strahl 
sich  ebenso  zu  einander  verhalten,  wie  die  Entfernungen  einen 
Punktes  im  vierten  Strahl  von  denselben  Strahlen. 

§.  54.  Lehrsatz.  Sind  auf  einer  Geraden  zwei  feste  Punkte 
a  und  6  gegeben,  so  ist  die  Lage  jedes  dritten  Punktes  c  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  zuerst  bekannt  ist,  ob  dieser  Punkt 
zwischen  den  Punkten  a  und  6  oder  ausserhalb  derselben  liegt, 
und  wenn  zweitens  das  Verhältnis  der  Abstände  des  Punktes  c 
von  den  Punkten  a  und  b  gegeben  ist.   (Fig.  28.) 


» 
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Beweis.  Liegt  t  zwischen  a  nnd  6,  so  nimmt  das  Verhart- 
dUs  ^  zu,  wenn  sieb  c  dem  Punkte  6  nähert,  dagegen  ab,  wenn 

c  näher  an  o  ruckt.  Ist  zweitens  ein  Punkt  in  der  Verlänge- 
rung von  ab,  se  kann  es  auf  derselben  Seite  von  ab  keinen  Punkt 
x  geben ,  welcher  die  Bedingung 

ax  ad 
bi  —  bd 

erfüllte;  denn  alsdann  wäre  auch 

ax—ad    A  .    dx  ad 

8jc  ~bd>  d*  b  fc-W 

was  offenbar  ungereimt  ist. 

§s  56.  Zusatz.  Durch  drei  gegebene  Punkte  auf  einer  ge- 
raden Linie  ist  allemal  der  vierte  harmonische  bestimmt,  wenn 
noch  bekannt  ist,  welche  beiden  der  gegebenen  Punkte  zugeord- 
nete sein  sollen. 

I 

§.56.  Aufgabe.  Die  Strecke  ac  harmonisch  zu  theilen, 
wenn  noch  einer  der  Theilpunkte  gegeben  ist. 

Auflösung.  Man  schlage  Ober  ac  einen  Halbkreis.  Ist  nun 
der  Punkt  6  zwischen  a  und  c  als  der  eine  Thellpunkt  gegeben, 
so  errichte  man  in  6  das  Loth  bx  bis  zur  Peripherie,  ziehe  in  x 
eine  Tangente  an  den  Halbkreis  und  verlängere  dieselbe,  bis  sie 
die  Richtung  ac  in  d  durchschneidet.  Dann  ist  der  Punkt  d  der 
gesuchte  vierte  harmonische  Punkt.  Wäre  d  gegeben  und  b  ge- 
sucht, so  wörde  man  von  d  aus  eine  Tangente  ziehen  und  vom 
Berührungspunkt  x  ein  Loth  auf  ac  (allen. 

Beweis.  Verbindet  man  x  mit  a  und  c,  so  ist  W.  bxd 
=  W. bax  =  W. bxc,  dabei  ist  W.twc  =  R;  folglich  x  das  Centrum 
eines  harmonischen  Buscheis.    (§.  48.)- 

Fällt  b  in  die  Mitte  von  ac,  so  wird  die  Tangente  in  x  pa- 
rallel mit  ac;  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  a,  b,  c  liegt  als- 
dann in  unendlicher  Entfernung,  oder,  genauer  ausgedruckt,  es 
giebt  keinen  vierten  harmonischen  Punkt. 

Die  beiden  Punkte  6  und  d  liegen  immer  auf  derselben  Seite 
der  Mitte  von  ac  Fällt  6  mit  a  oder  c  zusammen,  so  fallt  d 
jedesmal  is  denselben  Punkt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  a  in  unendliche  Entfernung  gerückt, 
so  feilt  c  in  die  Mitte  von  bd. 

•  Anmerkung.    Die  Betrachtungsweise,  nach  welcher  Paral- 
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lellinien  eineo  Durchschnittspunkt  haben,  welcher  in  unendlicher 
Entfernung  liegt ,  ist  ftlr  den  Vortrag  des  hier  behandelten  Ge- 
genstandes von  grosser  Wichtigkeit. 

Denkt  man  sich  einen  Strahlenbüschel  von  einer  Tranever*ele 
darchschnitten ,  so  entspricht  jedem  Punkte  der  Transversale  ein 
bestimmter  Strahl ;  dem  unendlich  entfernten  Punkte  entspricht 
derjenige  Strahl,  welcher  der  Transversale  parallel  läuft  Da  es 
aber  nur  einen  Parallelstrahl  giebt ,  «6  ist  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  Transversale  gleichsam  ein  vollkommen  bestimmter 
Punkt,  und  es  ist  dabei  gleichgültig,  nach  «reicher  Seite  bin  man 
denselben  versetzt.  Mehrere  unter  einander  parallele  Linien  wer- 
den hiernach  ebenfalls  so  angesehen,  als  schnitten  sie  sich  in 
demselben  Punkte. 

§.  56.  Lehrsatz.  Halbirt  man  in  einem  Dreiecke  ABC  <leo 
Winkel  A,  so  bildet  die  Halbirungslirtie  auf  der  gegenüberliegen- 
den Seite  Abschnitte,  die  sich  verhalten,  wie  die  anliegendeo 
Seiten,  nämlich: 

BD:  DC~  BA :  DA. 

§.  57.  Lehr  satt.  Der  geometrische  Ort  der  Spitzen  aller 
Dreiecke  Ober  einer  gegebenen  Grundlinie  BC,  in  denen  die  bei- 
den andern  Seiten  ein  constantes  Verbältniss  zu  einander  beben, 
ist  eine  Kreislinie,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  BC  lieg* 
und  durch  welche  die  Strecke  BC  harmonisch  getheilt  wird. 

Beweis.  Ks  sei  AD  die  Halhirungslinie  des  Winkels  A. 
Ist  nun  das  Verbältniss  der  Seiten  AB  und  AC  gegeben,  so  ist 
zugleich  das  Verbältniss  BD:DC  gegeben  und  somit  der  Punkt 
D  bestimmt.  Errichtet  man  nun  in  A  ein  Loth  auf  AD,  so  trifft 
dieses  Loth  nach  $.  48.  den  vierten  harmonischen  Punkt  E  zo 
B,  D,  C;  mithin  ist  der  Punkt  E  ebenfalls  bestimmt.  Da  nun 
aber  der  Winkel  DAE  ein  Rechter  ist,  so  liegt  der  Punkt  A  in 
der  Peripherie  eines  Kreises ,  w elcher  die  Streeke  DE  zum  Durch- 
messer hat. 

§.  58.  Erklärung.  Man  sagt,  zwei  Kreise  stehen  senk- 
recht auf  einander,  wenn  im  Durchschnittspunkte  die  Tangenten 
beider  Kreislinien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Es  leuchtet 
sogleich  ein,  dass,  wenn  dies  in  einem  der  Schnittpunkte  der  Fall 
ist,  es  auch  im  andern  Statt  finden  muss.  Zwei  Radien  de* 
einen  Kreises  sind  alsdann  Tangenten  des  andern. 

$.  59.  Lehr  satt.  Zieht  man  durch  zwei  zugeordnete  von 
vier  harmonischen  Punkten  eine  beliebige  Kreislinie,   durch  die 
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beiden  andern  aber  eine  solche,  deren  Mittelpunkt  mit  denselben 
In  gerader  Linie  liegt,  so  stehen  die  beiden  Kreise  senkrecht 
auf  einander.    (Fig.  31.) 

Beweis.  Es  seien  A,  B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte, 
die  Strecke  AC  Sehne  eines  Kreises,  die  Strecke  BD  der  Durch- 
messer eines  zweiten,  F  der  Durchschnittspunkt  beider  Kreise ; 
alsdann  behaupte  ich,  dass  der  Radius  FG  des  Kreises,  welcher 
durch  ß  und  D  geht,  eine  Tangente  des  andern  Kreises  sei. 
Die  Strahlen  FA,  FB,  FC,  FD  sind  vier  Harmonikaien,  der 
Strahl  FD  steht  aber  senkrecht  auf  FB\  folglich  ist  W.  AFB 
=  W.  BFC.    Nun  ist 

W.  FBG=W.  BFG  =  BFC+CFG, 

aber  als  Aussenviinkel  des  Dreiecks  AFB  ist  auch 

W.  FBG=FAB  +  AFB; 

mithin 

BFC  +  CFG  =  FAß  +  AFB. 

Hebt  man  die  beiden  gleichen  Winkel  BFC  und  AFB  gegen 
einander  auf,  so  bleibt 

W.  CFG  =  W.  FAß. 

Die  Linie  FG  fallt  also  mit  der  Tangente  in  F  zusammen,  da 
der  Winkel,  den  eine  Sehne  mit  einer  Tangente  im  Berührungs- 
punkte bildet,  dem  Peripheriewinkel  im  entgegengesetzten  Ab- 
schnitt gleich  ist. 

§.  60.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Stehen  zwei  Kreise  senk- 
recht auf  einander,  so  wird  jeder  Durchmesser  des  einen  durch 
die  Peripherie  des  andern  harmonisch  sjetheilt.    (Fig.  31.) 

Beweis.  Igt  der  Radius  FG  des  einen  Kreises  eine  Tan- 
gente des  andern,  so  ist  \V.  GFC=\\.  FAC.    Nun  aber  ist 

W.  AFB  =  FßC—  FACt ' 
W.  CFB  =  FßC—  GFC; 

folglich  W.  AI  B—W  CFB.  Da  nun  FD  senkrecht  steht  auf  FB, 
so  sind  FA,  FB,  FC,  FD  vier  Harmonikaien. 

Zusatz.    Bekanntlich  ist  (Fig.  31.) : 

FG*=AGxCG. 

Da  nun  FG  =  FB  und  =.  FD  ist,  so  hat  man  folgenden  «ehr 
benaerkenswerthen  Satz : 
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Halbirt  man  in  einer  harmonischen  Punktreihe  die  Strecke 
zwiachen  zwei  zugeordneten  Punkten,  so  ist  die  erhaltene  Hälfte 
die  mittlere  Proportionale  aus  den  Entfernungen  dee  Haluirunga- 

punktes  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten. 

.  • 

§.  61.  hehr  satt.  Zwei  harmonische  Punktreihen  liegen  per» 
spectivisch,  so  bald  sie  einen  gemeinsamen  Punkt  haben,  und 
zwar  in  Bezug  auf  zwei  Projectionscentra.    (Flg.  32.) 

Beweis.  Man  verbinde  zuerst  diejenigen  beiden  Punkte  c 
und  c' ,  welche  von  dem  gemeinsamen  Punkte  a  durch  je  einen 
zwischeoliegenden  Punkt  getrennt  sind.  Ist  alsdann  O  der  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  Geraden  bb'  und  cc' ,  so  behaupte  ich, 
dass  auch  dd'  durch  diesen  Punkt  gehen  muss.  Denn  angenom- 
men, es  wäre  nicht  der  Fall,  so  würde  die  Gerade  Od'  in  der 
Richtung  der  Reibe  abcd  einen  fünften  Punkt,  etwa  den  Punkt 
x,  treffen.  Dann  wäre  der  Annahme  nach  einmal  d  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  a,  b,  c;  der  Punkt  x  aber  wäre  ebenfalls 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  a,  6,  c,  weil  die  Strahlen  Oa, 
Ob',  Od ,  Od'  vier  Harmonikaien  sind.  Dies  aber  ist  nicht  mög- 
lich, da  durch  drei  gegebene  Punkte,  von  denen  zwei  bestimmte 
einander  zugeordnet  sind,  der  vierte  harmonische  Punkt  bestimmt 
ist.  (§.  55.)  Sollte  bb'  parallel  mit  et'  sein,  so  würde»  wie  leicht 
einzusehen,  auch  dd'  parallel  cc'  sein. 

Ist  P  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  bd'  und  cc* ,  **o 
beweiset  man  auf  ganz  ähnliebe  Art,  dass  auch  b'd  durch  den 
Punkt  P  gehen  muss. 

Zusatz.  Zwei  harmonische  Punktreihen  liegen  auch  perspec- 
tiv^ h  ,  so  bald  sie  mit  drei  Paaren  ihrer  Punkte  perspectivisch 

liegen.   (Fig.  33.) 

§.  62.  Lehrsatu  Zwei  harmonische  Büschel  liegen  axial, 
wenn  sie  einen  gemeinschaftlichen  Strahl  haben,  d.  h.  wenn  ein 
Strahl  von  jedem  .Büschel  durch  das  Centrum  des  andern  geht. 
(Fig.  34.) 

Beweis.  Es  sei  d  der  Durchschnitt  derjenigen  beiden  Strah- 
len ,  die  von  dem  gemeinschaftlichen  Strahl  OP  durch  einen  Kwiscbon- 
liegenden  getrennt  sind.  Ist  nun  c  der  Durchschnittspunkt  der 
Strahlen  OC  und  PC',  so  wird  behauptet,  dass  der  Punkt  a,  in 
welchem  sich  die  Strahlen  OA  und  PA'  durchschneiden,  mit  c 
und  d  in  gerader  Linie  liegt. 

Angenommen,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  so  würde  die  Rich- 
tung cd,  welche  den  gemeinsamen  Strahl  OP 'in,  b  schneiden  mag, 
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auf  dem  Strahl  OA  einen  Punkt- welcher  nicht  mit  a  zusam- 
menfiele, und  auf  dem  Strahl  PA'  einen  Punkt  y  treffen.  Dann 
wären  aber  sowohl  xbal  als  ybcd  harmonische  Punktreihen«  was 
nicht  möglich  ist. 

Ebenso  (eicht  zeigt  man ,  dass,  wenn  von  den  drei  Linien  OA, 
PA1  und  cd  zwei  parallel  sind,  auch  die  dritte  ihnen  parallel  ist» 
weil  alsdann  b  in  der  Mitte  zwischen  c  und  d  liegen  wird. 

Zusatz.  Zwei  harmonische  Büschel  liegen  auch  axial,  wo- 
fern sie  mit  drei  Paaren  ihrer  Strahlen  axial  liegen. 


Rtnlge  vorläufig«'  Erklärungen  und  Lehrsätze  fiber 

Confonuit&t. 

$.  63.  Erklärung.  Wir  sagen,  zwei  Punktreiben  seien  in 
Conformitätslage,  wenn  sie  in  Ceotralperspective  liegen  and  ihre 
Richtungen  nicht  parallel  sind.  Zwei  Punktreihen,  welche  zu 
einander  in  Conformitätslage  gebracht  werden  können,  beissen 

Hiernach  kann  man  zwei  beliebige  Punktreihen  von  je  drei 
Punkten,  welche  weder  proportional,  noch  congruent  sind,  als 
conform  ansehen.  Werden  sie  o 8m lieh  in  eine  solche  Lage  gebracht, 
.  dass  sie  einen  geraeinsamen  Punkt  a  haben  (Fig.  36.) ,  so  werden 
sich  die  Geraden  66'  und  c&  in  irgend  einem  Punkte  O  durch- 
schneiden. Denkt  man  sich  also  noch  den  Punkt  o  mit  O  ver- 
bunden, so  sind  die  beiden  Punktreiben  in  Centralperspective. 
Fügt  man  aber  den  drei  Punkten  a,  6,  c  noch  einen  vierten  Punkt 
d  hinzu,  so  trifft  der  Strahl  Od  einen  bestimmten  Punkt  d'  in 
der  andern  Reibe,  welcher  dem  Punkte  d  entspricht.  Es  wird 
gezeigt  werden,  daes  man  immer  denselben  Punkt  d*  erhalt,  un- 
ter welchem  Winkel  man  auch  die  Reiben  abc  und  a'6V  zusam- 
menlegen mag.   Zunächst  mag  folgende  Bemerkung  genügen : 

Zwei  harmonische  Punktreihen  sind  im  Allgemeinen  conform ; 
sie  können  aber  auch  proportional  und  auch  congruent  sein  nach  §.  61. 

{.64.  Erklärung.  Man  sagt  von  zwei  Figuren,  sie  seien 
in  Conformitätslage,  wenn  dieselben  perspectivisch  und  axial  lie- 
gen, und  sowohl  das  Projectionscentrum ,  als  auch  die  Axe  im 

endlichen  Ranrae  liegt. 

• 

§,  66.  Lehrsatz.  Zwei  verwandte  Figuren,  welche  in  Cen- 
tral perspective  liegen,  sind  in  Conformitätslage,  wenn  diejenige 
Strecke  eines  jeden  Projectionsstrahls,  welche  zwischen  dem 


# 


■ 
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Centram  und  einer  festen  Geraden  liegt,  von  je  «wei  entsprechen* 
den  Punkten  harmonisch  getheilt  wird.   (Fig.  37.) 

Beweis.   Es  seien  k  und  l  die  Durchschnittspunkte  zweier 
Projectionsstrahlen  mit  der  festen  Geraden  AK  und  Oaka',  sowie 
Qblb'  harmonische  Punktreihen,  so  werden  sich  die  Geraden  ab, 
*  a'b',  kl  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden  oder  einander 
parallel  sein ,  da  beide  Reihen  den  gemeinsamen  Punkt  O  haben. 

Der  vorstehende  Lehrsatz  enthält  nicht  die  einzige  Bedin- 
gung, unter  welcher  Figuren  in  Cnnformitätslage  gedacht  werden 
können.  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  übrigens  die  beiden  Figu- 
ren involutorisch ;  denn  sieht  man  den  Punkt  a'  als  Punkt  des 
ersten  Systems  an,  so  wird  der  ihm  entsprechende  Punkt  in  a 
fallen. 

§.  66.  Erklärung.  Für  diejenigen  Punkte  eines  Systems, 
welche  in  der  Mitte  zwischen  Conformitätspuiikt  und  Axe  liegen, 
giebt  es  keine  entsprechenden  Punkte  in  dem  andern  Systeme, 
sie  liegen  in  unendlicher  Entfernung.  Ein  Punkt  eines  Systems, 
für  welchen  es  keinen  entsprechenden  Punkt  in  dem  andern  System 
giebt,  heisst  ein  Gegenpunkt.  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  die 
Gegenpunkte  beider  Systeme  auf  einer  Geraden,  welche  der  Axe 
parallel  ist  und  von  dieser  und  dem  Centrum  gleichen  Abstand 
hat.    Sie  heisst  die  gemeinsame  Gegenaxe  beider  Systeme. 

Nicht  immer  haben  Figuren  in  Conformitätslage  eiue  gemein- 
same Gegenaxe. 

§.  67.  Folgerungen.  1)  Jede  Gerade  des  einen  Systems 
ist  dem  Projectionsstrahl  parallel,  welcher  durch  den  Gegenpunkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht.    (Fig.  3S.) 

Beweis.  Es  sei  m  der  Durcbschnittsponkt  der  Geraden  ap 
mit  der  Gegenaxe  UV,  n  der  Durchschnittspunkt  des  Projectione- 
strahls  Om  mit  der  Conforraitätsaxe  XY. 

Die  Gerade  a'p  kann  den  Strahl  Om  nicht  schneiden,  weil 
der  Durchschnittspunkt  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Omn 
sein  würde. 

2)  Schneiden  sich  zwei  Gerade  des  einen  Systems  auf  der 
Gegenaxe  in  m,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  parallel,  nnd 
umgekehrt: 

Sind  die  Geraden  a'p  und  b'q  parallel,  so  schneiden  sich  die 
entsprechenden  Geraden  ap  und  bq  auf  der  Gegenaxe.  Nur  wenn 
zwei  Gerade  beide  der  Conformitfifsaxe  parallel  sind,  so  entspre- 
chen wiederum  zwei  Gerade,  die  einander  und  der  Conformitfits- 
axe  parallel  siod. 
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§.  68.    Folgerungen.   Au*  dem  Vorstehenden  erglebt  sich: 

1)  Durchscbnittspunkte  von  entsprechenden  Geraden  sind  ent- 
sprechende Punkte.    (Fig.  37.) 

Werden  die  Punkte  p  und  qt  in  denen  die  Geraden  ab  und 
cd  den  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Conformitätsaxe 
begegnen,  mit  dem  Centrum  O  verbunden,  so  werden  dieselben 
Centra  von  zwei  harmonischen  Büschein,  welche  den  Strahl  pq 
gemein  haben  und  daher  axial  liegen  müssen.  Demnach  liegen 
die  Durchschnittspunkte  /  und  f  mit  dem  Centrum  O  in  gerader 
Linie,  und  wenn  man  den  Strahl  Off'  zieht,  so  wird  diejenige 
Strecke  desselben,  welche  zwischen  Centrum  und  Axe  Hegt,  in 
f  ond  f  harmonisch  getbeilt!  Folglich  sind  f  und  f  entsprechende 
Punkte. 

2)  Liegen  die  Punkte  afb  in  gerader  Linie,  so  liegen  auch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andern  Systems  a*f'b'  in 
gerader  Linie. 

3)  Schneiden  sich  drei  Gerade  des  einen  Systems  in  einem 
einzigen  Punkt;  welcher  nicht  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  schnei- 
den sich  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  und 
demselben  Punkte. 

4)  Vier  harmonischen  Punkten  des  einen  Systems  entsprechen 
wiederum  vier  harmonische  Punkte. 

Fallen  die  beiden  Punktreihen  nicht  in  die  Richtung  eines 
Projectionsstrahls,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  un- 
mittelbar aus  der  perspectivischen  Lage  beider  Systeme. 

Fallen  aber  (Fig.  39.)  die  beiden  Reihen  in  die  Richtung  eines 
Projectionsstrahls,  so  ziehe  man  einen  zweiten  Projectiousstrahl 
durch  den  beliebigen  Punkt  n  der  Axe  und  theile  denselben  in  f 
und  f  harmonisch ,  so  dass  man  also  f  und  f*  als  entsprechende 
Punkte  ansehen  kann.  Dann  werden  die  Geraden  af,  bf,  cf,  df 
die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Axe  XY  bezüglich  in 
c,  ß,  y,  d  treffen.  Sind  nun  ahed  vier  harmonische  Punkte,  so 
ist  auch  die  Reihe  aßyd  harmonisch  und  folglich  auch  a'b'e'd'. 

Liegt  einer  der  vier  harmonischen  Punkte  abcd  (Fig.  40.),  , 
etwa  der  Punkt  u,  auf  der  Gegenaxe,  und  ist  c  der  ihm  zugeord- 
nete Punkt,  so  liegt  der  dem  letztem  entsprechende  Punkt  c'  in 
der  Mitte  zwischen  b'  und  d'. 

Denn  die  vier  Strahlen  O«,  Oo,  Oc,  Od  bilden  einen  har- 
monischen Büschel ,  die  Transversale  b'e'd'  ist  parallel  dem  Strahl 
Oa  nach  §.  67.,  folglich  ist  c'  die  Mitte  zwischen  b'  und  d'.  Lige 
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in  Fig.  39.  der  Punkt  a  auf  der  Gegenaxe,  so-  würde  a/*  als  ent- 
•precbend  mit  af  dem  Strahl  Oa  nach  $.  67.  parallel  sein.  In 
Bezug  auf  den  harmonischen  Büschel,  dessen  Gentrum  f  ist,  würde 
also  b'c'd'  eine  dem  Strahl  af  parallele  Transversale  sein,  wo- 
raus wiederum  folgt,  dass  c'  die  Mitte  zwischen  6'  und  cf  sein 
mOsste. 

5)  Einem  harmonischen  Bflschel  entsprechen  wiederum  vier 
Harmonlkalen.  Die  Behauptung  folgt  fär  Strahlenbüschel ,  deren 
Centrum  nicht  auf  der  Conformitatsaxe  liegt,  unmittelbar  aus  der 
hxialeo  Lage. 

Fallen  aber  die  beiden  Centra  in  einen  Punkt  der  Conformi- 
tatsaxe, so  ziehe  man  vom  Centrnra  O  einen  beliebigen  Projcc- 
tionsstrahl.  Derselbe  schneidet  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
der  beiden  Büschel  in  entsprechenden  Punkten.  Ist  also  die  eine 
Reihe  von  zusammengehörigen  Punkten  harmonisch,  so  wird  es 
auch  die  andere  sein;  folglich  sind  auch  die  Strahlen,  welche 
durch  diese  Punkte  hindurch  gehen,  harmonisch. 

Anmerkung,  Das  Projectionsceotrum  ist  als  ein  gemeinsa- 
mer Punkt  der  beiden  Systeme,  die  Axe  als  eine  Reihe  gemein- 
samer Punkte  anzusehen. 

Anstatt  weiter  zu  gehen,  wollen  wir  das  bisher  Vorgetragene 
durch  eine  Reihe  von  Anwendungen  erläutern. 

Tom  Kreise. 

i 

§.  69.  Lehrsatz.  Zwei  Kreise  sind  allemal  ähnliche  Figu- 
ren ;  jede  Laß«  derselben  ist  eine  Aebnlichkeitslage  und  zwar  in 
Bezug  auf  zwei  Aebnlichkeitspunkte.    (Fig.  41.  und  Fig.  41.  a.) 

Beweis.  Man  ziehe  die  Centrale  cc'  und  sodann  zwei  pa- 
rallele Halbmesser  ca  und  c'a',  entweder  wie  in  Fig.  41.  nach  einer 
tind  derselbeu  Seite,  oder  wie  in  Fig.  41.  a.  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten.    Verbindet  mau  nun  die  Punkte  a  und  a',  so  zeigt  sich 

1)  dass  die  Gerade  aa'  durch  einen  bestimmten  Punkt  der 
Centrale  O  geht; 

2)  dass  das  Verhältnis»  Oa.Oa'  unveränderlich  ist. 

Es  verhfilt  sich  nämlich: 

aO'.a'Ozzzac'.a'c' =zc0.c'0. 

Durch  das  comstaote  Verhältnis»  cOic'O  ist  aber  der  Punkt  O 
vollkommen  bestimmt 
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0er  Punkt  O  w^'#lr  is*em  Hussereiy  der  Funkt  Q  in'Wg.  41.  a. 
ein  innerer  Aebntichkeitspuidit  Der  innere  und  der  äußere  Aehn- 
licbkeitspunkt zweier  Kreise  tbeilen,  wie  man  sieht,  die  Centrale 
cc*  harmonisch.  1 

Liegen  die  beiden  gegebenen  Kreise  ausser  einander,  so  lie- 
gen die  beiden  Aehnlichkeitspunkte  ausserhalb  beider  Kreise. 
Berühren  sich  die  beiden  Kreise  von  aussen  (Fig.  42.) ,  so  liegt 
der  äussere  Aehnlichkeitspunbt  ausserhalb  beide»  Kreise,  der 
innere  fallt  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen. 

Wenn  beide  Kreise  sich  durchschneiden  (Fig.  43.),  so  liegt 
der  innere  Aehnlicbkeitspunkt  in  demjenigen  Fläcbenstück,  wel- 
ches beide  Kreise  gemein  haben.  Berühren  sieb  zwei  Kreise  von 
innen,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  innere  Aehnlicbkeitspunkt; 
wofern  aber  der  eine  Kreis  ganz  innerhalb  des  andern  liegt,  liegen 
beide  Aehnlichkeitspunkte  innerhalb  beider  Kreise  (Fig.  44.  und 
Flg.  45.).  Wenn  endlich  die  beiden  Kreise  concentrfeel»  sind ,  so 
fallen  beide  Aehnlichkeitspunkte  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt. 

Die  Mittelpunkte  beider  Kreise  sind  allemal  entsprechende 
Punkte,  sowie  zwei  parallele  Durrhrnesser  entsprechende  Oerade  sind. 

Zusati.  Fallt  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  Kreise  Lothe 
cd  und  tfaV  auf  einen  Aehnlichkeitsstrabl,  so  verhalten  sich  diese 
Lothe  wie  die  Radien  der  beiden  Kreise: 

cdt<?dt  =  tO:c'Oz=:ac:ar&. 

§.  70.  Lehrsatz.  Betrachtet  man  zwei  Kreise  als  in  Aehu- 
lichkeitslage  befindlich,  so  sind  je  zwei  Tangenten  au  entspre* 
cbende  Punkte' parallel.   (Fig.  46.) 

Beweis.  Es  seien  bc  und  b'c'  Stücke  eines  und  desselben 
Aeholichkeitsstrahls ,  welche  von  den  beiden  Kreislinien  um  a  und 
a'  abgeschnitten  werden.  Zieht  man  nun  in  6  und  b'  die  Tangen- 
ten bd  und  b'd',  so  ist  der  W.  ebd  =  *W.  cab.  W.  c'b'd'  =  iW.  Mb*. 
Da  aber  die  Winkel  cab  und  cV6'  von  entsprechenden  Geraden 
gebildet  werden,  so  sind  sie  gleich,  und  folglich  auch  W.  ebd 
=  W.  c'b'd',  also  bd\\b'd: 

§.71.  Lehrsatz»  Umgekehrt:  Die  Berührungspunkte  paral- 
leler Tangenten  sind  allemal  entsprechende  Punkte,  nnd  zwar  In 
Bezog  auf  den  innern  oder  den  äussern  Aehnlicbkeitspunkt,  jenach- 
dent  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale  oder  auf  derselben 
Seite  Hegen. 

Der  Beweis  ist  leicht  iudirect  zu  führen ,  insofern  es  in  einem 
jeden  der  Kreise  «uf  derselben  Seite  der  Centrale  nicht  zwei  paral- 
lele Tangenten  geben  kann. 
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f.  72.  Zutat*.  Die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise 
geben  allemal  dorcb  einen  Aehnlfchkeitspuirlrt.  (Flg.  47.) 

Beweis.  Sind  6  und  6'  die  Berührungspunkte  einer  Tan- 
gente, «reiche  die  beiden  Kreise  um  c  und  c'  gemein  haben,  O 
der  Durcbscbnittspunkt  derselben  mit  der  Centrale,  so  verhält  sieb 

Oc:Oc'=c6:c'6'; 

mitbin  ist  O  der  Aebnlichkeitspunkt. 

j.  73.  Erklärung.  Zwei  Punkte  in  zwei  verschiedenen 
Kreisen,  welche  auf  demselben  Aebnlicbkeitsstrable  liegen,  obne 
entsprechende  Punkte  zu  sein,  nennt  man  inverse  Punkte.  In 
Fig.  46.  sind  6  und  c\  sowie  b'  und  c  inverse  Punkte  des  äusse- 
ren Aehnlichkeitspunktes. 

*  ■  ■ 

§.  74.  Lehrt  atz.  Tangenten  an  inverse  Punkte  sind  von 
ihrem  Durchschnittspunkte  bis  zu  ihren  Berührungspunkten  gerech- 
net einander  gleich.   (Fig.  46.) 

Beweis.   Es  seien  6  und  c'  inverse  Punkte.   Zieht  man  in 

den  Punkten  6,  6'  und  c'  Tangenten,  so  ist  der  Winkel  d'&b* 

=zd'b'c'  =  dbc.    Verlängert  man  also  die  beiden  Tangenten  db 

und  d'c',  bis  sie  sieb  in  f  schneiden,  so  ist  das  Dreieck  bf& 
_*  .  •    *  ii* 
giet  cnsc  nonK  i  ig. 

§.  75.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Sind  zwei  Tangenten  an  ver- 
schiedene Kreise  von  ihrem  Durcbscfanittspunkt  bis  zu  ihren  Be- 
rührungspunkten gerechnet  einander  gleich,  so  sind  ihre  Berüh- 
rungspunkte allemal  inverse  Punkte  des  innern  oder  äussern 
Aehnlichkeitspunktes.    (Fig.  46.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Berührungspunkte  der  beiden 
gleichen  Tangenten  fb  und  fc't  die  Verbindungslinie  6c' möge  den 
Kreis  nm  a'  zum  zweiten  Mal  in  6'  durchschneiden.  Zieht  man 
nun  in  b*  eine  neue  Tangente,  so  ist  W.  d'b'c*  =  d'c'b'  =fc'b=fibc'. 
Folglich  ist  bd  II  b'd't  und  es  muss  daher  die  Linie  bb'  nach  $.  71. 
durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  geben. 

(J.  76.  Anmerkung.  Vom  Punkte  f  in  Fig. 46.  tftsst  sich 
an  jeden  Kreis  noch  eine  zweite  Tangente  ziehen,  so  dass  vom 
Punkte  f  im  Ganzen  vier  gleiche  Tangenten  auslaufen :  fb,  fc*, 
fgt  fh*.  Geben  nun  die  Geraden  6c'  und  gh'  durch  den  äussern 
Aehnlichkeitspunkt,  so  werden  bh'  und  g&  durch  den  innern 
Aehnlichkeitspunkt  geben. 

i 

{.77.  Lehr  satt.  Wenn  zwei  Kreise  einander  berühren,  so 
bat  die  gemeinsame  Tangente  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  von 
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einem  Punkt  derselben  Tangenten  an  beide  Kreit*  zieht,  diene 

beide  Tangenten,  von  ihrem  Dorcbschnittspunkt  bis  zu  ihren  Be- 
rührungspunkten gerechnet,  einander  gleich  sind. 

§.  78*  Lehrsatz.  Schneiden  einander  zwei  Kreise  (Fig.  48») 
In  c  und  dt  so  hat  die  gemeinsame  Sekante  die  im  vorigen  Para- 
graphen bezeichnete  Eigenschaft.    Denn  man  hat 

79.  Lehrsatz.  Theilt  man  einen  Durchmesser  eines  Krei- 
ses harmonisch  in  c  und  d  (Fig.  49.)»  und  errichtet  in  der  Mitte 
▼oo  cd  ein  Loth,  so  hat  dieses  Loth  KT  die  Eigenschaft,  dass, 
wenn  man  von  einem  seiner  Punkte  f  eine  Tangente  an  den  Kreis 
zieht,  diese  Tangente  allemal  so  gross  ist,  wie  die  Linien,  welche 
den  Punkt  /  mit  c  und  d  verbinden. 

R e  w  e  i s.  Beschreibt  man  vom  Punkte  /  einen  Kreis ,  welcher 
durch  c  und  d  geht,  so  steht  dieser  auf  dem  gegebenen  Kreise 
senkrecht.  Die  Tangente  fh  muss  also  durch  einen  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  Kreise  gehen,  folglich  ist 

fk=fc=fd. 

§.  80.  Lehrsatz.  Zieht  man  in  zwei  Kreiseo  durch  zwei 
inverse  Punkte  Tangenten,  so  hat  ein  vom  Durchschnitt  derselben 
auf  die  Centrale  gefälltes  Loth  die  in  §.  78.  bezeichnete  Eigen- 
schaft. (Fig.  49.) 

Beweis.  Erster  Fall  (Fig.  49.).  Liegen  die  beiden,  Kreise 
ausser  einander,  so  befinden  sich  zwei  inverse  Punkte  des  Innern 
Aehnlichkeitspunkts  h  und  W  auf  verschiedenen  Seiten  der  Cen- 
trale. .  Beschreibt  man  nun  vom  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Tangenten  fh  und  fK  mit  dem  Radius  fhr=.fk  einen  Kreis,  eo 
wird  dieser  die  Centrale  in  zwei  Punkten  c  und  d  durchschneiden. 
Der  Kreis  um  f  steht  aber  senkrecht  auf  den  beiden  gegebenen 
Kreisen;  folglich  werden  die  beiden  Durchmesser  ab  und  a'b*  in 
c  und  d  harmonisch  getheilt.  Fallt  man  nun  von  f  ein  Loth  auf 
cd,  so  geht  dieses  durch  die  Mitte  von  cd,  also  ergiebt  sich  daa 
Uebrige  aus  dem  vorigen  Paragraphen. 

Zweiter  Fall.  Liegt  einer  der  beiden  Kreise  ganz  innerhalb 
des  andern,  so  liegen  (Fig.  50.)  zwei  inverse  Punkte  des  äussern 
Aehnlicbkeitspanktes  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale,  so 
dass  man  den  so  eben  geführten  Beweis  wiederboleo  kann. 

§.  81.  Erklärung.  Eine  Linie  von  der  im  §.  78.  angege- 
benen Beschaffenheit  beisst  die  Potenzenlinie  der  beiden  gegebe- 
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1U     GsacTi.    M/r  jinnir  ucr  nmem  ticirrnriT  tr ,  tntvta.  ritir  rirrrirrn. 

nen  Kreise,  welcher  Name  auch  in  item  Falle  de*  $.  80.  angewen- 
det wird;  wo  der  eine  Kreis  in  einen  Punkt  (Ibergegangen  ist. 

§.  8*2.  Lehrsati.  Es  kann  nur  eine  Potenr.enlii.ie  ftir  zwei 
Kteise  gehen   (Fig.  48.). 

beweis.  Es  sei  g  ein  Punkt  ausserhalb  der  Potenzenlinie 
XY  t  f  der  Punkt,  in  welchem  die  Potenzenlinie  XY  von  einer 
durch  den  Punkt  g  an  den  Kreis  um  a  gezogenen  Tangente  gb 
durchschnitten  wird. 

Zieht  man  vom  Punkte  /  die  beiden  Tangenten  fb'  und  fmr 
an  den  Kreis  um  a',  so  ist  fb'  =  /m'  =  fb;  mithin  sind  b'  und 
m!  inverse  Punkte  zu  b.  Liesseo  sich  nun  vom  Punkte  g  an  den 
Kreis  um  a!  zwei  Tangenten  gp'  und  gtf  ziehen ,  welche  gleich 
gb  wären,  so  würden  p'  und  q'  ebenfalls  ioverse  Punkte  zu  6  sein. 
Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  es  zu  einem  Punkte  nur  zwei  in* 
verse  Punkte  geben  kann,  einen  in  Bezug  auf  den  innere,  den 
andern  in  Bezug  auf  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt. 

Die  Potenzenlinie  steht  allemal  senkrecht  auf  der  Centrale 
und  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche 
die  beiden  gegebenen  Kreise  senkrecht  durchschneiden.  Liegen 
die  beiden  gegebenen  ganz  ausser  einander,  so  fällt  die  Potenzen- 
linie zwischen  beide  Kreise;  liegt  ein  Kreis  innerhalb  des  an- 
dern, so  liegt  die  Potenzenlinie  ausserhalb  beider  Kreise. 

Durchschneidet  man  zwei  gegebene  Kreise  durch  einen  drit- 
ten und  zieht  die  gemeinsamen  Sekanten  ab  und  a'b'  (Fig.  51.),  so 
ist  deren  Durchschnitt  d  ein  Punkt  der  Potenzenlinie. 

Dean  man  bat  alsdann 

daxdb^da'xdb'. 
Zieht  man  von  d  die  Tangenten  df  und  df  an  beide  Kreise,  so  ist 
df*=zdaXdb,  dn^da'xdb', 

folglich 

df=df. 

Zutat x.  Auch  für  einen  Kreis  und  einen  Punkt  kann  es  nur 
eine  Potenzenlinie  geben. 

Denn  wäre  (Fig.  49.)  Msr/c,  so  müeste,  da  fct=ifk  ist, 
cf=lc  +  if  sein.  Wäre  mc^mk,  s*  mOsste  mf=mc+fc  sein, 
was  nicht  möglich  ist. 

f  83.   Erklärung.   Ein  in  einen  Kreis  beschriebenes  Vier. 
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6CK  von  uer  nescfKi  nennen,  na»«  aas  rroauci  an»  sweien  seiner 
Gegenseiten  so  gross  ist,  wie  das  Product  aus  den  beiden  än- 
dern ,  hetsst  ein  harmonisches  Viereck ,  und  seine  Ecken  sind  vier 
harmonische  f*unjtfe  der  Kreislinie. 

Ist  ABCD  (Fig.  52.)  ein  harmonisches  Viereek,  so- wird  man 
haben : 

ABxCD=APxBC, 

*  » 

oder  es  wird  sich  verhalten 

AB  :  OB  =  AD:  CD. 

Vier  Punkte  einer  Kreislinie  sind  harmonische  Punkte,  wenn  die 
Abstände  des  Punktes  B  von  A  und  C  sich  eben  so  zu  einander 
verhalten,  wie  die  Abstände  des  Punktes  D  von  denselben  Punk- 
ten. Vergleiche  §.  50. 

Zieht  man  in  einem  Kreise  einen  Durchmesser  und  eine  darauf 
senkrechte  Sehne,  so  sind  die  Endpunkte  derselben  vier  harmo- 
nische Punkte  der  Kreislinie. 

$.84.  Lehrt  atz.  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tan- 
gentenpaars eine  Sekante  durch  den  Kreis,  so  sind  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  Tangenten  und  die  Durchschnittspunkte 
der  Sekante  vier  harmonische  Punkte  der  Kreislinie.    (Fig.  52.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Durchschnittspunkte  der  Sekante 
B  und  D  mit  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  OA  und  OC. 

Es  ist 

±AOBco \DOBt 

mithin  verhält  sich 

AD  Aß=DO:AO. 

Ebenso  verhält  sich 

CD:CB  =  DO:CO. 
Folglich  verhalt  sich  wegen  AO=CO: 

AD.AB—  CD:  CB, 

und  es  ist 

ADx  CB  =  Aßx  CD. 

§,  86.  Lehrsatz.  Zieht  man  durch  den  einen  von  vier  har- 
monischen Punkten  einer  Kreislinie  eine  Tangente,  so  ist  diese 
Tangente  die  vierte  Harraonikale  zu  den  drei  Sehnen,  welche 
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ihreo  Berührungspunkt  mit  den  drei  übrigen  Punkten  verbinden. 

(Fig.  52.) 

Beweis.  Man  Hille  von  den  beiden  Punkten  B  und  D  Lothe 
auf  die  Tangente  und  die  mittlere  Sehne  AC.  Diese  Lothe  seien 
Bk,  Dl,  Bmt  Dn. 

4 

Es  ist 

&BAAco &BCm, 

also  verhalt  sich 

Ebenso  ist 

und  es  verhält  sich 

Dl:Dn  =  DAiDC. 
Der  Annahme  nach  aber  verhält  sich 

BA :  ÄC=  DA :  DC, 

folglich  auch 

Bk  Bm=Dl.Dn, 

woraus  hervorgeht,  dass  Aüt  AC,  AB,  AO  vier  Harmooikalen  sind. 

Bemerkung.  Von  den  vier  Ecken  eines  harmonischen  Vier- 
ecks heissen  je  zwei  gegenüberstehende  zugeordnete  Punkte. 

j.  86.  Lehrsatz.  Verbindet  man  irgend  einen'  Punkt  einer 
Kreislinie  mit  vier  harmonischen  Punkten  auf  derselben,  so  ent- 
steht ein  harmonischer  Büschel.  (Fig.  53.) 

Beweis.  Es  seien  ABCD  vier  harmonische  Punkte  der 
Kreislinie»  Afein  fünfter  willkürlicher  Punkt.  Zieht  man  an  einen 
der  Kachbarpunkte  von  M,  etwa  an  C,  eine  Tangente  GF,  so 
ist  dieselbe  die  vierte  Harmonikale  zu  CD,  CA,  CB.  Nun  aber 
ist  W.  BCF=W.BMC,  W.  ACB=zW.  AMB  u.  s,w.j  folg- 
lich sind  auch  MA,  MB,  MC,  MD  vier  Harmonikaien. 

§.  87.  Erklärung.  Eine  Sehne,  welche  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  eines  Kreises  mit  einander  verbindet, 
heisst  die  Berührungssehne  des  Tangenten paares.  DieLinie,  welche 
den  Durchschnitt  eines  Tangentenpaares  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  verbindet,  heisst  die  Berübrungscentrale,  und  eine  durch 
den  Dercbschnittspunkt  eines  Tangenten  paares  parallel  mit  der 


Bk.Bm=zBA:BC. 

bDAlcxz&DCn, 
daher 
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Berflhrungssehne  gezogene  Linie  nennen  wir  die  Berflhrungcpa- 
rallele.  Endlich  soll  eine  vom  DuTcmwhnittspunkt  cmes  Tangen- 
renDaars  eezoeene  Sekante  eine  Berührunsrssekante  beiesen. 

v 

■ 

Berührungssehne  und  Berührungsparallele  stehen  senkrecht 
auf  der  Berührungscentrale. 

$.88.  Lehrsätze.  1)  Jede  Berührungssekante  wird  vom  Tan- 
gentendurchschnitt  und  von  der  Berührungssehne  harmonisch  getheilt. 

20  Zieht  man  durch  die  Durchschnittspuokte  einer  Bertibrungs- 
sekante  Tangenten,  so  schneiden  sich  dieselben  auf  der  Verlän- 
gerung der  Berührungssehne. 

Beweis  tu  1).  (Fig.  54.)  Die  Linien  AB,  AOt  AF,  AG 
sind  vier  Harmonikaien ,  folglich  GJPO  vier  barmoniscbe  Punkte. 

Beweis  su  f).  (Fig.  54.)  Ist  GF  eise  tu  dem  Tangeaten- 
paar  AO,  BO  gehörige  Berflhningsselrunte ,  so  sind  GAFB  vier 
harmonische  Punkte  der  Kreislinie.  Werden  nun  in  F  und  # 
Tangenten  an  den  Kreis  gezogen  und  beide  Punkte  noch  mit  A 
und  B  verbunden,  so  sind  F  und  G  Contra  zweier  harmonischer 
Büschel,  welche  den  Strahl  FG  gemein  haben.  Die  beiden  fiö- 
schel  liegen  also  axial  «ad  der  Durchschnitt  4er  beiden  Tangen- 
ten  K  fallt  in  die  Verlängerung  von  AB. 

j.  89.  Zusätze.  1)  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eroes  Tan- 
gentenpaars zwei  Sekanten,  so  schneiden  steh  die  Linien,  welche 
die  Schnittpunkte  derselben  verbinden,  auf  der  Berfihrungssehne 
oder  deren  Verlängerung.   (Fig.  55.) 

Denn  da  Oama*  und  Obnb'  zwei  harmonische  Punktreihen 
sind,  die  den  Punkt  O  gemein  haben,  so  schneiden  sich  sowohl 
die  Geraden  atf  und  66',  als  auch  ab'  und  afb,  auf  der  Geraden  rnn. 

2)  Zwei  Linien,  welche  den  Tangentendurchechnitt  mit  des 
Endpunkten  einer  Sehne  verbinden,  die  durch  die  Mitte  der  Be- 
rühruogssehne  geht,  bilden  mit  der  Berührungscentaale  gleiche 
Winkel.  (Fig.  56.) 

Es  sei  m  die  Mitte  der  Bern hrungss ebne  AB,  ab  eine  zweite 
durch  den  Punkt  m  gezogene  Sehne. 

Man  verbinde  den  Punkt  6  mit  dem  Tangentendurchschnitt  O; 
die  Verbindungslinie  möge  die  Berührungssehne  in  n,  die  Kreis- 
linie »im  zweiten  Mal  in  6'  dorchschneiden.  Da  nun  6*6'0  vier 
harmonische  Punkte  sind,  so  wird  der  Punkt  m,  wenn  man  Hm 
nowi  niif  o  \  erDinnei ,  aas  *_  emmin  eures  narTnoniscnen  ouscneis. 
Nun  aber  steht  die  BerübrurrgscentraJe  mO  senkrecht  auf  m»; 

TktU  XXIX.  8 
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folglich  wird  der  Winkel  amb'  durch  mO  balbirt  Dabei  ist  m« 
=  mb' ,  wovon  man  sich  sogleich  überzeugt,  wenn  man  a  und  & 
mit  dem  Mittelpunkte  verbunden  denkt  und  die  Congruenz  der  ent- 
stehenden Dreiecke  in  Erwägung  zieht.  Folglich  ist  Ä  am  O 
^  A  b'mO  und  daher  W.  aÖm  =  W.  b'Om. 

90.  Lehrsatz.  Jede  durch  die  Mitte  einer  Berührungs- 
sehne  gezogene  Sehne  wird  von  der  Berührungssehne  und  der 
Berührungsparallele  harmonisch  getheilt.   (Fig.  56.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Endpunkte  der  Sehne  ab  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  O.'  Alsdann  ist  \V.  aOm=W.  bOm, 
die  Berührungsparallele  XY  steht  aber  im  Punkte  O  senkrecht 
auf  der  Centrale  Om;  folglich  ist  O  das  Centrum  eines  harmoni- 
schen Büschels  und  bmaq  sind  vier  harmonische  Punkte. 

§.  91.  Zusatt.  Fällt  man  vom  Tangentendurchschnitt  ein 
Loth  auf  irgend  einen  Durchmesser,  so  wird  dieser  allemal  von 
dem  Lothe  und  der  Berührungssehne  harmonisch  getheilt. 

Erster  Fall.  (Fig.  54.)  Liegt  der  Fusspunkt  H  des  Lothes 
RH  innerhalb  des  Kreises,  so  seien  A  und  B  die  Durchschnitts- 
punkte dieses  Lothes  mit  dem  Kreise.  Zieht  man  nun  in  A  und 
B  Tangenten  an  den  Kreis,  so  liegt  deren  Durchschnitt  Ö  auf 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  DE,  welcher  auf  AB  senk- 
recht steht,  und  es  sind  DHEO  vier  harmonische  Punkte.  Nun 
aber  lie^t  der  Punkt  ö  auch  in  der  Verlängerung  von  GF  nach 
§.88.,  2),  folglich  wird  DE  von  dem  Lothe  KH  und  der  Berüh- 
rungssehne FG  harmonisch  getheilt. 

Zweiter  Fall.  (Fig.  56.)  Es  liege  zweitens  der  Fusspunkt  O 
des  Lothes  qO  ausserhalb  des  Kreises.  Ist  nun  m  der  Durch- 
schnittspunkt  der  Berührungssehne  a'b'  und  des  durch  O  geben- 
den Durchmessers  DE,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  die 
Sehne  AB  in  m  senkrecht  auf  DE  steht,  die  in  A  und  B  an  den 
Kreis  gezogenen  Tangenten  sich  im  Punkte  O  schneiden  müssen. 
Denn  angenommen,  es  wäre  nicht  der  Fall,  so  würde  die  zu  AB 
gehörige  Berührungsparallele  die  von  q  durch  m  gezogene  Berflh- 
rungssekante  ab  nicht  im  Punkte  q,  sondern  in  irgend  einem  an- 
dern Punkte  durchschneiden,  welcher  dann  eben  so  wie  q  ein 
vierter  harmonischer  Punkt  zu  6,  m,  a  wäre,  was  nicht  möglich 
ist.   Demnach  sind  DmEO  vier  harmonische  Punkte. 

§,  92.  Folgerung.  Man  kann  die  beiden  Bogen,  in  welche 
die  Peripherie  eines  Kreises  durch  eine  beliebige  Sehne  getheilt 
wird,  allemal  als  zwei  in  Conformitätslage  befindliche  Systeme  an- 
sehen und  zwar  in  zwiefacher  Waise: 
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Darstellung  der  Verwandtschaft  u.  d.  Kegeltctodtle  enthaltend.  Uff 

Einmal  ist  das  Centram  der  Durchschoittspunkt  des  Tangen* 
tenpaars,  welches  die  gegebene  Sehne  zur  Berührungssehne  bat. 
Die  Sehne  AB  (Fig.  55.)  ist  dann  selber  die  Axe. 

Zweitens  kann  man  auch  die  Mitte  der  Sehne  m  (Fig.  66.)  als 
Centrum  nehmen;  dann  ist  die  zur  gegebenen  Sehne  AB  gehö- 
rige Berührungsparallele  XY  die  Axe. 

Man  pflegt  im  vorliegenden  Falle  das  Centrum  auch  den  Pol 
und  die  Axe  die  Polare  zu  nennen.  Liegt  der  Pol  ausserhalb 
des  Kreises,  so  durchschneidet  die  Polare  den  Kreis,  während 
dies  nicht  der  Fall  ist,  wenn  der  Pol  innerhalb  des  Kreises  liegt. 

Je  mehr  sich  der  Pol  dem  Mittelpunkte  nähert,  desto  weiter 
entfernt  sich  die  Polare;  die  Polare  des  Mittelpunkts  liegt  in  un- 
endlicher  Entfernung.  '  , 

Umgekehrt:  Je  mehr  sich  die  Polare  dem  Mittelpunkte  nähert« 
desto  weiter  entfernt  sich  der  Pol;  der  Pol  jedes  Durchmessers 
liegt  ebenfalls  in  unendlicher  Entfernung. 

Je  mehr  sich  die  Polare  einer  Tangente  des  Kreises  nähert, 
desto  näher  rückt  ihr  der  Pol.  Als  Pol  einer  Tangente  sieht  man 
daher  ihren  Berührungspunkt  an. 

§.93.  Lehrsatz.  1)  Alle  Tangentenpaare,  deren  Berührungs- 
sehnen durch  denselben  Punkt  gehen,  haben  ihren  Durchschnitt 
auf  der  Polare  dieses  'Punktes. 

Denn  zieht  man  durch  O  einen  Durchmesser  DE,  so  trifft 
jedes  vom  Durchschnitt  eines  Tangeotenpaares  gefällte  Loth  den 
vierten  harmonischen  Punkt  zu  Z>,  O,  E;  folglich  fallen  alle  diese 
Lothe  zusammen. 

2)  Die  Berührungssehnen  aller  Tangentenpaare,  deren  Durch- 
scbnittspunkte  auf  derselben  Geraden  XY  liegen,  schneiden  sich 
im  Pol  dieser  Geraden. 

Denn  zieht  man  in  Fig.  56.  den  Durchmesser  DE  senkrecht 
auf  XY,  so  muss  jede  Berührungssebne  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  D,  E,  O  treffen.  ,u  $|( 

§.94.  Lehrsatz.  Die  Potenzenlinie  zweier  Kreise  lieft  alle- 
mal in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Polaren  eines  Aehnlich- 
keitspunktes.    (Fig.  57.)  .  •■„.  ,0 

Beweis.  Es  seien  a,  6  und  andererseits  a' ,  b'  die  Punkte; 
to  welchen  ein  vom  Aehnlichkeitspunkt  O  ausgehender  Strahl  die 
Kreise  um  e  und  c'  durchschneidet.  Die  Tangenten  in  at  b,  o\  6j 
bilden  geberig  verlängert  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale 
fy  die  PotensenJinie  beider  Kreise  ist,  während  die  Ecken  d  und 
d'  auf  den  Polaren  liegen,  welche  dem  Punkte  O  in,  Rücksicht 


Digitized  by  Google 


■ 

aui  den  einen  nnd  den  andern  Kreta  zukommen.  Dra  beiden  Po* 
Uten  sied  der  Potenzenlinie  aber  parallel  nnd  die  Poteazeatinie  fg 
geht  durch  die  Mitte  von  dd'. 

jl.  U5.  I>er  Anwendung  wegen  walten  wir  einen  Satz  luv  einen 
besonderen  Fall  beweisen,  indem  wir  uns  den  allgemeinem  Beweis 
vorbehalten. 

Es  sei  aaf  (Fig.  58.)  die  Berührungssehne  zweier  Tangen- 
ten, welche  wir  uns  im  vorliegenden  besondern  Fall  einander  parallel 
denken,  wouach  aa'  ein  Durchmesser  sein  wird.  Ferner  seien  z» 
und  q  die  Berührungspunkte  von  zwei  andern  Tangenten,  welche 
die  beiden  ersten  Tangenten  am  und  a'm*  einerseits  in  6  und  e, 
andererseits  in  b'  und  &  durchschneiden  mögen.  Alsdann  wird 
behauptet,  dass  die  Geraden  aa\  66',  c&  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte*  schneiden. 

Beweis.  Verbindet  man  den  Mittelpunkt  n  mit  ji»  6  und  c't 
so  ist 

W.  «mp  +  W.  a'n/i  =  2Ä, 
W.  anb  +  W.  aW  s  Ä. 

Nun  aber  ist  auch 

also  W.  a'&n  =r  W.  cm6.  Folglich  ist,  wegen  der  beiden  rechten 
Winket  m  a  nnd  a4,  A  eit6  cv>  A,  a'tfn  und  es  verhalt  sich 

ab.an  =  a'n.a'c' , 

woraus  hervorgeht: 

o6  X  oV  =:  an*. 

Ebenso  leitet  man  ab: 

acXa'©'  =  afi*, 
mithin  bat  man  die  Proportion: 

ab'.ac  —  a'b4 ':  a'c' 

Da  nun  aber  die  beiden  proportionalen  Punktreilren  abc  und  «/eV 
parallel  sind,  so  müssen  sie  perspectiviscb  liegen. 

}.  90.  Errichtet  man  (Flg.  W.)  auf  den  Durehmesser  des 
Kreises  am  B>  etwa  im  Punkte  C,  ein  Loth  bis  zur  Peripherie 
€Dt  so  helsst  dieses  Loth  eine  dem  Durchmesser  AB  zugeord- 
nete Ordinate.  Die  Entfernung  des  Fusspunktes  C  von  irgend 
einem  festen  Punkte  auf  AB,  etwa  vom  Mittelpunkte  H,  wird 
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renannt 

Die  Ordinate  CD  ist  bekanntlich  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  beiden  Abschnitten  de»  Durchmessers: 

'i  CLP^AC.CB.  .    i  i| 

Bezeicboet  man  die  Ordinate  durch       die  Abscisse  C£T  durch 

x,  eo  hat  man,  wofern  noch  o  den  Radius  J#7  vorstellt: 

■  •    .  .  .  a 

Nimmt  man  aber  deo  Punkt  i4  zum  Anfangspunkt  der  Abscissea 
und  bezeichnet  die  Abscisse  AC  durch  xlf  so  ist  CB  =  2a — xx ; 
fofglich  erhält  man: 

2)  ^«^(S«— -V. 

Jenes  ist  die  Mittolpunktsgleichung,  dieses  die  ScbeiteJgieichung 
des  Kreise». 


Ton  der  Ellipse 

j.  97.  Erklärung.  Der  geometrische  Ort  alter  derjenigen 
Punkte,  deren  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen  Punkten 
eine  cor» taute  Grosse  zur  Summe  haben,  heisut  eine  Ellipse.  Die 
beiden  festen  Punkte  heissen  die  Brennpunkte,  und  jede  Linie, 
weiche  einen  der  Brennpunkte  mit  einem  Punkte  der  Ellipse  ver- 
bindet, wird  ein  Leitstrabi  genannt. 

Mechanisch  wird  eine  Ellipse  auf  folgende  Weise  eonabroirt: 
man  befestigt  die  Enden  eines  Fadens,  ohne  denselben  zu  span- 
nen* sa  A  und  B,  spannt  sodann  den  Faden  mittelst  eines  Stif: 
tes  und  geht  nun  mit  dem  Stifte  um  die  beiden  festen  Punkte  so 
herum,  dass  der  Faden  beständig  gespannt  bleibt  Mittelst  ein- 
zelner  Punkte  kann  man  die  Ellipse  consteuiren,  indem  man  (Fig.  60.) 
zuerst  in,  einem  Kreise  ausser  dem  Mittelpunkte  B  eisen  zweiten 
Punkt  A  annimmt  Zieht  man  einen  beliebigen  Radius  BC,  ver- 
bindet €  mit  4,  errichtet  in  der.  Mitte  von  AC  in  D  ein  Lotb* 
so  wird  dieses  den  Radius  BC  in  einem  Punkte  JE  durchschnei- 
den, und  es  ist 

=BC 


Mitbin  gehurt  der  Punkt  E  einer  Ellipse  an,  welche  die  Punkte 
A  und  B  a»  Brennpunkten^  hat,  und  bei  welcher  die  Somme  von 
je  zwei  zusammengehörigen  Leitstraftlen  =  BC  ist 
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Mau  kann  hiernach  eine  Ellipse  auch  deüoiren  als  den  geo- 
metrischen Ort  derjenigen  Punkte,  welche  von  der  Peripherie 
eines  festen  Kreises  und  von  einem  festen  Punkte  A  innerhalb 

dieses  Kreises  gleiche  Entfernung  haben.   (AE  =  EC.) 

i»  •    •     - • 

Die  Ellipse  ist  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie;  denn 
auf  jedem  Radius  des  Kreises  am  B  lässt  sich  ein,  aber  auch 
nur  ein  Punkt  bestimmen,  welcher  der  Ellipse  angehört  Mao 
nennt  den  Kreis  um  B  den  Leitkreis,  den  festen  Punkt  A  den 
Leitpunkt.  Man  kann  jeden  der  beiden  Brennpunkte  zum  Leit- 
punkt  wählen  und  den  Leitkreis  um  den  andern  Brennpunkt  be- 
schreiben, der  Radius  desselben  ist  gleich  der  Summe  von  zwei 
zusammengehörigen  Leitstrahlen. 

Lässt  man  den  Leitpunkt  in  den  Mittelpunkt  des  Leitkreis** 
fallen,  so  geht  die  Ellipse  in  eine  Kreislinie  über.  Der  Kreis  ist 
eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Eine  Linie,  welche  zwei  Punkte  der  Ellipse  verbindet«  heisst 
eine  Sehne,  die  Mitte  derjenigen  Linie,  welche  die  beiden  Breun-, 
punkte  verbindet,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt,  und 
jede  Sehne,  welche  durch  den  Mittelpunkt  geht,  ist  ein  Durchmesser. 

*  Die  grosse  und  die  kleine  Axe  sind  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Durchmesser ,  von  denen  der  erstere  durch  die  beiden 
Brennpunkte  geht.  tt  t 

Das  Verhältniss  derjenigen  Strecke,  welche  von  den  beiden 
Brennpunkten  begrenzt  wird ,  zur  grossen  Axe  ist  die  Excentricitat. 

Die  beiden  Sehnen ,  welche  durch  die  Brennpunkte  geben  und 
senkrecht  auf  der  grossen  Axe  stehen,  heissen  Parameter. 

Die  Endpunkte  der  grossen  Axe  (die  Scheitel)  erhält  man, 
Wenn  man  im  Leitkreise  (Fig.  60.)  durch  den  Leitpunkt  A  einen 
Durchmesser  zieht  KL,  und  die  vom  Punkte  A  auf  diesen  Durch- 
messer gebildeten  Abschnitte  in  F  und  G  halbirt  Hieraus  folgt, 
dass  die  Axe  FG  dem  Radius  des  Leitkreises  gleich  ist,  das«  sie 
also  auch  so  gross  ist,  wie  die  Summe  von  zwei  zusammengehö- 
rigen Leitstrahlen  AE\EB.  Sie  wird  von  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  H  halbirt  Dies  ist  auch  mit  der  kleinen  Axe  der  Fall ;  denn 
verbindet  man  ihre  Endpunkte  mit  den  beiden  Brennpunkten,  so 
entstehen  zwei  congrueute  gleichschenklige  Dreiecke  über  gemein* 
sanier  Grundlinie. 

Wir  bezeichnen  die  Hälfte  der  grossen  Axe  durch  a  und 
die  Hälfte  der  kleinen  Axe  durch  6.  Es  sei  MN  die  kleine 
Axe;  alsdann  ist  AM  «  BM,  AM  +  BM  =  2a;  mithin  AM.**  «. 
Demnach   erhält  man   in  dem   rechtwinkligen  Dreieck  AMHi 
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m.  ä.  Ke9tl*eknttu  enthaltend.  1 W 

j   :  1  \\\  *•►■•..;  .»    ■•   •  «: 

woraus  sich  die  Excentricität  .  , 


e  = 


ergiebt. 

j.  98.  Lehriatz.  Halbirt  man  in  einer  Ellipse  den  von  zwei 
susammengehorigen  Leitstrablen  gebildeten  Winkel,  nnd  errichtet 
ini  Scheitel  desselben  auf  der  Ratbtruugslinie  ein  Loth ,  so  hat 
dieses  Loth  nur  einen  Punkt  mit  der  Ellipse  gemein  nnd  beisst 
eine  Tangente  der  Ellipse  (Fig.  61.).  < 

Beweis.  Es  sei  CK  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACE, 
CM  senkrecht  auf  CK. 


Verlängert  man  den  Leitstrahl  BC,  so  dass  die  Verlan; 
C£  dem  andern  Leitstrahl  AC  gleich  wird,  so  wird  CM  senk- 
recht durch  die  Mitte  von  EA  gehen.  Angenommen  nun,  die  Linie 
CM  hätte  ausser  dem  Punkt  C  noch  einen  zweiten  Punkt,  etwa 
den  Punkt  X,  mit  der  Ellipse  gemein,  so  wurde  man  nach  der  l)e- 
inition  der  Ellipse  haben  : 

AX+  XB=AC+  CB=EB. 


Nun  ist  aber  EX=zAX;  also  wäre  auch 

."I',.    •     ■  •    '  '  -  ' 

^     .  EX+XB=EB, 

was  unmöglich  ist,  da  in  einem  Dreieck  immer  zwei  Selten  zu- 
sammen grdsser  sind  als  die  dritte. 

Anmerkung.  Obwohl  noch  nicht  erwiesen  ist,  dass  es  durch 
einen  Punkt  einer  Ellipse  nur  eine  Tangente  au  dieselbe  geben 
wollen  wir  die  Gerade  CM  schlechthin  die  Tangente  in  C 
die  darauf  seokrechte  Linie  CA,  welche  den  Winkel  ACB 
haJbjrt,  soll  die  Normale  heisseu, 

Zusatz.  Die  Tangente  und  Normale  bilden  mit  den  beiden 
Leitstrablen  AC  und  BC  einen  harmonischen  Büschel. 

j.  99.  Lehrsatz.  Das  von  einem  Brennpunkt  einer  Ellipse 
auf  eine  Tangente  gelallte  Loth  trifft  mit  seinem  Fusspunkt  alle- 
mal die  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  die  grosse  Aze  zum 
Durchmesser  hat  (Fig.  60  ). 

ßeweis.  Verlängert  man  das  Loth  AD,  bis  es  der  Lertstrahl 
BE  in  C  durchneidet,  so  ist  EC—EA,  weil  die  Tangente  DE 
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den  Winkel  CEA  halbirt  Mitb'ur  ist  *?C=2a.  Nun  ist  D  die 
Mitte  von  AC,  H  die  Mitte  von  AB;  folglich  ist  HD  die  Hälfte 
von  BG  d.  b. 

HD~a. 

Der  Kreis,  welcher  die  grosse  Aze  der  Ellipse  zum  Durch- 
messer hat,  soll  der  Axenkreis  der  Ellipse  heissen. 

Z  usati.  Das  durch  die  Peripherie  des  Axenkreises  von  einer 
Tangente  einer  Ellipse  abgeschnittene  Stück  wird  dsrch  den  Be- 
rührungspunkt und  die  grosse  Axe  harmonisch  getheilt  (Fig.  61.) 

Beweis.  Fallt  man  von  den  Brennpunkten  A  und  B  -die 
Lothe  AM  und  BN  auf  die  Tangente  LC,  so  liegen  die  Fobb- 
punkte  dieser  Lothe  M  und  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkreises. 
Es  sei  CK  die  Normale;  dann  sind  LAKB  vier  harmonische 
Punkte.  Nun  aber  sind  die  Linien  AM  und  BN  parallel  mit  KC; 
folglich  ist  auch  LMCN  eine  Reihe  von  harmonischen  Punkten. 

j.  100.  Lehr  satt.  Die  halbe  kleine  Axe  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  den  beiden  Abschnitten,  welche  durch  eine* 
der  Brennpunkte  auf  der  grossen  Axe  gebildet  werden.  (Fig.  G2.) 

Beweis.  Die  Tangente  MN,  welche  durch  den  Endpunkt/) 
der  kleinen  Axe  geht,  ist  Her  grossen  Axe  parallel,  da  die  Nor- 
male in  die  Richtung  der  kleinen  Axe  fällt.  Ist  nun  H  der  Mit- 
telpunkt,  A  und  B  die  Brennpunkte,  AM  und  BN  Lothe  auf  der 
Tangente,  so  ist  HD—  AM=  BN.  Nun  aber  liegen  die  Punkte 
M  und  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkreises ;  ist  also  FG  die 
grosse  Axe,  so  hat  man: 

Atfi=FAxAG, 

da  die  Linie  AM  auf  der  Axe  senkrecht  steht. 

f.  U)L  Lekrtalu  Das  Rechteck  ms  je  zwei  Lothen,  welche 
von  den  beiden  Brennpunkten  einer  Ellipse  auf  eine  Tangente  der- 
selben gefällt  sind,  ist  dem  Quadrat  der  halben  kleinen  Axe  gleich. 
(Fig.  60.  a.) 

Beweis.  Man  verlängere  die  beiden  Lothe  ^flJ  und  BN, 
deren  Fusspunkte  in  der  Peripherie  des  Axenkreises  liegen,  bis 
sie  diese  Peripherie  zum  zweiten  Mal  in  P  und  Q  durchschnei- 
den, und  falle  vom  Mittelpunkte  ti  die  Lothe  HR  und  HS  auf 
dieselben.  Alsdann  ist  &AHR&&BHS,  weil  AH=zHLß, 
W.Ä^J5f=W.S£ÄalsWechselwinkel  zwischen  Parallelen  und  die 
Winkel  R  und  S  rechte  sind.  Hieraus  folgt  RH  SM)  folg. 
lieh  sind  die  beideu  Sehnen  MP  und  NQ  einander  gleich,  da  eis 
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gleichen  Abstand,  ton  «Mittelpunkt  ihaben.  Nun  aber  ist  die 
Hälfte  von  NQ,  PR  die  Hälfte  von  JHP,  mithin  PR  =  NS.  Aus 
der  oben  bewiesenen  Conanen*  folgt  überdies  AR  =  BS;  folglich 
\»tAP=rHN,    Bekanntlich  tat  aber  ,  ,.f 

A MxAP—  FAxA G,  ■    -    .  . 

also  zufolge  des  vorigen  Paragraphen : 

§.  102.  Lehrsatz.  Schneiden  sich  eine  Tangente  einer 
Ellipse  und  eine  Tangente.  Ihres  Axeukreises  in  der  Verlängerung 
der  grossen  Axe,  so  steht  die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungs- 
punkte senkrecht  auf  der  grossen  Axe.  (Fig.  63.) 

Beweis.  Man  ziehe  vom  Durchsefruittopunkt  der  beiden  Tan- 
genten LC  und*  LC  eine  zweite  Tangente  an  den  Axe nk reis  LD1, 
und  verbinde  die  Berührungspunkte  der  Kreistangenten.  —  Die 
Strecke  MN,  welche  durch  den  Axen kreis  von  der  Tangente  der 
Ellipse  abgeschnitten  wird,  wird  vom  Tangen  tei^arefcsf  bnirt  L  uu^i 
von  der  Berührungssehne  harmonisch  getheilt,  folglich  wird  die 
Berflhrungssehne  CD'  durch  den  ßerüfiruegspunkt  C  der  Tan- 
gente LC  gehen  nach  §.99.  Zusatz;  dieselbe  steht  aber  senk- 
recht auf  der  grossen  Axe,  da  ja  L  in  der  Verlängerung  dieser 
Axe  liegt  ,. 

§.  1U3.  Lektßu,U.  Ein  vom  Punkte  C  einer  Ellipse  auf  die 
grosse  /ixe  gelalltes  Loth  soll  djie  der  grossen  Axe  zugeordnete 
Ordiuate  des  Punktes  C  heisseu.  . 

Jede  der  grossen  Axe  zugeordnete  Ordinate  verhält  sich  zur 
nuttlern  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  der  grossen  Axe 
wie  die  kleine  Axe  zur  grossen.  (Fig.  63.) 

Beweis.  Es  ist  A LMAoo ±LNBco&LCK't  mithin  ver- 
hält sich  «  ; 

'   -  LK:LM=CK:  AM, 

LK.LN-CKBfi!. 

•    ,«»■'    1  #■  .  i  ■■•»I 

Setzt  man  beide  Proportionen  zusammen,  so  kommt: 

'  17^  LMxL^=CJ^  A3fx BN. 
Nun  aber  ist 

LMxLX=ZV\ 
AMxBN~b*> 

Thtil  XXIX.  9 
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folglich  hat  man,  indem  man  die  Ortfrnate  CK  dureh  y  bezeichnet: 

f.        \  '         'm;  .    .    ,  ■■  __±J_   •'.      M      ,.»        \  .\ 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  LATC  und  CKÜ'vit* 
hält  sich  ,      •..  < 

LK:LC  =  CK:CH; 

folglich  erhalt  man,  indem  man  die  Kreisordinate  durch  y' 
bezeichnet,  und  fiberlegt,  das«  der  Radius  OH  gleich  der  halben 
grossen  Ax«-  ist: 

Bezeichnet  man  dw  Strecke  tfff  durch  ar,  so  erhalt  man: 

A2 

Wird  aber  FkX  *hncb  xx  bezeichnet,  so  kommt: 

Jene  ist  die  Mittelpunktsgleichung,  diese  die  Scfieitel&teicbtifig  der 
Ellipse. 

Zusatr:  1)  Die  Ellipse  ist  mit  ihrem  Axehkreise  irr  AffinitÄts- 
hige;  die  grosse  Axe  ist  Affinitatsaxe,  die  Richtung  der  Affin!» 
tätsstrahlen  senkrecht  darauf,  das  Yerbälfniss  b:a  ist  das*  Affitri* 
tatsverhältuiss. 

Da  alle  Kreise  einander  Hb  n  lieh  sind,  so  können  eine  beliebige 
Ellipse  und  ein  beliebiger  Kreis  immer  als  affine  Figuren  angesto' 
hen  werden.       •  , 

2)  Offenbar  entspricht  einer  Sekante  des  Axenkreiserf  wieder- 
um eine  Sekante  der  Ellipse  und  einer  Tangente  eine  Tangente. 
Da  es  nun  in  einem  Punkt  einer  Kreislinie  nur  eine  Tangente  an 
dieselbe  geben  kann,  so  muss  das  Entsprechende  von  der  Ellipse 
gelten.  ,ti  ,  ,  :  * ;  , 

3)  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  des  Kreises  und  der  Ellipse 
liegt  auf  der  Affinitatsaxe,  mithin  fallen  in  demselben  zwei  ent 
sprechende  Punkte  zusammen.  Demnach  entspricht  einem  Durch- 
messer des  Axenkreises  wiederum  ein  Durchmesser  der  Ellipse, 
in  der  grossen  Axe  fallen  zwei  entsprechende  Durchmesser  der 
beiden  Figuren  zusammen: 
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Alle  Durchmesser  der  Ellipse  werden  im  Mjttelnunkt  balbrrt. 

Deon  es  sei  CM  (Fig. 65.)  ein  Durchmesser  der  Ellipse,  CM' 
der  entsprechende  Durchmesser  des  Axenkreises.  Im  Mittelpunkt 
H  fallen  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen,  und  da  in  aftinen 
Systemen  entsprechende  Strecken  durch  entsprechende  Punkte 
proportionirt  getheilt  werden,  so»  verhält  sich 

CH  ÜM^CÜ.HM. 

4)  Jeder  Sehne  der  Ellipse,  welche  auf  der  grossen  Axe  senk- 
recht steht,  wie  der  Sehne  CD  in  Fig.  63. ,  entspricht  eine  Kreis- 
sehne  CD*,  welche  mit  ihr  in  dieselbe  Richtung  füllt. 

Eine  Sehne  der  Ellipse,  welche  die  kleine  Axe  senkrecht 
durchschneidet,  ist  der  Afßnitfitsaxe  parallel.  Ihr  entspricht 
also  eine  Kreissehne  MN,  welche  ebenfalls  der  Affinität« axe  pa- 
rallel ist 

■ 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  beiden  Axen  die  auf  ihr  senk- 
rechten Sehnen  halbirt  Demnach  wird  die  Ellipse  durch  die  grosse 
und  die  kleine  Axe  in  vier  congruente  Viertel  getheilt. 

5)  Zieht  man  in  einer  Ellipse  durch  die  Endpunkte  eines  Durch- 
messers Tangenten,  so  sind  dieselben  parallel. 

Es  seien  CM  und  CM'  (Fig.  63.)  zwei  entsprechende  Durch- 
messer.  Zieht  man  nun  in  C  und  M4  Tangenten  an  den  Axen- 
kreis,  so  sind  dieselben  parallel ;  folglich  müssen  auch  die  entspre- 
chenden Tangenten  der  EllipsH  in  Cund  M  einander  parallel  sein, 
da  in  affinen  Systemen  einem  Paar  von  Parallelen  wiederum  ein 
Paar  von  Parallellinien  entspricht 

...  6)  Die  kleine  Axe  ist  die  mittlere  Proportionale  ans  der  gros- 
sen Axe  und  dem  Parameter.  (Fig.  62.) 

Es  sei  B  der  eine  ßrennpunkt  der  Ellipse ,  Ä/V  ein  Loth  auf 
derjenigen  Tangente,  welche  durch  den  Endpunkt  D  der  kleinen 
Axe  geht,  L  der  Durchschnittspunkt  des  Lothes  BN  mit  d<  r 
Ellipse. 

Es  verhält  sich 

BL:BN=zh:a. 

Nun  ist  £iV=//Z>=6,  BL  die  Hälfte  des  Parameter» 
Multiplicirt  man  also  sämmtliche  Glieder  der  obigen  Proportiou 
mit  2,  so  erhält  man: 

11:26=26:20. 

9* 


I 


Digitized  by  Google 


124  Eine*:  Vorschule  der  neuem  Genmetrte,  Mibe*,  eine  e  lernen  t 

7)  Durch  die  Gleichung1  ■•■        '  ■  *        '  ' 

26* 

nimmt  die' Scheitelgleichung  der  Ellipse  die  folgende  Gestalt  an:» 

y%^pxl  —  *  '  '    '"  • 

d.  h.  da»  Quadrat  jeder  Ordinate  ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus 
dem  Parameter  und  der  zugehörigen,  vom  Scheitel  gerechneten 
Abscisse,  und  zwar  um  das  Quadrat  einer  Grösse,  welche  sich- 
zu  dieser  Abscisse  verhält,  wie  die  kleine  Axe  zur  grossen.  i 


§.  104.  Erklärung.  Eine  Sehne  und  ein  Durchmesser  der 
Ellipse  heissen  eioander  zugeordnet,  wenn  die  Sehne  den  durch 
die  Endpunkte  des  Durchmessers  gehenden  Tangenten  parallel  ist. 

Zusatz.  1)  Ist  die  Sehne  CD  der  Ellipse  (Fig. 61. a.)  dem 
Durchmesser  Kh  zugeordnet,  so  steht  im  Axenkreise  derselben 
die  entsprechende  Sehne  CD'  auf  dem  entsprechenden  Durch- 
messer  senkrecht. 

Beweis.  Da  die  Sehne  CD  der  Tangente  KP  parallel  ist, 
so  ist  auch  die  entsprechende  Sehne  OD'  d*»r-  entsprechenden 
Tangente  K'P1  parallel.  Nun  aber  steht  k'P1  auf  K'L'  senk- 
recht, also  auch  OD*. 

9 

Zweien  zugeordneten  Durch  meiern  der  Ellipse  entsprechen' 
also  zwei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  des  Axenkreises. 
Jeder  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  ist  den  Tangenten' 
parallel,  welche  durch  die  Endpunkte  des  andern  gehen. 

2)  Jeder  Durchmesser  einer  Ellipse  halbirt  sämmtüche  ihm 
zugeordnete  Sehnen.  (Ftg.  61. a.) 

Es  sei  M  der  Durchschnitt  der  Geraden  CD  und  KL,  M'  der 
Durchschnitt  von  CD1  und  K'L\  also  M*  der  dem  Punkt  M  ent- 
sprechende Punkt. 

Den  Eigenschaften  affiner  Figuren  gemäss  verhält  sich 

CM.MD^CM'iM'D", 

nun  aber  ist  J/'  die  Mitte  von  CD,  da  CD*  auf  K'V  senkrecht 
steht;  folglich  ist  auch  M  die  »litte  von  CD. 

Anmerkung.  Es  seien  (Fig. 64.)  HC  und  HD"  zwei  auf 
einander  senkrechte  Radien  des  Axenkreises  einer  Ellipse.  Dann 


;  : 
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werden  <lie  entsprechenden  Strecken  der  Ellipse  HC  und  HD 
Hälften  Ton  zwei  zugeordneten  Durchmessern.  Ferner  seien  CM 
und  DN  zwei  auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  senkrechte  Linien, 
von  denen  eine,  wie  früher  gezeigt,  durch  C\  die  andere  durch 
/)'  geht. 

Alsdann  hat  man,  wenn  der  Winkel  CHF  difrch  <p,  der  Win- 
kel DHG  durch  1>  bezeichnet  wird: 

MC     6  MC 
5  UllW=MH  =  «MW 

ND    b  JSI? 

nuo  ist  aber  wegen  der  Congruenz  der  Dreiecke  CMH  und  &1NH 
die  Strecke  OM=HJS  and  D>N=HM,  also 

tang9.tang^=^. 

Diese  Formel  kann  dazu  dienen,  um,  wenn  g>  gegeben  ist, 
den  Winkel  t/>  zu  finden. 

■  ■  " 

Ist  der  Winkel  CHFzzD'HG^W,  so  sind  dfe  beiden  Drei- 
ecke CMti  und  &NH  gleichschenklig  und  MH=NH;  mithin 
ist  dann  auch  &CMH^\DNH  und 

HCz=HD. 

Unter  den  verschiedenen  Paaren  von  zugeordneten  Durch- 
messern einer  Ellipse  giebt  es  ein  Paar  gleiche. 

j.  105.  Lehrsatz.  Die  Summe  der  Quadrate  je  zweier  zu- 
geordneter Durchmesser  einer  Ellipse  ist  eine  conatante  Grosse 
(Fig.  64.). 

Beweis.  Es  werde  CH  durch  alt  DH  durch  bx  bezeichnet; 
dann  ist:        »' • 

0l*=Wffi  +  MCi, 


  '      .  •  •    .  \ 


<tx*  +  b^iMHt+NW)*^^  -f  ND*). 


t26  Seien:  Voretkule  der  neuem  Geometrie,  Habet,  eine  elemenS. 

Nun  aber  ist  wegen  der  Congroenz  der  Dreiecke  MHC  ond  NUD1 
die  Seile  NHszMC,  mithin 

ferner  hat  man  MC  =°- .  MC,  ND=- .  Nfr,  folglich: 

$.  106.  Erklärung.  Die  Hälfte  einer  Sehne,  welche  einem 
Durchmesser  einer  Ellipse  zugeordnet  ist,  nennt  man  eine  dem 
Durchmesser  zugeordnete  Ordinate. 

In  Fig.  65.  stellen  CM  und  Dff  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
vor.    Wählt  man  nun  in  dem  einen  derselben  einen  Punkt,  etwa 
in  CM  den  Punkt  K,  und  zieht  von  K  aus  eine  Parallele  KL  zu  \ 
dem  andern  Durchmesser  DJS  bis  zur  Ellipse,  so  ist  KL  eine  den 
Durchmesser  CM  zugeordnete  Ordinate* 

$.  107.  Lehrtatz.  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete 
Ordinate  in  einer  Ellipse  verhält  sich  zur  mittlem  Proportionale 
aus  den  beiden  Abschnitten  des  Durchmessers,  wie  der  ihr  pa- 
rallele Durchmesser  zu  dem  zugeordneten.  (Fig.  65.) 

Beweis.  Man  suche  die  den  Punkten  C,DtK,L,  u.s.w.  ent- 
sprechenden Punkte  des  Axeukreises,  und  construire  sodann  einen 
andern  Kreis  (Fig.  66.  a.),  dessen  Durchmesser  dem  Durchmesser 
CM  der  Ellipse  gleich  ist.  Insofern  nun  dieser  zweite  Kreis  dem 
Axen kreise  ähnlich  ist,  werden  den  Punkten  O,  D\  K'f  U...  gewisse 
Punkte  c,  d,  k,  /,...  entsprechen,  und  dabei  wird  dieser  Kreis 
zugleich  der  Ellipse  affin  sein. 

In  affinen  Systemen  verhalten  sich  nach  $.38.  zwei  parallele 
Strecken  des  einen,  wie  die  entsprechenden  Strecken  des  andern: 

KL:  kl—  HD: hd. 

■  ♦  ♦  . 

Nun  aber  ist  hd  =  hc=HC,  fuVs  Zweite  verhält  sich 

CK:ck=CM:cm't 

folglich  ist,  wegen  der  Gleichung  CM=cm,  auch  CK^-ck  eod 
KM— km,  und  man  hat: 

M*  =  CK.  KM. 

Bezeichnet  man  die  Ordinaten  KL  und  kl  durch  y  und  y\ 
den  halben  Durchmesser  CH  durch  ax ,  den  halben  Durchmesser 
DH  durch       so  folgt  aus  den  tilekbongen 
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die  Gleichung: 


wo  jetzt  unter  x  die  Strecke  Itf  uod  unter  x,  die 
zu  verstehen  ist. 

j.  108.  Zusatz.  Jeder  Kreis,  w  sieb  er  mit  einer  Ellipse  einen 
Durchmesser  gemein  hat,  ist  mit  derselben  in  Aftinitätslage. 


Beweis.  Es  seien  CM  und  /)2V«(Fig. 06.)  zwei 
Durchmesser  einer  Ellipse,  Jfo  eine  dem  Durchmesser  CA# 
ordnete  Ordinate.  Um  CM  als  Durchmesser  werde  ejn  Kreis 
construirt,  und  in  demselben  die  Ordinate  KL'  und  der  Radius 
HD1  senkrecht  auf  CM  gezogen.  -Alsdann  verhält  sich 

KL.  KL' = H  D:  H I?  \ 

mithin  ist  bKLL'ozbtiDÜ1.  Da  nun  zwei  Paare  ihrer  Seiten 
parallel  laufen,  so  ist  auch  LL'WDD*,  und  wenn  P  und  Q  die 
Durcbotttspunkte  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  CM  *imd,  so 
▼erhält  sich  ■  -  . 

KQ:HP=LQ:DP=LQ:D'P. 
■.:  .  .  .  •  • 

{.,109.   L  eUrsOitz*   In  jedem  Dreieck  ist  das  Rechteck  aus 

der  Summe  uod  der  Differenz  zweier  Seiten  gleich  dem  Rechteck 

au»  der  Summe  und  der  Differenz  ihrer  Projectioueo.  (Fig.  <J7.) 

Beweis.   Man  bei:  «  ,:i 

folglich,  weon,  man  subtrabkt:  ;  .. 


,i  \   '  AC*- BC?^4£*~-MO* 

oder 

( A C  -f  BC)  (AC-  BQ  =(AD  +  BD)  (AD  -  BD). 

f.  lfO.  Es  werde  (Fig,  67.)  der  grössere  von  zwei  zusammen- 
gehöriges Leitstrahlen  einer  Ellipse  AC  durch  rit  der  kleinere 
/*C\  durch  r%  >e zeichnet.  Alsdann  bat  mau  wegen  der  Gleichung 
r,+r,=2a: 

Mr*-rJ  =  {AD+BDHAD-BD). 
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Wird  nun  HD  durch  x  bezeichnet,  eo  hat  man,  wofern  Ü  in  der 
Verlängerung  von  Aß  liegt : 

ADz=x  +  Ai/=x  +  STtf^T*, 

i  i 

AD^x  -  At?=x  +  V7i*^o*. 
folgt  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung  a . 


I  . 

Verbindet  roan  diese  Gleichung  mit 

1^+^=2«, 


sn  kommt: 


■  : 


a*-Sra*-btuc 

•**   <  :  -  . 

■.**»•.  *    rt,.  •  . :  i"  . 

Zu  denselben  Ausdrücken  geengt  man,  wenn  D  zwischen  A 
und  B  liegen  sollte.  •'  ' 

§.  III.  Lehrsatz,  Zieht  man  in  einer  Ellipse  durch  die 
Endpunkte  zweier  zugeordneter  Durchmesser  Tangenten, 'so  dass 
ein  der  Ellipse  umbeschriebenes  Parallelogramm  KLMN  entsteht 
(Fig.  68.),  so  hat  dieses  Parallelogramm  einen  constanten  Inhalt 

Beweis.  Es  sei  K'L'M'W  (Fig.68.a.)  das  entsprechende,  dem 
Axenkrcise  umbeschriebene  Viereck,  welches  hier  der  Deutlich- 
keit wegen  getrennt  gezeichnet  ist. 

Es  verhfilt  sich  / 

Viereck  KLMN:  Viereck  K'L'M'19'  =  6 :  a ; 

es  ist  aber  K'L'M'N*  ein  Quadrat  und  der  Flächeninhalt  dessel- 
ben 4a9,  also  ist:  .  !.  < 

}.  112;  '  Zusatz'.'  Verbindet  man  in  einer  Ellipse'  Ale  End« 
punkte  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  dareb  Sehnen,  so 
ist  der  tifhalt  des  entstandenen  einbeschriebenen  Parallelogramms 
=  2oo.  '  -       '  f  ' 

§.  113.    Der  Satz,  das»  in  zwei  affinen  Figuren  das  Verhalt 
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niss  entsprechender  Flächen  «lern  AfTiriitätsrerhähniss  gleich  sei, 
gilt  offenbar  nicht  bloss  von  geradlinigen  Figuren,  sondern  auch 
von  solchen,  welche  theilweise  oder  ganz  von  Kurven  umschlossen 
werden*  Um  sich  davon  zu  fiberzetigen  ,  darf  man  nur  in'  beide 
Kurven  entsprechende  Vielecke  beschreiben.  Denkt  man  sich  die 
Neiten  derselben ,  immer  kleiner  und  kleiner,  so  nahern  sich  die 
Umfange  der  beiden  Figuren  ohne  pnde  den  Kurven,  welcher  sie 
einbesehrieben  sind.  Da  nun  das  Verhältniss  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Vielecken  dasselbe  bleibt;  so  berechtigt  dies  zu  dem 
Schlosse,  dass  dasselbe  auch  mit  denjenigen  Flächen  der  Fall  sei, 
denen  sie  sich  als  ihren 'Grenzen  nähern. 

Fasst  man  (Fig.  06!)  den  von  der  Abscisse  CJf,  der  ©rdfcmte 
KL  und  dem  elliptischen  Bogen  CL  umgrenzten  Fläch  enrauiu  in'« 
Auge,  so  verhält  sich  also 

Fläche  CKL:  Fläche C*Z/=  UP;  DP. 


Fälli  man  von  D  das  Loth  DR  auf  CJf,  so  Ist 

DP :  DP=  DR  :DH=bt  sind :  at , 

indem  man  den  Winkel  DHMt  welchen  die  beiden  sogeordnetei. 
Durchmesser  bilden,  durch  &  bezeichnet  Demnach  hat  man 

Fläche  CKL=  Fläche  CKL'. 

Wäre  CM  die  grosse  Axe  der  Ellipse,  so  ginge  das  Verhält- 
DP:  DP  in  das  Verhältniss  6  :a  üben 


Bedeutet  F  o>  Fläche  4er  ganzen  Ellipse,  P  diejenige  ihres 
Axenkreises,  so  ist  .        ,it  ; 

Hieraus  erhält  man,  wegen  der  Gleichung  r?  =  a»»  für  die 
Fische  der  Ejfipse.  den,  Ausdruck  : 

...  i      •  »"    »     .     {*».'•■   t »  «' 


Von  der  Hyperbel. 

§.  114.  Erklärung.  Der  geometrische  Ort  derjenigen 
Punkte,  deren  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen  Punkten 
A  und  #  eine  constante  Differenz  haben,  heisst  eine  Hyperbel. 
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Die  beiden  Punkte  A  und  B  hebten  Brennpunkte  der  Hyperbel 

o.  e.  w.  wie  bei  der  Ellipse.       >   j  . 

c.s  sei  uro  ^  (Fig.  09.)  ein  Kreis  beschrieben  und  A  ein  "Punkt 
ausserhalb  desselben.  Zieht  mau  nun  einen  Durchmesser  CD  und 
errichtet  sodann  in  den  Haihirungspunkten  der  Strecken  BC  und 
BD  in  £  und  ^*  Lothe,  bis  sie  die  Richtung  des  Durch  messe  rs 
Cß  in  C  und  /if  durchschneiden,  so  hat  man: 

*  *  AG—BGx=zBH—Alt=3AC. 

Demnach  sind  G  und  £1  Punkte  einer  Hyperbel,  welche  die 
Punkte  A  und  ß  zu  Brennpunkten  hat,  und  bei  welcher  die  Dif- 
ferenz zwischen  zwei  zusammengehörigen  LeitstrahUtn  gleich  AC 
ist.  .Die  Hyperbel  [Hast  sich  daher  .auch  definiren  als,  geometri- 
scher Ort  derjenigen  Punkte,  welche  von  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises  und  einem  ausserhalb  dieses  Kreises  liegen- 
den festen  Punkte  gleiehe  Entfernung  haben. 

Man  wird  dieselbe  Hyperbel  erhalten»  wenn  man  denLeitkreis 

mit  unverändertem  Radius  um  B  beschreibt  und  den  Punkt  A 
zum  Leitpunkt  wählt.  Zieht  man  im  Leitkreise  den  Durchmesser 
KLf  der  verlängert  durch  B  gebt,  so  sind  die  Haü}irungspunkte 
der  Strecken  BSC  und  BL  (MuudN)  die- «Scheitel  der  Hyperbel, 
Ihre  Verbindungslinie  beisst  die  reelle  Axe.  Dieselbe  ist  dem 
Radius  AC  des;  Leitkreises  gleich,  Ihre  Endpunkte  liegen  zwischen 
den  Brennpunkten  und  haben  gleiche  Entfernungen  von  denselben. 

i  J.  115.  Ltärtaiz.  Eine  Linie/  welch«  den  Winkel  zwischen 
zwei  zusammenhörigen  Leitstrahlen  einer  Hyperbel  halbirf,  hatnor 
einen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein,  und  beisst  eine  Tangente 
derselben.  Eine'  im  Berfibrangspurrirt  auf  elder  Tangetd«  senk- 
rechte Linie  heisst  Normale.  '  ' 

Es  seien  AC  und  BC  (Fig.  70.)  zwei  zusammengehörige  Leit- 
strahlen. ,Mau  trage  den  kleinern  BC  von  C  aus  auf  den  andern 
ab,  wo  er  bis  D  reichen  mag,  verbinde  B  mit  Xr' und  darauf  den 
Halbirungspunkt  M  der  Strecke  BD  mit  C  Alsdann  halbtrl  JÜC 
den  Winkel  ACB.  Gäbe  es  min  auf  der  Geraden  CM  ausser  C 
noch  einen  zweiten  der  Hyperbel  angehorigen  Punkt,  etwa  den 
Punkt  Xt  so  hätte  man 

AX—BX=AD.. 
Da  aber  0£=  BX  ist,  so  hätte  man 

WAS   UDUlüglicll  ist.  y,   .  ,  >iu<      ,   «,.  • 
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$.  116.    Zusatz.    Die  Streck«  »«riechen  den  Brennpunkten 

einer  Hyperbel  wird  von  jeder  Tangente  and  der  dazu  gehurigen 
Normale  (in  K  und  L)  harmonisch  gefheilt 

Oer  DuTcbschnrttspunkt  K  der  Tangente  und  Axe  Regt  übri- 
gen«, wie  leicht  einzusehen,  immer  demjenigen  Brennpunkt  am 
nächsten,  von  welchem  der  kleinere  Leitstrahl  ausläuft. 

§.  117.  Lehrsatz.  Fallt  man  ton  den  Breaepunkteo  einer 
Hyperbel  Lothe  auf  eine  Tangente,  so  liegen  die  Fusspunkte  die- 
ser Lothe  allemal  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  die 
reelle  Axe  zum  Durchmesser  bat. 

In  der  That,  verbindet  man  in  Fig.  09.  den  Mittelpunkt  P  der 
Hyperbel  mit  dem  Punkt  D,  so  ist 


}.  118.  Zusatt.  Eine  Sehne  des  Axenkreiees  ätff  (Fig!7Ö.), 
»eiche  zugleich  Tangente  der  Hyperbel  ist,  wird  auch  hier,  wie 
in  der  Ellipse,  von  der  Axe  und  ihrem  Berührungspunkt  (in  K  und 
O  harmonisch  getheilt.  .> 

Hieraus  folgt,  daes  die  zum  Punkte  C  der  Hyperbel  gehurige 
Ordinate  die  Polare  des  Punktes  K  ist,  in  welchem  die  durch  C 
gebende  Tangente  der  Hyperbel  die  Axe  schneidet. 

Demnach  lallen  die  rTiisspunkte  sämmtlfcfteY  Oitiirraten,iWenn 
der  vom  Brennpunkt  B  ausgehende  Strahl  der  kürzere  lit;' TOÄ 
dem  Punkte  B  auf  dieselbe  Seite  des  Axenkreiees,  wihfeiid  tat 
diejenigen  Punkte»  wo  der  von >A  .ausgehende  Strahl  ^er  Jcujrzere 
ist,  die  Ordinate«  auf  die  entgegengesetzte  Seite  fallen.  Die  Hy- 
perbel besteht  also  aus  zwei  von  einander  getrennten  Zweige*, 
von  denen  jeder  zwei  unendliche  Anne  hat.  , 

Jede  Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt  einer  ftyperbei 
geht,  heisst  ein  Durchmesser«  Ein  D^rchjneeeer,  welcher  die  Hy- 
perbel schneidet,  heisst  ein  reeller,  jeder  andere  ein  imaginärer 
^Durchmesser.  Derjenige  Haagirifire  Durchmesser ,'•  welcher  senk- 
recht auf  der  reellen  Axe  siebt,  wird  die  imagmire  Axe  genannt. 

•■'>'•■'  «;  j    f.  ■  ■.. .  ., ; 

Die  imaginäre  Axe  ist  an  sieh  unbegrenzt ;  um  ihr.  aber  <jbr 
Analogie  wegen  eine  bestimmte  Lange  zu  geben,  zieht  man  von 
einem  der  Brennpunkte  eine  Tangente  BS  an  den.  Axenkreis  und 
sieht  die  Strecke  BS  als  die  Länge  der  halben  imaginären  Axe« 
«it.  Dieselbe  wird  auch  hier  durch  4  bezeichnet,  Während  a  die 
halbe  TeeHe  Axe  vorstellt.  1 
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E'ietm  Vorttkuk  der  neuem 

*  In        70.  zeigt  «Ich  sogleich  ■ 

was  einer  frfliier erwähnten  Eigenschaft  der  Ellipse  entspricht. 
L)  überdies  hat  mau 

Die  Excentridtfit  der  Hyperbel  ist 

•  •»  '   Ii*  „         W?  -f:  i.  „  | 

l*  —   1   • 

41 

$iod  rt  und  r,  zwei  zusammengehörige  Leitstrajileo ,  so  i*t 

rt  —  ra=2a, 

(n  -rjfrt  +  rj  =(AR-BR)  {AR  +  tfß), 

wp  12  den  Fusspunkt  der  zu  C  gehörigen  Ordinate  bezeichnet. 
Hieraus  leitet  man  leicht  ab: 

■♦i  -    .»/'»*•••    ^   •  - 1  -      »  »*■•.»•(  <  > 


1 

.  i  I 


.:».•( 

'  *   <•:,..    .<>•■.  —  ^ 


f.  119.  Lehrsatz,  Das  Product  der  von  den  beiden  Brenn- 
punkten einer  Hyperbel  auf  eine  Hyperbeltangente  gefällten  Lothe 
ist  allemal  dem  Quadrat  der  halben  imaginären  Axe  gleich,  C^ig.  70l) 

Beweis.  Die  Fusspunkte  der  beiden  Lothe  AN  und  BM 
Hegen  auf  der  Peripherie  des  Axenk  reise*.  Durchschneidet  nun 
das  Loth  AN  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  P,  so  lasst  sich 
leicht,  wie  bei  der  Ellipse,  beweisen,  dass  die  Strecke  AP  dem 
Loth  ßM  gleich  ist.  Nun  aber  hat  man:  ;  - 

APXtAIf=AFXAG=b: 

Anmerkung.  Zieht  man  in  Fig. 70.  vom  Fusspunkt  R  der 
Ordinate  CR  eine  Tangente  an,  den  Axeokreis,  und  fällt  vom  De- 
rührungspunkt  Fein  Loth  auf  die  Axe,  so  wird  der  Fusspunkt 
dieses  Lothes  in  den  Punkt  'K  faTlen,  in  welchem  die  Axe  von 
der1  durch  den  Punkt  C  gehenden  'Hyperbeltangente  geschnitten 
wird.   Demi,  wie  oben  gezeigt;  ist  CR  die  Polare  des  Punkte*  K. 

.     §.  VMk  Lehviwtx,  i  In  der  Hyperbel, verhält  sich  jede  der 
Axe  zugeordnete  Ordinate  CR  (Fig.  70.)  zur  mittlem  Pro- 
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der  fttirendtscfi/iß  d. 

* 

portionale  aus  den  Abschnitten  der  Axe,  wie  die  iraaginire  Axe 
zur  reellen. 

'  * 

Beweis.    Es  verhält  sich 

  \Ti  i.«»  .  .>i.'...'  :      c..,  i.  •  -.u         .  ■:■     '  f 

AlS:CR=;NK:Kk.       .       /  i  * 

BMiCR-MKiKRv  i 

also : 


mm  um  ...  ¥  <<  <  Ki  - —    i  ri  fi£    .   ss  «*^> 


ANxBM:Cit*  =  MKxlSK:KR*, 

oder 

■  '        •'  /,*:,»  = 

'  i  .  i  -.1 

■ 

wegen  der  Gleichung 

MKxNK=FKxKG  =  KT*. 

-Zieht  man  inir:Axenkreise>  den  Radius!  //X,  so  entstehen  zwei 
ähnliche  Dreiecke  KTR  und  KT  II,  also  terbiJt  sieb: 

1  '  .  KT:KR  =  ht.TR  , 

.......  m  i  -  > • 

Hieraus  folgt  •  • 

  - :  :'  -.1 . 

b*:y*=a*:Rl* 

die  Tangente  Ü71  aber,  ist  die  mittlere  Proportionale  aus  den  bei- 
den Abschnitten  GR  und  Fi?.  .,.  ,  .;. 

!  Bezeichnet  man  die  Entfernung  HR  durch  x,  so  wird: 

FR  =  x-\rat  GH—x — a; 

m  »•         WT^rsFRxGR—it* — a*; 
mithin  erhält  man;  .  V  »• 

I)  y»  =  -4(**-«*). 

Wird  dagegen  noter  xt  die  Str,ecjte  (SÄ  ? erstanden,  so  ge 
langt  man  zu  der  Gleichung 

b* 

Ist  A  =  a,  so  hat  man  die  gleichseitige  Hyperbel.  Bei  dieser 
ist  die  vom  Brennpunkt  an  den  Leitk reis,  gesogene  Tangente  BS 
(Fig.  70.)  dem  Radius  desselben  gleich;  demnach  ist  Z«SZ?Z/=45°. 
Die  Gleichungen  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind  i 
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Die  Ordinate  CÄ  ist  also  hier  die  mittlere  Proportionale  aas 
den  beiden  Abschnitten  der  Axe. 

Uehrigen8  beweisen  die  Gleichungen  1)  und  2),  was  auch 
schon  an  sich  einleuchtend  ist,  dass  die  Hyperbel  durch  die  Axe 
in  zwei  congruente  Theile  getheilt  wird. 

J.  121.  Zusatt,  Eine  im  Brennpunkt  einer  Hyperbel  er- 
richtete Ordinate  ist  auch  bjer  der  halbe  Parameter  s=|.  Man 
bat  wie  bei  der  Ellipse: 

§.  122.  Zusatz.  Die  ungleichseitige  Hyperbel  verhält  sich 
zur  gleichseitigen,  wie  die  Ellipse  zum  Kreise.    Jene  ist  allemal 

in  Affinitätslage  mit  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
die  reelle  Axe  mit  ihr  gemein  hat.  Diese  Axe  ist  zugleich  Affi- 
nltätsaxe,  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  senkrecht  darauf, 
das  AtönitStsverhfiltniss  =  b:a. 

§.  123.  Lehrsatz,  Jede  gleichseitige  Hyperbel  ist  mit  ihrem 
Axenkreise  in  Conformitätslage.  Als  Centrum  kann  man  jeden 
ihrer  beiden  Scheitel  ansehen,  die  Conformitätsaxe  geht  durch  den 
andern  Scheitel  und  steht  senkrecht  auf  der  reellen  Axe.  (Fig. 71.) 

Beweis.  Es  seien  F  und  G  die  Scheitel  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  die  Gerade  XY  sei  durch  G  senkrecht  auf  FG  gezo- 
gen, CD  sei  die  zu  C  gehörige  Ordinate.  Verbindet  man  den 
Punkt  C  der  Hyperbel  mit  F,  so  wird  FC  die  Gerade  XY  etwa 
in  E,  den  Axenkreis  in  C  treffen.  Nun  verhält  sich  gemäss  der 
Eigentümlichkeit  der  gleichseitig«*  Hyperbel 

FD:DC=ÖC:GD; 

mithin  ist  wegen  des  gemeinsamen  rechten  Winkels  D: 

&GCDcK>bFCD> 
AC€tih=j*FCD. 

Verbindet  man  noch  C  mit  G,  so  ist  ^F6VG  =  Ä.  folglich 

£FGC-£FCB-£CGD. 

Da  nun  XY  seiikMtbl  mt.FG  steht,  so  ist  6  de*  Gtntrum 
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eines  harmonischen  Büschels,  und  es  ist  FCEC  eine  harmonische 
Pwsktreibe.  .'•  » ' ..  -i 

Nunmt  man  auf  flem  andern  Zweige  der  Hyperbel,  den  Paukt 
k\ mit  der  Ordinate  <ut,  so  ist        *  ;  .i, 

A  KtG, 
4KGL—4LKF. 

Nnn  aber  ist  auch  &LKFck:&FK  G,  ^FGK'=^LKF=j1KGL; 
folglich  ist  der  Punkt  M ,  in  weichem  der  Strahl  die  Gerade 
AF  schneidet  der  inerte  harmonische  Puukt  zn  KFK. 

{.124.  Zurät*.  Die.  gemeinsame  Gegenaxe  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  und  ihres  Axenkreises  fällt  mit  der  imaginären 
Axe  der  erstem  zusammen.  ,  ,. 

J.  V2j},  Folgerungen.  ...  , 

L)  Einer  Seime  des  Axenkreises  wie  CMP,  (Fig.  72.),  deren 
Bitdpnnkte  auf  Verschiedenen  Seiten  der  Gegenaxe  V V  liegen, 
entspricht  eine  ftyperbelsehne  CE,  deren  Endpunkte  auf  verschie- 
denen Zweigen  der  Hyperbel  liegen,  und  die  wir  eine  innere  Sehne 
nennen.  Der  Kreissenne  CD',  welche  die  Gegenaxe  nicht  schnei- 
det,  entspricht  eine  äussere  Sehne  CD,  deren  Endpunkte  auf  dem- 
selben Hyperbelaste  Hegen. 

2)  Dem  Kreisdurchmesser  FG  entspricht  die  Hyperbelaxe  FG, 
da  F  und  G  zwei  gemeinsame  Punkte  beider  Systeme  sind. 

Einer  Kieissehne  CD'  (Fig.  73,),  welche  der  Axe  FG  parallel  ist, 
entspricht  ein  reeller  Durchmesser  der  Hyperbel  CD.  Denn  da  die 
Kreissehne  CD*  und  der  Kreisdurchmesser  FC  parallel  sind,  so 
werden  sich  die  entsprechenden  Geraden  im  System  der  Hyperbel 
FG  and  CD  auf  der  Gegenaxe,  also  im  Mittelpunkt  H  schnei- 
den. (Fig,  73.) 

*  - 

Wird  die  Gerade  K'V ,  welche  keinen  Punkt  mit  der  Kreis- 
linie gemein  hat,  auf  das  System  des  Kreises  bezogen,  so  bat  die 
ihr  im  System  der  Hyperbel  entsprechende  Gerade  KL  ebenfalls 
keinen  Ptinkt  mit  der  Hyperbel  gemein,  läuft  K'V  der  reelieh 
Axe  FG  parallel,  so  entspricht  ihr  ein  imaginärer*  Durchmesser 
der  Hyperbel.  #| 

3)  Einer  Kreistangente  entspricht  eine  Hyperbelrangente.  Die 
Confonnitätsaxe  ist  eine  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Systeme. 

Den  beiden  Kreistangente»,  deren  Berfibrongsp unkte  aüf  der 
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G*genax.e  We^,  >  Sprechen  »wei  Durchmes  ser  Hyperbel 

JUiVund  (Fig.  74.),  welche  die  Grenze  zwischen  de». reellen 
und  imaginären  Durchmessern  bilden.  Dieselben  haben  keinen 
Punki  mit  der  Hyperbel  gemein;  denn  da  die  Berührungspunkte 
der  Kreisfangenten  A  und  B  auf  der  Gegenaxe  liegen,  so  fallen 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  in  unendliche  Entfernung.  Diese 
beiden  Durchmesser  der  Hyperbel  heissen  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  und  werden  als  Tangenten  angesehen,  deren  Berührungs- 
punkte im  Unendlichen  liegen. 

4)  Es  sei  CD1  (Fig. 75.)- eine  der  Axe  FG  parallele  Sehoe  des 
Axenkreises,  K  ihr  Pol.  Wird  xlurch  K  eine  Parallele  JL'  mit  FG 
gezogen,  *o  heisst  der  Hyperbeldurchmesser  JL,  welcher  der  Ge- 
raden entspricht,' dem  Durchmesser  CD  zugeordnet.  Da  sfcli  die 
Gerade  JiL*  und  die  beiden  Tangenten  in  C  und  Er  auf  der  Ge- 
genaxe schneiden,  so  ist  JL  den  Tangenten  in  C  und 


5)  Zieht  man  von  K  aus  eine  gerade  Linie  durch  den  Kreis, 
die.  denselben  etwa  in  M'  und  2Y'  durchschneidet,  so  entspricht 
der  »Sehne  (M'JW  in  der  Hyperbel  eine  dem  Durchmesser  JL  pa- 
rallele und  dem  Durchmesser  CD  zugeordnete  Sehne. 

Der  Pol  von  J'V  ist  der  Halbirungspunkt  R  der  Sehne  CD'. 
Einer  durch  den  Punkt  R  gezogenen  Kreissehne  würde  eine  dem 
Durchmesser  JL  zugeordnete  Hyperbelsehne  entsprechen. 

J.  126.  Zutat*.  Insofern  man  eine  gleichseitige  und  eine 
ungleichseitige  Hyperbel  als  afline  Systeme  auf  einander  bezieht, 
entspricht  einer  Sehne  wiederum  eine  Sehne,  einem  Durchmesser 
ein  Durchmesser»  einer  Tangente  eine  Tangente  u.s.w. 

4 

'   '•  '  1  1  • 

§.127.  Lehrsatz.  Jeder  Durchmesser  einer  Hyperbel  hal- 
birt  die  ihm  zugeordneten  Sehnen. 


Beweis.  Do  K  der  Pol  von  OD*  Ist,  so  sind,  wofern  Q'der 
Durchschnitt  der  Geraden  M'S'  und  OD  ist,  die  vier  Punkte  AT, 
M't  Qf,  N'  harmonisch.  Sucht  man  in  der  Hyperbel  (Fig.  75.  a.), 
die  der  Deutlichkeit,  wegen  getreunt  gezeichnet  ist,  die  entspre- 
chenden Punkte,  so  wird  der  Punkt  <?  in  der  Mitte  von  M  und 
N  liegen,  da  tier  Punkt  K  in  Fig.  75.  auf  der  Gegenaxe  liegt. 

§.  128.  Lehrsat%.  Durchschneidet  man  eine  Hyperbel  und 
zugleich  ihre  Asymptoten  (Fig.  75.  a  )  durch  eine  Gerade  nnW-ZVir, 
so  sind  die  Stücke  mM  und  /Yw  ,  welche  zwischen  den  Schenkeln 
der  Hyperbel  und  den  Asymptoten  liegen,  allemal  gleich. 
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IM  Oun  aber  die  Geraden  Ar*4,  CJ>  und  BW  parallel  »ied,  so 
sind  auch  K,  m',  Q*,  n'  vier  harmonische  Punkte.  Mithin  ist 
(Fig.  75.  a.)  der  Punkt  Q  auch  die  Mitte  von  um  und  demnach 
mM~Nn.  »  , 

♦ 

{.129.  Lehrt  at%.  Je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  einer 
Hyperbel  bilden  mit  den  beiden  Asymptoten  einen  harmonischen 
Büschel.   (Fig.  76.) 

Beweis.  Es  ist  auch  hier  nur  nötbig,  den  Beweis  für  die 
gleichseitige  Hyperbel  zu  fuhren ,  da  derselbe  der  gegenseitigen 
Äffinitat  wegen  sich  sogleich  auf  die  ungleichseitige  ausdehnt. 

i 

Es  seien  L,  M,  E,  iV  die  Punkte,  in  denen  die  Conformitfits- 
aze  von  den  beiden  zugeordneten  Durchmessern  und  den  beiden 
Asymptoten  getroffen  wird. 

Die  den  genannten  Linien  im  Systeme  des  Axenkreises  ent- 
sprechenden Geraden  gehen  ebenfalls  bezuglich  durch  L,  3f,E,N 
und  schneiden  die  Gegenaxe  in  vier  harmonischen  Punkten  K,  A% 
R,  B.  Dabei  sind  aber  diese  Geraden  sfimmllich  einander  paral- 
lel; also  sind  auch  L,M,  E,N  vier  harmonische  Punkte  und  folg- 
lich die  Geraden  HL,  HM,  HE,  Hfl  vier  Harmonikaien. 

Zusatz.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  stehen  die  beiden 
Asymptoten  HM  und  HN  senkrecht  auf  einander;  also  wird  der 
Winkel  LHE,  den  die  beiden  zugeordneten  Durchmesser  mit  ein- 
ander bilden,  von  der  Asymptote  HM  halbirt. 

Da  übrigens  der  Winkel  MHG  =  45°  ist,  so  sind  die  beiden 
Winkel  LUG  und  EHG  Compleroente  von  einander. 

Zwei  beliebige  reelle  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel HA  und  HA'  (Fig.  77.)  bilden  daher  denselben  Winkel  mit 
einander,  wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginären  Durchmesser 
HB  und  HB'. 

Denn  zieht  man  die  Asvmptote  HM,  so  ist  der  Winkel 
MHA=W.  MHB  und  W.  MHA'=\S.  MHB'. 

{.  130.  Erklärung.  Dasjenige  Stück  einer  Hyperbeltan- 
gente, welches  zwischen  den  beiden  Asymptoten  liegt,  heisst  eine 
Substitute,  weil  diese  Strecke  in  Bezug  auf  den  durch  ihren  Be- 
rGhrungspunkt  gehenden  Durchmesser  dieselbe  Rolle  spielt,  wie 
der  zugeordnete  Durchmesser  in  der  Ellipse. 

J.  131.  Lehrsatt.  Jede  Substitute  ST  einer  Hyperbel 
(Fig.  75.  a.)  wird  durch  den  Berührungspunkt  D  halbirt. 

Tk«i  XXIX.  10 
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Ben  eis.  Ist  MN  eine  dem  Durchmesser  HD  zugeordnete 
Sehne,  m  und  n  ihre  Doxcbschnittspunkte  mit  den  Asymptoten, 
so  ist  der  Punkt  Q,  in  welchem  HD  und  MN  einander  schnei- 
den, die  Mitte  von  mit.  Nun  aber  ist  MN  parallel  mit  ST,  folg- 
lich ist  auch  D  die  Mitte  von  57*. 

Bemerkung.  Die  Hyperbel  wird  nicht  nur  durch  die  reelle, 
sondern  auch  durch  die  imaginäre  Axe  in  zwei  congruente  Theile 
getheilt. 

Denn  gebort  der  Punkt  C  (Fig.  77.  a.)  einer  Hyperbel  an,  welche 
die  Punkte  A  und  B  zu  Brennpunkten  hat,  so  wird  man  über 
AB  noch  drei  mit  ABC  congruente  Dreiecke  construiren  können, 
ABc,  ABC4,  ABc*.  Die  Punkte  C,c,  &  genügen  dann  aber  eben- 
falls der  Bedingung 

JC—  BC-2a  u.s.  f. 

Die  imaginäre  Axe  JL  geht  aber  senkrecht  durch  die  Mitten 
von  Cc  und  C'c',  also  hat  man  zwei  congruente  Systeme  in  Affi- 
nitätslage, deren  Affinitätsaxe  JL  ist.  Ebenso  ist  auch  AB  eine 
Affinitätsaxe.  Verbindet  man  C  mit  c\  und  c  mit  C,  so  gehen 
beide  Verbindungslinien  durch  den  Mittelpunkt  H  der  Hyperbel 
und  halbiren  einander.  Insofern  man  nun  C  und  c',  sowie  andrer- 
seits C  und  c,  als  entsprechend  ansieht,  hat  man  zwei  coograente 
Systeme  in  Aebnlichkeitslage. 

Aus  dieser  symmetrischen  Gestalt  der  Hyperbel  folgt  nun 
auch,  dass  jeder  Durchmesser  derselben  im  Mittelpunkt  halbirt  wird. 

§.  132.  Lehrsatz.  1)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
Substitute  allemal  dem  zugeordneten  Durchmesser  gleich. 

Beweis.  In  Fig.  75.  a.  lässt  sich  um  das  rechtwinklige.  Drei- 
eck SHT  von  D  aus  ein  Kreis  beschreiben,  also  ist 

HD=DS=DT,   und  CD=ST. 

2)  In  jeder  Hyperbel  ist  die  zur  reellen  Axe  gehörige  Sub- 
stitute das  Doppelte  der  Tangente,  welche  vom  Brennpunkt  aus 
an  den  Axenkreis  geht  und  in  §.  118.  als  Stellvertreterin  einer 
zweiten  Halhaxe  benutzt  wurde. 

> 

Beweis.  Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  der  Satz  schon 
bewiesen. 

■ 

Construirt  man  nun  Ober  derselben  Axe  noch  eine  ungleich, 
soitige  Hyperbel,  so  sind  die  beiden  Substituten,  welche  durch 
einen  gemeinsamen  Scheitel  gehen,  entsprechende  Strecken  in 
affinen  Figuren  und  lallen  überdies  in  die  Richtung  eines  AffioU 

v  .  ... 


Digitized  by  Google 


Darstellung  der  Verwandtschaft  u.  d.  Kegelschnitte  enthaltend.  |3& 


tätsstrahls.  Demnach  werden  sie  sich  zu  einander  dem  Affini- 
tätsrerhältniss  gemäss,  d.  b.  wie  b:a,  verhalten.  Da  nun  die 
Substitute  der  gleichseitigen  Hyperbel  gleich  2a  ist,  so  wird  die- 
jenige der  ungleichseitigen  gleich  26  sein. 

§.  133.  Lehrsatz,  In  der  ungleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
Differenz  zwischen  dem  Quadrat  eines  Durchmessers  und  dem 
Quadrat  der  zugeordneten  Substitute  eine  constante  Grosse.  (Fig.  78.) 

Beweis.  Es  sei  HC  die  Hälfte  eines  Durchmessers,  CD' 
die  Hälfte  der  zugeordneten  Substitute  in  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel, also  HC  —  CD*.  Fällt  man  nun  die  Lothe  CK  und 
UL  auf  die  Axe  und  zieht  CM'  parallel  mit  HK,  HJ1  parallel 
mit  CD',  so  ist  zunSchst  W.  D'CM'  =  Y?.  J'HK.  Nun  aber 
sind  HJ*  und  HC  Richtungen  zugeordneter  Durchmesser,  mithin 
nach  $.  129.  Zusatz,  der  Winkel  J'HK  das  Complement  von  CHK, 
woraus  hervorgeht: 

W.  D'CJH=Vf.  JHK^Yl.  HCK. 

Die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  WCM  und  CHK  sind  also 
congruent: 

1)   CM'=zCK,      HK  =  MD1. 
Dabei  bat  man  wegen  der  Gleichung 

jßz=  x1  —  «2  oder  .r*  —     =  a*: 

2)  H&-KC*  =  a* 

Construirt  man  nun  Aber  derselben  Axe  eine  ungleichseitige  Hy- 
perbel, so  fallen  die  den  Punkten  C  und  D'  entsprechenden 
Pnnkte  C  und  D  bezüglich  in  CK  und  D'K.  Zieht  man  CM 
parallel  mit  CM' ,  so  sindDAf  und  D'M'  entsprechende  Strecken 
auf  einem  Affinitätsstrahl,  also  verhält  sich 

3)  DM-.D'M'  =  6:a. 

Nun  ist 

a 
a 

Subtrahirt  man,  so  kommt: 

        A3       _  _ 

HC*  -  CD*=(HK*  -  CM2)  +  (KCi*~D'M*). 

10« 
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Hieraus  folgt  in  Betracht  der  Gleichungen  1)  und  2): 

HC*-CD*  =  a*---b* 

Zutatu   Bezeichnet  man  den  Winkel  CHK  durch  o>,  den 
Winkel  DCM  durch  ^,  so  ist 

CK     b  CK 

DM     b  &M 
tang^  =  ^  =  -.w. 

Moltiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander v  eo  erhält  man 
wegen  der  Gleichungen  1)  und  2): 

tangy.tang^ss^. 

Diese  Gleichung  stimmt  ganz  mit  derjenigen  uberein,  «reiche  wir 
bei  der  Ellipse  erhielten.  Dort  waren  aber,  die  Winkel  q>  und  ^ 
nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  geöffnet  und  nicht  wie  hier 
nach  derselben  Seite. 

{.  134.  Lehr  satt.  Der  spitze  Winkel,  den  eine  äussere 
Sehne  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einer  Tangente  am 
Berührungspunkte  bildet,  ist  so  gross,  wie  derjenige  Peripherie- 
winkel,  welcher  Ober  der  Sehne  steht  und  dessen  einer  Schenkel 
ein  Durchmesser  ist.   (Fig.  79.) 

Beweis.  Es  sei  CD  ein  Durchmesser  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  CE  eine  innere  Sehne,  also  der  Winkel  DCE  gleich- 
sam ein  Peripheriewinkel. 

Wird  nun  durch  D  eine  Tangente  gezogen  und  der  Mittel* 
punkt  ff  mit  der  Mitte  der  Sehne  DE  durch  die  Linie  HK  ver- 
bunden, so  giebt  die  Tangente  DF  die  Richtung  demjenigen  ima- 
ginären Durchmessers  an,  welcher  dem  Durchmesser  CD  zugeordnet 
ist,  die  Sehne  CE  aber  ist  parallel  demjenigen  imaginären  Durch- 
messer, dessen  zugeordneter  reeller  Durchmesser  in  HK  fällt  * 
Nun  bilden  zwei  reelle  Durchmesser  allemal  denselben  Winkel, 
wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginären;  folglich  ist 

W.  FDE  =  W.  KBD. 

Da  aber  die  Linie  HK  im  Dreieck  CDE  die  Mitten  zweier  Sel- 
ten verbindet,  so  ist  sie  der  dritten  Seite  CE  parallel  und  demnach 

W.  DCE=W.  DHK  =  W.  FDE. 
Bemerkung.   Zieht  man  durch  C  eine  Tangente  CG,  so 
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Ist,  wie  leicht  einzusehen,  CG\\DF,  da  sich  die  entsprechenden 
Tangenten  des  Alenkreises  auf  der  Gegenaxe  sehneiden.  Folglich 
Ist  W.  GCZ>=  W.  CDF,  und  also  nach  dem  Voranstellenden: 

W.  GCE  =  W.  CDE. 

Oer  Satz  bleibt  also  auch  richtig,  wenn  man  statt  der  äussern 
Sehne  eine  innere  wie  CE  nimmt :  nur  moss  man  alsdann  den 
spitzen  Winkel  mit  seinem  stumpfen  Nebenwinkel  vertauschen. 

}.  135.  Lehrt  atz.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  jede 
einem  gegebenen  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  die 
mittlere  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  des  Durchmes- 
sen.  (Fig.  79.) 

Beweis.  Zieht  man  EG  parallel  der  Tangente  DF,  so  ist 
EG  eine  dem  Durchmesser  CD  zugeordnete  Ordinate.  Nun  aber  ist 

bDEGcobECG, 
da  Winkel  DEG=FDE=ECG  ist;  mithin  verhalt  sich 

DG:  EG  =  EG :  CG. 

Bezeichnet  man  DG  durch  x,  HD  durch  alt  so  folgt: 

» 

Wird  dagegen  HG  durch  xx  bezeichnet,  so  erbalt  man  analog 
dem  Früheren : 

J.  136.  Lehrsati.  Je  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  sind 
ähnliche  Figuren. 

Beweis.  Es  seien  (Fig.  80.  und  Fig. 80. a.)  in  den  Axeokrei- 
sen  über  den  Axen  FG  und  fg  zwei  ähnliche  Dreiecke  errichtet, 
FGC  und  fgd.  Sucht  man  nun  die  den  Punkten  C  und  &  ent- 
sprechenden Punkte  der  gleichseitigen  Hyperhein  und  zieht  die 
Ordinaten  CZ>undcd,so  ist  W.  GC£>=  W.  GFCt  XV.gcd=XV.gfa 
mitbin  auch  A  GCDco&gcd,  und  demnach  auch  &FGCoo&fgc. 
Die  Punkte  C  und  c  und  alle  auf  dieselbe  Art  gepaarten  Punkte 
sind  also  durch  ähnliche  Dreiecke  über  FG  und  fg  bestimmt,  folg- 
lich sind  beide  Systeme  ähnlich. 

§.  137.  Lehrsatz.  In  der  ungleichseitigen  Hyperbel  verhält 
•Ich  jede  einem  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  zur 
mittlem  Proportionale  ans  den  beiden  Abschnitten  dieses  Durch« 
messers,  wie  die  der  Ordinate  parallele  Substitute  zum  gegebe- 
nen  Durchmesser. 
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Beweis.  Es  werde  zuerst  (Fig.  81.)  über  der  Axe  FG  der 
gegebenen  ungleichseitigen  Hyperbel  eine  gleichseitige  constrairt 
und  in  dieser  der  Durchmesser  CD9  gesucht,  welcher  dem  gege- 
benen Durchmesser  CD  entspricht. 

Sodann  werde  eine  zweite  gleichseitige  Hyperbel  errichtet, 
deren  Axe  fy  so  bestimmt  ist,  dass  sieb  verhält 

Diese  zweite  gleichseitige  Hyperbel  Ist  nun  der  ersten  Ähnlich, 
und  wenn  cd  der  Strecke  CD'  entspricht,  so  behaupte  ich,  dass 
cd=CD  ist   Denn  es  muss  sich  verhalten 

cd:C'D'  =  fg:FG=CD:C,D'. 

Die  zweite  gleichseitige  Hyperbel  ist  aber  überdies  der  ungleich- 
seitigen affin.  Entspricht  nun  der  Punkt  a  in  der  Verlängerung 
von  cd  dem  Punkte  A  in  der  Verlängerung  von  CD,  so  wird  sich 
verhalten 

CD:cd=zCA:ca  =  DA:da; 

folglich  ist  wegen  der  Gleichung  CD=cd  aueb  CA=ca,  DA=da. 

Endlich  seien  DE  und  de  halbe  Substituten,  AB  und  ab 
ihnen  parallele  Ordinaten.    Dann  verhält  sich 

AB :  ab  =  DE.de. 

Es  ist  aber  ab  die  mittlere  Proportionale  aus  DA  und  CA,  und 

de  ist  dem  halben  Durchmesser  BD  gleich. 

t 

§.  138.  Lehrsatz.  Verbindet  man  in  einer  Hyperbel  die 
Endpunkte  zweier  Substituten  mit  einander,  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien parallel. 

Beweis.  Es  seien  MN und  PQ  zwei  Substituten  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  (Fig.  82.)  Andererseits  seien  im  Axenkreise 
derselben  A  und  B  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche 
den  Asymptoten  entsprechen  (Fig.  82.  a.) ,  M*N'  und  P'Q*  die  den 
gegebenen  Substituten  entsprechenden  Tangenten. 

Die  Geraden  M'Q'  und  PN'  durchschneiden  sich  nach  j.  U2. 
auf  der  Verlängerung  von  AB,  also  auf  der  Gegenaxe;  folglich 
werden  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  MQ  und  PN  einander 
parallel  sein.  Der  Beweis  gHt  zugleich  für  die  ungleichseitige 
Hyperbel  wegen  ihrer  Affinität  mit  der  gleichseitigen. 

§.  139.   Lehr $atz.   Das  durch  irgend  eine 
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Hyperbel  ron  dem  zwischen  den  Asymptoten  liegenden  Räume 
abgeschnittene  Dreieck  hat  einen  constanten  Inhalt. 

Beweis.  Da  MQ  parallel  PN  ist,  so  ist  das  Dreieck  PQM 
gleich  dem  Dreieck  JH1SQ;  folglich  auch  das  Dreieck  HMN  gleich 
dem  Dreieck  HPQ. 

§.  140.  Zusatz.  Es  sei  C  der  Scheitel  einer  ungleichseiti- 
gen Hyperbel,  AB  die  durch  den  Punkt  C  gehende  Substitute, 
H  der  Mittelpunkt  (Fig.  83.).   Alsdann  ist: 

HC=za,  AC=b, 

Zieht  man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  F  der  Hyperbel  eine 
»weite  Substitute  DE,  so  verhalten  sich  die  Dreiecke  HAB  und 
HDE  wie  die  Producte  derjenigen  Seiten,  welche  den  gemein- 
«amen  Winkel  H  einschliessen,  also: 

A  HAB :  A  HDE=ABx  BH.DHxEH, 
mitbin  ist  wegen  der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke: 
AHxBH  oder  ÄfI*  =  DHxEH. 

Zieht  man  aber  FK  parallel  mit  HE,  so  ist,  weil  F  die  Mitte 
von  DE  ist, 

HK  =  \.HDf  FK  =  k.HE; 

folglich 

HKxFK=\.ÄB*. 

Bezeichnet  man  der  Einfachheit  wegen  HK  durch  u  nnd  die  Pa- 
rallele FK  durch  e,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

«e  =  i(a»+6«). 

Der  Ausdruck  l(a*  +  62)  wird  die  Potenz  der  Hyperbel  genannt. 
Für  die  gleichseitige  Hyperbel,  in  welcher  b^a  ist,  hat  mau 

Zusatz.  Alle  Parallelogramme,  welche  von  den  beiden  Asym- 
ptoten gebildet  werden  und  deren  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbel 
liegt,  sind  einander  gleich. 

Beweis.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  jedes  Parallele- 
gramm  dieser  Art,  wie  z.  B.  HKFL  (Fig. 84.),  ein  Rechteck,  der 
Beweis  folgt  also  unmittelbar  aus  der  Gleichung  uv  =:\a*  oder 
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HKxKF  sa\a%.  Dieser  Beweis  gilt  sogleich  für  die  ungleich- 
seitige Hyperbel  wegen  ihrer  Affinität  mit  der  gleichseitigen.  Ver- 
gleiche §.  III. 

/  r  ■!  .     *     .  -  "    •  i       !  »• 

' !  ». 

Anhang. 

Die  Quadratur  der  Hyperbel  betreffend. 

141.  Erklärung.  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyper- 
bel eine  Figur,  die  entsteht,  wenn  man  (Fig.  85.)  die  Endpunkte 
eines  Hyperbelbogens  A'B'  mit  dem  Mittelpunkte  O  verbindet. 
Ein  asymptotisches  Segment  ist  ein  Flächenstück  (C'FGD',  Fig.  87.), 
weiches  von  einer  der  Asymptoten,  einem  Bogen  der  Hyperbel 
(CD')  und  zwei  parallelen  Linien  (CF  und  D'G)  begrenzt  wird. 
Laufen  die  beiden  parallelen  Seiten  eines  asymptotischen  Seg- 
ments (CC'D'D)  der  zweiten  Asymptote  OM  parallel,  so  wollen 
wir  dasselbe  ein  Normalsegment  nennen.  Diejenigen  Stöcke  der 
daran  liegenden  Asymptote  02V,  welche  zwischen  dem  Mittel- 
punkt und  den  beiden  parallelen  Seiten  des  Normalsegments  lie- 
gen (also  OC  und  OD),  heissen  die  Grenzabscissen  desselben. 

§.  142.  Lehrsatz.  Zwei  asymptotische  Segmente  zwischeo 
denselben  Parallelen  sind  gleich.   (Fig.  86.) 

Beweis.  Wir  denken  uns  die  beiden  Bogen  AC  und  A'C, 
welche  durch  die  beiden  Parallelen  BB'  und  DD1  abgeschnitten 
werden,  so  klein,  dass  sie  als  gerade  Linien  angesehen  werden 
können.  Da  nun  nach  §.  128.  AB  =  A'B'  und  CD=CD'  ist,  so 
sind  die  beiden  Paralleltrapeze  ABDC  und  A'BD'C  einander 
gleich.  Demnach  werden  auch  zwei  beliebige  asymptotische  Seg- 
mente ABFE  und  A'B'F'E',  die  zwischen  denselben  Parallelen 
liegen,  einander  gleich  sein,  da  man  sie  durch  Parallellinien  in 
unendlich  viele  Paralleltrapeze  zerlegen  kann,  die  paarweise  ein- 
ander gleich  sind. 

§.143.  Lehrsati.  Jeder  Sector  einer  Hyperbel  hat  gleichen 
Flacheninhalt  mit  demjenigen  Normalsegment,  welches  mit  ihm 
auf  demselben  Bogen  steht«   (Fig.  85.) 

Beweis.  Um  zu  beweisen,  dass  der  Sector  OA'B'  gleich 
dem  Normalsegment  AA'BB  ist,  ziehe  man  A'F  und  B'G  paral- 
lel der  Asymptoten  ON.   Dann  ist 

Parallelogramm  OAA'F=  Parallelogramm  OB  B'G, 

mithin  auch  '•   :   .  j 
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Darstellung  der  Verwandtschaft  u.  d.  hegelschnitte  enthaltend.  145 

>  >  Dreieck  Owlki'  «=  Dreieck.  OBfi'. 

Zieht  man  von  beiden  Dreiecken  das  gemeinsame  Stück  OAkt 
ab,  so  bleibt  ,  , 

Dreieck  OKA'  =  Viereck  ABB'K. 

Legt  man  au  beiden  das  Flächenstack  A'B'K  hinan,  so  kommt: 

Sector  OA'B=  Segment  AA'BB. 

}.  144.  Lehrsati.  Zwei  Normalsegmente  haben  gleichen 
Flächeninhalt,  wenn  die  Grenzabscissen  des  einen  sich  eben  so 
an  einander  verhalten  wie  die  des  andern.   (Fig.  87.) 

Voraussetzung.   Es  verhält  sich  < 

OA:OB=zOC:ODf 
also  auch,  wegen  der  Gleichungen 

OAxAA'  =  OBxBB'=  OCxCC  =  ODxDD1: 

AA' :  BBf  =  CC :  /)/)'. 

Behauptung.   Segment  ^#ß'^'  =  Segment  CZ>0'C. 

Beweis.  Man  trage  die  Grenzabscissen  Oil  und  Ofi  auf 
die  andere  Asymptote  Oüf  ab,  wo  sie  bis  a  und  6  reichen  mögen, 
und  construire  über  ab  das  Normalsegment  attb'a'\  sodann  ver. 
binde  man  a'  mit  C  und  6'  mit  D*,  und  verlängere  die  Verbindungs- 
linien, bis  sie  die  Asymptoten  bezüglich  in  F  und  f,  sowie  In 
G  und  g  durchschneiden. 

Fürs  Erste  ist,  wie  leicht  einzusehen, 

Segment  AA'B  B  ^  Segment  aafb'b. 

fürs  Zweite  ist :  M*.  I 

bC'CF^kfaa', 

b&DG^bgbb', 

da  W.  C'  =  /,  W.  F=W.  a  und  C'F=a/u.s.w.  Mitbin  ist: 

CF=aa'  =  AA\  4 

DFzzbb'  =  BB*. 

Nun  verhält  sieb 

AA'.BB^CC'.Diy^CFiDG; 
folglich  sind  die  Dreiecke  CC'F  und  D&G  ähnlich  and  also  C'F 
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146  Vortckuie  der  neuern  Geometrie,  itubet.  eine  eiemenL 

parallel  &G.   Demnach  sind  die  beiden  asymptotischen  Segmente 

C'FGEr  and  a'fgb'  einander  gleich,  und  es  werden  daher  auch 
die  beiden  Normalsegmente  CC'D'D  und  aafb'b  gleich  sein,  da 
sie  durch  Addition  und  Subtraction  paarweise  gleicher  Dreiecke 
aus  jenen  entstehen. 

Zusatz.  Ist  (Fig.  87.)  das  Normalsegment  AA'C'C  das  Dop- 
pelte des  Segments  AA'B'B,  so  verhält  sich 

OA:OB=OB:OC, 

d.  b»  es  ist  OB  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OA  and  OC. 

Hieraas  ergiebt  sich,  wie  ein  gegebenes  Normalsegment  zu 
halbiren  sei. 

}.  145.  Folgerung.  Von  einem  Normalsegment,  dessen 
eine  Ordinate  AA'  (Fig.  88.)  durch  den  Scheitel  A'  der  Hyperbel 
geht,  sagen  wir,  es  beginne  mit  dem  Scheitel. 

Es  sei  die  gegebene  Hyperbel  gleichseitig,  ihre  halbe  Axe 
=  V2,  mithin  ihre  Potenz  =1.  Dann  wird  auch  OA=  AA'=1 
sein,  sowie  auch  der  Flächeninhalt  des  Quadrats  OAA'K  =  1  ist. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  es  eine  Ordinate  geben  muss,  die 
mit  AA  ein  Normatsegment  bildet,  welches  dem  Quadrat  OAA'K 
gleich  ist.  Es  sei  BB'  diese  Ordinate  und  es  werde  die  bisher 
unbekannte  Abscisse  OB  durch  e  bezeichnet  Wäre  nun  e  gege- 
ben, so  würde  es  leicht  sein,  diejenigen  Ordinaten  CC,  DD\ 
EE\  m.b.  w.  zu  construiren,  durch  welche  Normalsegmente  vom 
Flächeninhalt  2,  3,  4,  u.s.w.  abgeschnitten  würden.   Man  hättet 

OA:OB=OB:OC> 

0C=Ö5*  =  e* 

Ferner 

OA:OB=OC.ODt 
OA:OB=OD:OEt 
'  OZ>=e»,   üE  =  e«, 

*  U.  8.  W. 

Denken  wir  uns  also  ein  Logarithmensystem  mit  der  Zahl  e  als 
Basis  und  nennen  die  demselben  angehurigeu  Logarithmen  hyper- 
bolische Logarithmen,  so  ist  durch  das  Voranstehende  bewiesen, 
dass  jeder  Logarithmus,  welcher  eine  ganze  Zahl  ist,  den  Flächen- 
inhalt des  NormaLsegmeuts  ausdrückt,  dessen  Grenz  abscisse  dsr 
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xu gehörigen  Zahl  gleich  ist.  Bezeichnet  man  also  die  Grenz- 
absrisse  durch  u,  das  durch  dieselbe  bestimmte,  mit  dem  Schei- 
tel beginnende  Segment  durch  *,  so  hat  man,  so  oft  r  eine  ganze 
Zahl  ist,  nach  dem  Bisherigen : 

r  =  log.  hyp.  u. 

Diese  Wahrheit  lässt  sieb  sogleich  durch  folgende  Betrachtung 
erweitern. 


Es  sei  OJH  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OC  und  OD. 


-. 


v .  f. 


I    »;  i 


_  iog»  hyp.  OC+log.  byp.  OD 

-  .,  .:  % 

Nun  aber;  ist 

Es  gilt  also  die  Gleichung 

g  =  log.  hyp.  u 

auch  für  alle  Werthe  von  *,  welche  sich  durch  Einschaltung- 
arithmetischen  Mittels  aus  der  naturlichen  Zahlenreihe  erzeugen 
lassen,  ja  fiir  alle  Werthe,  '.  die  durch  unendlich  oft  wiederholte 
Einschaltung  aus  derselben  hervorgehen.  Jetzt  wird  es  leicht 
sein ,  die  allgemeine  Gültigkeit  der  obigen  Formel  darzuthun. " 

}.  146.  Lehrsatz,  Für  jeden  Werth  von  s  und  »  gilt  die 
Gleichung 

*  =  log.  hyp. ti. 

Beweis.  Ich  behaupte,  das  Segment  s  kann  nicht  grösser 
sein,  als  der  log. hyp. w.    Denn  hätte  man 

t  =  log. byp.  u  +  q,  '  '< 

so  liesse  sich  durch  hinreichend  oft  wiederholte  Einschaltung  des 
arithmetischen  Mittels  ein  solcher  Werth  r*  finden,  deT  grösser 
als  log.  hyp.  tt,  aber  kleiner  als  log.  hyp.  u  +  q  wäre.   Wäre  nun 

#/=log.hyp.t»',  ..,  1 

ao  würde  sf  der  Inhalt  desjenigen  Normalsegments  sein,  welches 
durch  den  Abscissenwerth  u'  bestimmt  würde!    Nun  aber  ist  i0 
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kleiner  als  «,  also  müsste  auch  die  Abscisse  «'  kleiner  sein  als  u. 

Es  ist  aber  «'  im  Gegeotheil  grösser  als  «;  denn  man  bat  der 
Voraussetzung  nach 

log.hyp.u'  >  log.hyp.u. 

Folglich  kann  s  nicht  grösser  sein  als  log.hyp.u.  Ebenso  beweist 
man,  dass  s  auch  nicht  kleiner  sein  kann. 

j.  147.   Aufgabe.'  Die  Zahl  e  zu  berechnen. 

Auflösung.  Man  ziehe  die  Ordinate  iViV'  sehr  nahe  derje- 
nigen Ordinate  AA'  (Fig.  88.) ,  welche  durch  den  Scheitel  A'  der 

Hyperbel  geht,  und  es  sei  AN=j-,  mitbin  ON=l  +  ^-.  Ist  nun 

#*•  Www 

^  sehr  klein  oder,  was  dasselbe  sagt,  m  sehr  gross,  so  lässt 

sieb  das  Segment  AA'N'N  sehr  nahe  als  ein  Rechteck  ansehen 

mit  der  Grundlinie  AN=-  und  der  Höbe  AA'ssl.   Der  Inhalt 

tu 

dieses  Rechtecks  ist  also  =  ^.   Andererseits  ist  derselbe  gleich 

log.byp.  OiV=  log.hyp.(l  +  i). 


Demnach  hat 


oder 


i  =  log.hyp.(l  +  i) 


und  diese  Gleichung  wird  sich  am  so  mehr  der  Richtigkeit  nähern, 
je  grösser  man  m  annimmt.  Nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
hat  man: 

1            m  I  .  m(m-1)    1   .  iu(m-l)(m-2)  1 
0  +  ^)-=l+Tm+"lTT-m*  +  17273  m» 

wofür  man  schreiben  kann: 

(1  +  i)-  =  1  + 1  +  (1  -£>•  jV  (I  ->  -  J>.  ri, 
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Je  grösser  nun  m  wird,  um  so' 
12  3 

—  ,  — ,  — ,  u.  s.  vr.  der  Null  nähern ;  denkt  man  sieb  also  m  unendlich 
yyj  yyi1 

,  so  kommt  g 

« = (i + - )- = i + 1 + o + nra + roi — 


Wird  hiernach  der  Werth  von  e  berechnet,  so  erhält 

e  =  2,7182818.... 

§.  148.  Folgerung.  Der  Sector  OA'B  (Fig.  85.)  ist  gleich 
dem  Normalsegment  AA'B'B.  Für  jenen  Sector  aber  ist  es  be- 
quemer, wenn  man  von  B'  aus  ein  Loth  auf  die  Axe  OA'  fallt, 
um  den  Inhalt  desselben  mittelst  der  Abscisse  OD  und  der  Ordi- 
nate DB  auszudrucken. 

Es  sei  C  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Ordinate  DB'  und 
die  Asymptote  OiV  durchschneiden.   Alsdann  ist 

DC=OD=x,   W=ÖD*  +  DC*=z2x\ 

also 

OC=V2.*; 

ferner  ist 

BC—BB'  = 

Also  kommt: 

*=Otf=  0C-  Cß= 
woraus  hervorgeht : 

*=log.hyp.^. 

Ist  nun  eine  beliebige  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  mit  der 
Axe  2a,  so  ist  diese  der  gegebenen  ähnlich,  und  bezeichnet  man 
die  den  Grössen  x,g,  t  entsprechenden  Grossen  durch  x*t  y\  #\ 
so  bat  man: 

1)  x:^  =  V2:o, 

2)  y:y«V2:a, 

3)  j:*'  s^V^a». 

folgt: 

^  =  ^log.byP.(^). 
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Jede  tmgleidiseitige  Hyperbel  ist  der  gleichseitigen  affin*  Be- 
zeichnet man  nun  die  den  Grössen  x',ff,tf  entsprechenden  Grtto 
sen  durch  ar, ,  y, ,  i, ,  so  hat  man : 

1)   ar,  =  *', 

3)  «t:*'=6:a, 

wo  6,  wie  immer,  die  halbe  imaginäre  Axe  der  ungleichseitigen 
Hyperbel  bezeichnet.   Dies  giebt 

Will  man  aber  dasjenige  Stuck  berechnen,  welches  von  einer 
Ordinate,  einem  mit  dem  Scheitel  beginnenden  Bogen  und  der 
Axe  begrenzt  wird,  also  eine  dem  Flächenstück  A'B'D1  entspre- 
chende Flache,  ao  wird  man  von  dem  Dreieck,  welches  dem 
Dreieck  ODB'  entspricht,  den  Sector  welcher  dem  Sector 
A'ß'O  entspricht,  abzuziehen  haben.   Man  erhält  also: 

■  * 

§.  149.  Bemerkung.  Diejenigen  Satze,  welche  früher  von 
harmonischen  Punkten  auf  der  Kreislinie  und  von  den  Polaren 
des  Kreises  bewiesen  wurden,  gelten  fast  unverändert  für  die 
Ellipse  und  Hyperbel: 

1)  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tangentenpaars  eine 
Sekante  durch  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  bat  man  vier  har- 
monische Punkte  auf  diesen  Kurven,  d.h.  vier  Punkte  von  der 
Beschaffenheit,  dass,  wenn  sie  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  verbunden  werden,  allemal  ein  harmonischer  Büschel 
entsteht 

Denn  in  affinen  und  conformen  Systemen  entspricht  einem 
harmonischen  Büschel  des  einen  Systems  allemal  ein  harmonischer 
Büschel  in  dem  andern. 

2)  Gehen  mehrere  Sehnen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  durch 
denselben  Punkt,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  zu  die- 
sen Sehnen  gehörigen  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden  der  Po- 
lare dieses  Punktes,  und  umgekehrt :  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte mehrerer  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden,  so  geben 
die  Berührungssehnen  sämmtlicher  Tangentenpaare  durch  einen 
und  denselben  Punkt,  den  Pol  jener  Geraden.  • 
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Dies  folgt  aus  dem  Umstand«,  das«  In  affinen  und  cönformeii 
Systemen  mehreren  Punkte  des  einen  Systems,  die  auf  einer  Ge- 
raden  liegen,  in  dem  andern  Systeme  wieder  solche  Punkte  ent- 
sprechen ,  die  auf  einer  Geraden  liegen ,  und  dass,  wenn  mehrere 
Gerade  des  einen  Systems  durch  einen  Punkt  gehen,  auch  die  ent- 
sprechenden Geraden  des  andern  Systems  durch  denselben  Punkt 
gehen. 

Von  der  Parabel. 

§.  150.  Erklärung.  Der  geometrische  Ort  aller  derjenigen 
Punkte,  welche  von  einer  festen  Geraden  AB  und  einem  festen 
Punkte  C  gleiche  Entfernung  haben,  heiest  eine  Parabel.  Die 
Linie  AB  wird  Leitlinie  und  der  Punkt  C  der  Brennpunkt  ge- 
nannt  (Fig.  80.) 

EFd  von  einem  beliebigen  Punkt  der  Parabel  D  auf  die  Leit- 
linie gefälltes  Loth  />£  heisst  ein  äusserer,  die  Linie  CD,  welche 
den  Punkt  D  mit  dem  Brennpunkte  C  verbindet,  ein  innerer  Lelt- 
strahl.   Der  Definition  der  Parabel  gemäss  ist  also  CD  —  DK 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  E  der  Leitlinie  mit 
dem  Brennpunkte  C,  errichtet  sodann  in  E  ein  Loth  auf  der 
Leitlinie  AB  und  in  der  Mitte  von  CD  in  M  ein  Loth  auf  CD, 
so  gebort  der  Durchschnittepunkt  D  der  beiden  Lothe  der  Para- 
bel an.  In  der  Richtung  jeder  auf  der  Leitlinie  senkrechten  Linie 
giebt  es  hiernach  einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt»  welcher  der 
Parabel  angehört. 

Die  Parabel  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Leitlinie. 

§.  151.  Erklärung.  Füllt  man  vom  Brennpunkt  C  einer  Pa- 
rabel ein  Loth  CF  auf  die  Leitlinie,  so  ist  die  Mitte  G  dieses 
Lothes  ein  Punkt  der  Parabel  und  wird  der  Scheitel  derselben 
genannt.   Die  Gerade  GC  heisst  die  Axe  der  Parabel. 

Zieht  man  durch  den  Brennpunkt  eine  auf  der  Axe  senkrechte 
Linie  und  trägt  die  Entfernung  zwischen  dem  Brennpunkte  nnd 
der  Leitlinie  CF  nach  beiden  Seiten  hin  anf  dieses  Loth  ab,  Wo 
sie  bis  H  und  J  reichen  mag,  so  gehören  die  Punkte  H  und  3 
der  durch  die  Leitlinie  AB  und  den  Brennpunkt  C  bestimmten 
Parabel  an;  denn  die  Lothe  HK  und  JL  sind  beide  gleich  CF,' 
und  mithin  gleich  CM  und  CJ.  Die  Sehne  HJ  heisst  der  Hanpt- 
Parameter,  jede  andere  durch  C  gehende  Sehne  ein  JVebenpara- 

Die  Entfernung  »wischen  dem  Brennpunkte  und  der  Leitlinie 
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CF  ist  der  Hälfte  des  Hauptparameters,  die  Strecke  zwischen  den 
Scheitel  und  dem  Brennpunkte  dem  vierten  Theile  desselben  gleich.' 

Wird  vom  Punkte  D  einer  Parabel  ein  Loth  Dtf  auf  die 
Aze  gefällt,  so  heisst  diese«  Lotb  eine  der  Axe  zugeordnete  Or- 
dinate. Die  Abscisseo  pflegt  man  vom  Scheitel  der  Parabel  zu 
reebnen. 

Bemerkung,  Mechanisch  lässt  sich  die  Parabel  auf  fol- 
gende Weise  construiren: 

Man  legt  an  die  Leitlinie  AB  ein  Lineal,  und  daran  legt  man 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  RST.  Ein  Faden  wird  nun  mit  seinen 
beiden  Enden  in  5  und  C  befestigt  und  dieser  mit  einem  Stift  in 
V  fest  an  die  Seite  RS  angelegt,  so  dass  er  die  gebrochene 
Linie  CÜS  bildet  Wird  nun  das  Dreieck  RST  mit  der  Seite 
UT  an  der  Leitlinie  AB  hingerückt,  so  dass  die  andere  Seite  HS 
beständig  sich  selbst  und  der  Axe  FC  parallel  bleibt,  und  spannt 
man  mit  dem  Stifte  den  Faden  immer  straff  an,  ohne  dass  sich 
der  Stift  vom  Dreieck  entfernt ,  so  wird  dieser  die  Parabel  G  V 
beschreiben,  wenn  nur  der  Faden  CUS  gleich  der  Seite  RS  ge- 
macht wurde. 

Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  die  Hyperbel  beschreiben: 

In  B  (Fig.  90.)  ist  ein  Lineal  BC  mittelst  eines  Stiftes  he 
festigt,  so  dass  dasselbe  um  diesen  Stift  herumgedreht  werden 
kann.  In  A  und  C  ist  ein  Faden  befestigt,  der  in  ü  mittelst 
eines  Stiftes  an  das  Lineal  gedrückt  wird.  Wird  nun  das  Lineal 
um  B  gedreht,  so  beschreibt  der  Punkt  U  einen  Hyperbelbogen; 
doch  muss  der  Faden  AUC  kleiner  als  die  Summe  AB+BC sein. 

§.  152.  Lehrtatz.  Die  Linie,  welche  den  von  einem  innern 
und  dem  zugehörigen  äussern  Leitstrahl  einer  Parabel  gebildeten 
Winkel  haibirt,  hat  nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein  und 
wird  eine  Tangente  der  Parabel  genannt.   (Fig.  89.) 

Beweis.  Verbindet  man  den  FusspunLt  E  des  äussern  Leit- 
strahls  ED  mit  dem  Brennpunkt  C,  so  steht  die  Halbirungslinie 
MD  des  Winkels  CDE  senkrecht  auf  der  Mitte  von  CE.  Gäbe 
es»  nun  ausser  D  in  der  Richtung  der  Linie  ßJD  einen  zweiten 
der  Parabel  angehorigen  Punkt,  etwa  den  Punkt  X,  so  mü'sste 
nach  der  Deönition  der  Parabel  das  Loth  XV  =  XC  sein.  Nun 
aber  ist  XC=zXE,  also  wäre  auch  XE=XV,  was  unmöglich  ist. 

Zusatu  Die  Tangente  und  Normale  in  D  bilden  mit  den 
beiden  Leitstrahlen  DE  und  DC  einen  harmonischen  Büschel. 
Sind  daher  P  und  Q  die  Durchschnittspunkte  der  genannten  Linien 


Dar  Stellung  der  Verwandtschaft  u.  d.  Kegelschnitte  enthaltend.  153 


mit  der  Axe,  so  ist  PCz=CQ,  da  der  Strahl  DE  der  Axe  paral- 
lel läuft. 

Die  Tangente  GO,  welche  durch  den  Scheitel  der  Parabel 
geht,  steht  senkrecht  auf  der  Axe  und  ist  daher  der  Leitlinie 
parallel.  Fällt  man  also  vom  Brennpunkt  C  ein  Loth  auf  eine 
beliebige  Tangente  DP,  so  liegt  der  Fusspunkt  M  dieses  Lothes 
allemal  auf  der  Scheitel tangente  GO. 

Denn  verlängert  man  CM  bis  zur  Durchschneidung  mit  der 
Leitlinie  in  E,  so  ist  E  der  Fusspunkt  des  zu  D  gehurigen  äus- 
sern Leitstrahls  und  es  ist  EM=MC,  mitbin  muss  GO  durch 
M  gehen. 

$.  153.  Erklärung.  Die  Strecke  PN  der  Axe,  welche 
zwischen  einer  Tangente  und  der  Ordinate  ihres  Berührungspunk- 
tes liegt,  nennt  man  Subtangente;  die  Strecke  iVQ  zwischen  Or- 
dinate und  Normale  heisst  Subnormale. 

§.  154.  Lehr  satt.  In  der  Parabel  ist  die  Subtangente  das 
Doppelte  der  Abscisse. 

Die  Subnormale  ist  constant  und  dem  halben  Parameter  gleich. 
(Fig.  89.) 

Beweis.  Da  M  die  Mitte  von  EC  und  MG  parallel  EF  ist, 
so  ist  MG  der  Hälfte  von  EF  und  von  DN  gleich.  Nun  aber 
verhält  sich 

PG:PJS'=GM:ND, 

mithin  ist  PG  die  Hälfte  von  PN. 

Zieht  man  von  den  beiden  gleichen  Strecken  PG  und  GN 
die  gleichen  Strecken  FG  und  GC  ab,  so  bleibt 

,  PF=CJS. 

Fürs  Zweite  ist 

PC=  CQ. 

Zieht  man  wiederum  von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  glei- 
cbeo  Grossen  PF  und  CN  ab,  'so  bleibt 

FC=iVQ. 

§.  155.  Lehrsatz.  In  der  Parabel  ist  das  Quadrat  jeder  auf 
der  Axe  senkrechten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck  aus  dem  Para- 
meter und  der  zugehörigen  Abscisse.. 

Beweis.   Man  bat  (Fig.89.)  im  rechtwinkligen  Dreieck  PDQ: 
1  heil  mx\  n 


Digitized  by  Google 


1 54  Eue*:  Vortchuie  der  neuem  Geometrie,  mbes.  eine  element. 


also 

y*  =  px> 

§.  166.  Erklärung.  Einen  Kreis,  welcher  die  Parabel  im 
Scheitel  von  aussen  beröhrt,  d.  h.  mit  der  Parabel  die  Scheitel- 
tangente geniein  hat  und  nicht  mit  der  Parabel  auf  derselbeu 
Seite  dieser  Tangente  liegt,  dessen  Durchmesser  dem  Parameter 
gleich  ist,  nennen  wir  den  Scheitelkreis  der  Parabel.   (Fig.  91.) 

§.  157.  Lehrsatz.  Die  Parabel  ist  in  Conformitatslage  mit 
ihrem  Seh  eitelkreise,  insofern  man  die  Seh  eitel  tan  gente  als  Con- 
formitätsaxe  ansieht,  das  Projectionscentruro  aber  so  bestimmt, 
dass  der  Punkt  R,  in  welchem  die  Axe  den  Scheitelkreis  zum 
zweiten  Mal  durchschneidet,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Scheitel 
der  Parabel  und  dem  Centrum  liegt 

Beweis.  Man  Hille  in  Fig.  91.  von  einem  beliebigen  Punkte 
D  der  Parabel  ein  Lotb  .auf  die  Scheiteltangente,  verbinde  den 
Fusspunkt  E  desselben  mit  R,  und  D  mit  dem  Scheitel  der  Pa- 
rabel G. 

Es  ist  ED  —  z,  EG=y,  RG-=p;  alsq  ist  wegen  der  Pro- 
portion 

p:y=y:x 

das  Dreieck  RGEcvDEG,  und  also  W.  EGO  =  W.ERG.  Nun 
sei  W  der  Punkt,  in  welchem  die  Linie  ER  die  Peripherie  des 
Scbeitelkreises  durchschneidet.  Verbindet  man  D'  reit  G,  so  ist, 
wie  leicht  einzusehen, 

W.  D'GE  =  W.  EGR  =  W.  EGD, 

mithin  halbirt  GE  den  Winkel  DGD* und  da  RG  senkrecht  auf 
GE  steht,  so  ist  G  das  Centrum  eines  harmonischen  Büschels. 
Macht  man  nun  RO  =  RG  und  verbindet  O  mit  E,  so  wird  auch 
E  das  Centrum  eines  harmonischen  Büschels ;  denn  es  ist  ED 
parallel  OG,  und  der  Strahl  ER  geht  durch  die  Mitte  von  OG. 

Die  beiden  harmonischen  Büschel  E  und  G  haben  den  Strahl 
EG  gemein  und  Hegen  daher  axial.  Durchschneidet  aber  die 
Gerade  OD*D  die  Scheitel tangente  in  K,  so  wird  die  Strecke 
OK  in  iy  und  D  harmonisch  gethellt. 

Bemerkung.    Die  gemeinsame  Gegenaxe  beider  Systeme 
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berührt  den  Scbeitelkreis  in  R;  der  Punkt  R  kann  also  der  Ge- 
genpunkt des  Scheitelkreise«  genannt  werden.  Da  es  für  den 
Punkt  R  keinen  entsprechenden  Punkt  in  der  Parabel  giebt/  so 
ist  dieselbe  keine  geschlossene  Kurre. 

§.  158.  Folgerungen.  1)  Jeder  vom  Gegenpunkt  R  des 
Scbeitelkreises  auslaufenden  Sehne  desselben  HD'  (Fig.  92.)  ent- 
spricht in  der  Parabel  (Fig.  92.  a.)  eine  mit  der  Aze  parallele  Ge- 
rade ED,  «reiche  die  Parabel  nur  in  dem  Punkte  D  durchschnei- 
det Eine  Gerade  dieser  Art  beisst  ein  Durchmesser  der  Parabel 
und  der  Punkt  D  der  Scheitel  desselben. 

2)  Zieht  man  in  &  eine  Tangente  &N'  an  den  Scbeitelkreis, 
so  entspricht  ihr  wieder  eine  Tangente  der  Parabel  DN.  * 

3)  Es  sei  L  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  Z)'Af'  die 
Gegenaze  durchschneidet  Ist  nun  eine  Kreissehne  P'Q'  gege- 
ben, welche  verlängert  durch  L  geht,  so  entspricht  derselben  in 
der  Parabel  eine  Sehne  PQ,  welche  der  Tangente  DM  parallel 
ist  Eine  solche  Sehne  heisst  dem  von  D  auslaufenden  Durch- 
messer zugeordnet. 

4)  Die  Sätze  von  harmonischen  Punkten  einer  Kreislinie,  so- 
wie auch  von  den  Polaren,  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  die  Para- 
bel ausdehnen. 

§.  159.  Lehrsatz,  Jede  Sehne  einer  Parabel  wird  vom  zu- 
geordneten Durchmesser  halbirt. 

Beweis.  Die  Sehne  P'Q*  des  Scheitelkreises  wird  vom 
Durchschnitt  des  Tangentenpaares  und  der  zugehörigen  Berührungs- 
sehne in  V  und  S'  harmonisch  getbeilt.  Nun  aber  liegt  der  Punkt 
L  auf  der  Gegenaxe;  folglich  ist  der  Punkt  S,  in  welchem  die 
Sehne  PQ  vom  zugeordneten  Durchmesser  geschnitten  wird,  die 
Mitte  von  PQ. 

§.  160.  Lehrsatz.  Die  Linie  ST,  welche  den  Durchschnitt 
zweier  Parabeltangenten  mit  der  Mitte  der  Berü'hrungssehne  ver- 
bindet, f&llt  in  die  Richtung  des  der  Berfibrungssebne  zugeord- 
neten Durchmessers  und  wird  vom  Scheitel  desselben  halbirt. 

Beweis.  Zieht  man  in  P*  und  Q*  Tangenten  an  den  Schei- 
telkreis, so  schneiden  sich  dieselben  in  der  Verlängerung  von 
RD ;  folglich  schneiden  sieb  die  Parabeltangenten  in  P  und  Q  in 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  DS,  welcher  der  Sehne  PQ 
ru geordnet  ist. 

11* 
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FuYs  Zweite  sind  die  Punkte  RS'D'T  vier  harmonische 
Punkte.  Da  aber  R  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  liegt  D  in  der 
Mitte  zwischen  5  und  T. 

$.  161.  Lehrsatz.  Die  Polare  des  Brennpunkts  einer  Pa- 
rabel fällt  mit  der  Leitlinie  zusammen.   (Fig.  93.) 

Beweis.  Dem  Brennpunkte  der  Parabel  entspricht  im  Systeme 
des  Scheitelkreises  ein  Punkt,  welcher  auf  der  Verlängerung  der 
Parabelaxe  liegt.  Da  aber  diese  Axe  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  geht,  so  sind  die  Polaren  aller  derjenigen  Punkte ,  welche 
in  der  Richtung  derselben  liegen,  senkrecht  darauf  und  mithin  der 
Conformitätsaxe  parallel.  Demnach  sind  auch  alle  entsprechenden 
Polaren  im  Systeme  der  Parabel  auf  der  Axe  derselben  senkrecht. 

Dasjenige  Tangentenpaar,  welches  den  Parameter  TU  zur 
Berührungssehne  hat,  hat  seinen  Durchschnitt  auf  der  Leitlinie. 
Denn  die  Subtangente  CV  ist  das  Doppelte  der  Abscisse  CX, 
also  gleich  der  Hallte  des  Parameters;  ebenso  gross  aber  ist  die 
Entfernung  des  Brennpunkts  C  von  der  Leitlinie  PQ. 

Da  nun  der  Punkt  F  ein  gemeinsamer  Punkt  der  Leitlinie 
und  der  zum  Brennpunkt  C  gehörigen  Polare  ist,  da  zweitens 
beide  auf  der  Parabelaxe  senkrecht  stehen,  so  folgt,  dass  beide 
in  einander  fallen. 

§.162.  Lehrsatz.  Jedes  Tangentenpaar  einer  Parabel,  des- 
sen Durchschnitt  auf  der  Leitlinie  liegt,  schliesst  einen  rechten 
Winkel  ein.    (Fig.  94.) 

Beweis.  Liegt  der  Tangentendurchschnitt  F  auf  der  Leit- 
linie, so  geht  die  Berührungssehne  DE  durch  den  Brennpunkt  C 
und  ist  also  ein  Parameter. 

Verbindet  man  nun  den  Punkt  F  mit  der  Mitte  G  des  Para- 
meters DE,  so  ist  FG  als  Durchmesser  der  Parabel  senkrecht 
auf  der  Leitlinie  AB.  Fällt  man  also  von  D  und  E  die  Lothe 
DH  und  EJ  auf  AB,  so  ist  FG  als  Mittellinie  des  Paralleltra- 
pezes HDEJ  gleich  der  halben  Summe  von  DH  und  EJ.  Nun 
aber  ist  nach  der  Definition  der  Parabel 

HD  =  DC,  JE=EC, 

mithin 

HD\  JE  =  DE. 

Demnach  ist  FG  gleich  der  Hälfte  von  DE,  d.  h.  =  GD  und 
—  GE.  Es  lässt  sich  also  vom  Punkte  G  aus  ein  Kreis  um  das 
Dreieck  DFE  beschreiben;  folglich  ist  der  Winkel  DFE  =  R. 
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Zusatz  Der  Scheitel  K  ist  die  Mitte  von  FG,  folglich  ist 
KG  der  vierte  Tbeil  des  Parameters  DE.   Nun  aber  ist  KG=KF 

=  AB  +  BL  =  x'  -f- j  ,  wofern  man  unter  ar1  die  zum  Scheitel 

geborige  Abscisse  AL  und  unter  p  den  Hauptparameter  ver- 
steht; folglich  ist 

UE=p  +  \x'. 

§.  163.  Lehrsatz.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  Z 
einer  Parabel  (Fig.  92.  a.)  mit  den  Endpunkten  einer  Sehne  und 
dem  Scheitel  des  zugeordneten  Durchmessers,  und  zieht  sodann 
von  Z  eine  Parallele  mit  dem  Durchmesser,  so  entsteht  in  Z  ein 
harmonischer  Büschel. 

Beweis.  Dem  Parabeldurchmesser  DS  entspricht  im  Schei- 
telkreise eine  Sehne  RD't  welche  vom  Gegenpunkt  H  ausläuft. 
Der  Sehne  PQ ,  welche  dem  Durchmesser  DS  zugeordnet  ist, 
entspricht  die  Kreissebne  PQ',  welche  verlängert  durch  den  Pol 
von  RD\  durch  L  geht.  Nun  sind  die  Punkte  RP"DQ'  vier  har- 
monische Punkte  der  Kreislinie.  Verbindet  man  also  den  Punkt 
Z',  welcher  dem  Punkte  Z  entspricht,  mit  diesen  vier  Punkten,  so 
entsteht  ein  harmonischer  Büschel.  Es  entspricht  aber  der  Geraden 
Z'R  eine  Gerade  Z  W,  welche  dem  Durchmesser  DS  parallel  lauft, 
folglich  ist  ZW  die  vierte  Harmonikale  zu  ZD,  ZP,  ZQ. 

$.  164.  Lehrsatz.  In  der  Parabel  ist  das.  Quadrat  jeder 
einem  Durchmesser  zugeordneten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck 
aas  der  zugehörigen  Abscisse  und  dem  ihr  parallelen  Parameter, 
d.  h. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  95.)  LM  eine  dem  Durchmesser  Ä'iV 
angeordnete  Sehne,  N  der  Durchschnittspunkt  beider,  also  LN 
eine  dem  Durchmesser  KN  zugeordnete  Ordinate,  und  die  Strecke 
KN  die  zugehörige  Abscisse. 

Man  verbinde  den  Endpunkt  D  des  mit  LN  parallelen  Para- 
meters DE  mit  L  und  M,  sowie  auch  mit  dem  Scheitel  AT,  und 
ziehe  sodann  DP  parallel  mit  Ä'iV.  Die  Gerade  DP  möge  die 
Richtung  LM  in  P,  die  Gerade  DK  aber  möge  dieselbe  in  Q 
durchschneiden. 

- 

Da  nach  dem  vorigen  Paragraphen  D  das  Centrum  eines  har- 
monischen Bäscheis  ist,  so  sind  LPMQ  vier  harmonische  Punkte, 
N  aber  ist  die  Mitte  von  LM;  folglich  bat  man 


Digitized  by  Google 


158  Sssen:  Vorschule  der  Heuern  Geometrie,  Insbes.  eine  elemeni. 

Nun  aber  tat  HP—  GD=tPi*  zweitens  verhält  sich 

NQ:  KN  =  DG :  GK . 
aber  DG =2.  KG;  folglich 

und  demnach 

$.  165.  Lehrsatz.  Das  von  einem  Tangentenpaar  einer 
Parabel  und  der  zugehörigen  Berührungssehne  umschlossene  Drei- 
eck ist  doppelt  so  gross,  wie  das  über  der  Berührungssehoe  ste- 
hende Dreieck,  welches  den  Scheitel  des  zugeordneten  Durch- 
messers K  zur  Spitze  bat  (Fig.  96.). 

Beweis.  Das  Dreieck  DKG  ist  die  Hälfte  des  Dreiecks 
DGF,  da  KG  die  Hälfte  von  FG  ist;  ebenso  ist  EKG  die  Hälfte 
von  EGF;  mitbin  DKE  die  Hälfte  von  DFE. 

§.  166.  Lehrsati.  Das  von  einem  Parabelbogen  und  der 
zugehörigen  Sehne  umschlossene  Segment  ist  gleich  zwei  Dritteln 
desjenigen  Dreiecks,  welches  von  der  Sehne  und  dem  zugehörigen 
Tangentenpaar  umschlossen  wird. 

Beweis.  Zieht  man  im  Scheitel  K  des  der  Sehne  DE  zu- 
geordneten Durchmessers  eine  neue  Tangente  an  die  Parabel  RS, 
so  ist  das  Dreieck  RSF,  da  RS  parallel  mit  DE  ist,  der  vierte 
Theil  des  Dreiecks  DFE,  also  die  Hälfte  von  DKE. 

Sucht  man  die  Scheitel  der  Durchmesser,  welche  den  Sehnen 
DK  und  J&Af  entsprechen,  und  construirt  diejenigen  Dreiecke,  welche 
zuDXund  KE\n  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Dreiecke  RSF 
und  DKE  zur  Sehne  DE,  so  werden  die  Tangentendreiecke  wie- 
derum die  Hälfte  der  Sehnendreiecke  sein.  Setzt  man  nun  die 
Construcüon  ins  Unendliche  fort,  so  nähert  sich  die  Summe  der 
Sehnendreiecke  augenscheinlich  ohne  Ende  dem  Segment  EKB, 
die  Summe  der  Tangentendreiecke  demjenigen  Flächenstack,  wel- 
ches vom  Tangeoteupaar  FD  und  FE  und  dem  Bogen  DE  um- 
schlossen wird.  Man  ist  daher  berechtigt,  zu  schliessen,  dass 
für  diese  beiden  Flächen  dasselbe  Verhältniss  Statt  finde,  welches 
zwischen  der  Summe  der  Tangentendreiecke  und  der  Summe  der 
zugehörigen  Sehnendreiecke  Statt  findet,  d.  h.  dass  das  äussere 
Stfick  die  Hälfte  des  Segmentes  sei. 
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Ton  den  Bestlmmana^Terh&ltnlssen  nnd  den  perspeett- 
vlschen  Doppelverh&ltnlssen. 

$.  167.  Erklärung.  Wir  bezeichnen  eine  von  den  Ponte ten 
a  und  6  begrenzte  Strecke  durch  a6,  wenn  sie  als  mit  a  anfan- 
gend und  mit  6  endigend  Torgestellt  werden  soll,  dagegen  mit 
6a/  wenn  sie  mit  6  beginnt  und  sich  bis  a  bin  erstreckt. 

Die  Maasszahl  der  durch  ab  bezeichneten  Strecke  versehen 
wir  entweder  mit  dem  Zeichen  -f-  oder  — .  Nachdem  aber  Eins 
von  Beiden  festgesetzt  ist,  erhält  die  Maasszahl  derselben  Strecke, 
als  mit  b  anfangend  gedacht,  das  entgegengesetzte  Zeichen: 

ob  sss  —  6a. 

Diejenige  Richtung,  welcher  das  Vorzeichen  +  zugesprochen 
ist,  beisst  die  positive  (also  etwa  a6),  die  andere  (6a)  die  ne- 
gative. 

Demgemäss  werden  dann  auch  alle  übrigen  Strecken  auf  der- 
selben Geraden  mit  -f  oder  —  versehen,  jenaebdem  sie  in  ihrer 
Richtung  mit  a6  oder  mit  6a  abereinstimmen. 

$.  168.  Zusatz.  Sind  drei  beliebige  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden gegeben:  a,  6  und  c,  so  ist  allemal 

ac  -f  c6  =  ab. 

Beweis.  Liegt  c  zwischen  o  und  6,  so  ist  der  Satz  ao 
sieb  einleuchtend. 

Liegt  c  über  6  hinaus,  so  hat  man,  welches  auch  die  posi- 
tive Richtung  sein  mag: 

ac  —  bc  =  ab , 

also 

ac  —  (—  cb)  —  ab , 

d.  h. 

ac  -f  c6  =  ab. 

Liegt  c  über  a  hinaus,  so  ist 

a6=c6 — ca  =  cb — (—  ac)=ac  -f  cb. 

§.  169.  Erklärung.  Derjenige  Ausdruck,  den  man  erhält, 
wenn  man  in  dio  Bezeichnung 
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ac 
bc 

statt  der  Strecken  ab  und  bc  ihre  mit  dem  gehörigen  Vorzeichen 
versehenen  Maasszahlen  einsetzt,  heisst  da«  Bestimm  ungsverhält- 
niss  des  Punktes  c  in  Bezug  auf  4die  Punkte  a  und  6,  und  wird 
von  uns  durch 

(«6,  c) 

bezeichnet. 

Die  Strecke  ab  heisst  die  Fundamentalstrecke,  ac  und  bc 
sind  die  Abschnitte  derselben.  Die  festen  Punkte  a  und  b  sind 
die  Grenzpunkte  der  Fundamentalstrecke,  der  willkürliche  Punkt 
c  wird  ein  Theilpunkt  derselben  genannt,  und  zwar  ein  innerer, 
wenn  er  zwischen  a  und  6  liegt,  sonst  aber  ein  uneigentlicher 
oder  Süsserer  Theilpunkt.  Ein  Theilpunkt  der  ersten  Art  bildet 
aufliegende  Abschnitte,  durch  einen  Theilpunkt  der  zweiten  Art 
entsteht  ein  anliegender  Abschnitt  b&  (Fig.  97.)  und  ein  Ober- 
greifender ac'. 

Das  Bestimmungsverhältniss  eines  inneren  Theilpunkts  ist 
negativ  und  zwar  gleich  —  1,  wenn  derselbe  in  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  Grenzpunkten  liegt. 

Das  Bestimmungsverhältniss  eines  äusseren  Theilpunkts  ist 
positiv. 

Da  nun  der  fibergreifende  Abschnitt  niemals  dem  anliegen- 
den gleich  werden  kann,  so  kann  es  keinen  Theilpunkt  geben, 
dessen  Bestimmungsverhältniss  positiv  und  gleich  Eins  wäre. 
Man  hat  aber 

ac  -f-  cb  =  ab , 

oder 

ac  =  ab  +  bc , 

mithin 

6c-1  +  6V 

Je  grosser  nun  der  Nenner  bc  wird,  desto  mehr  nähert  sich 
der  Bruch  ^  der  Null,  um  so  mehr  nähert  sich  auch  die  Gleichung 

ac 

b'c  =  i 

der  Wahrheit.  Man  sagt  daher,  ein  Bestimmungsverhäituiss.  des- 
sen Werth  gleich  Eins  sei,  zeige  den  unendlich  entfernten  Punkt  an. 
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Liegen  die  Greozpunkte  fest,  so  ist  jeder  dritte  Punkt  durch 
«ein  Bestimmungsverbäftniss  gegeben. 

§.170.    Aufgabe.    Eine  Strecke  ab  (Fig.  97.)  durch  den 

ac 

Punkt  c  so  zu  tbeilen,  dass  das  Verhältniss  einen  vorgeschrle 
beiieu  Werth  gleich  m  erhält. 

Auflösung.  Man  ziehe  die  willkürliche  Linie  aq,  trage  auf 
dieselbe  vom  Punkte  a  aus  die  Länge  m  auf  bis  y,  und  von  y  aus 
die  Länge  Eins,  entweder  nach  derselben  Seite  bin  bis  ß,  weon 
m  negativ  ist,  andern  Falles  aber  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  bis  ß'.  Zieht  mau  nun  die  Linie  ßb  oder  ß'b  und  durch  y 
eine  Parallele,  so  bestimmt  diese  den  gesuchten  Theilpunkt  c 
oder  c'.  Ist  m  gleich  Eins,  so  fällt  ß'mita,  ß'b  mit  ab  zusammen, 
dann  wird  yd  mit  ab  parallel,  und  der  Punkt  c'  rückt  in  unend- 
liche Entfernung. 

Bemerkung.  Denjenigen  Grenzpunkt,  welcher  im  Zähler 
eines  gegebenen  Bestimmungsverhältnisses  steht,  nennen  wir  den 
ersten. 

ac 

Das  Verhältniss  ^~  ist  gleich  Null,  wenti  der  Theilpunkt  c 

in  den  ersten  Grenzpunkt  a  füllt.  Um  es  positiv  wachsen 
zu  lassen,    muss  man  c  in  die  Verlängerung  von  ba  treten 

ac 

lassen.    Hier  bleibt  .    beständig  ein  ächter  Bruch  und  nimmt 

erst  im  Unendlichen  den  Werth  Eins  an.  Denselben  Werth  be- 
hält es,  wenn  man  sich  c  unendlich  weit  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  in  die  Verlängerung  von  ab  entrückt  denkt.  Nähert 
sich  nun  aber  der  Punkt  c  von  dieser  entgegengesetzten  Seite 

her  dem  Punkte  6,  so  wird  das  Verhältniss      =  1  +  ~  immer 

grosser,  da  6c  beständig  abnimmt.  Fällt  c  mit  dem  «weiten  Grenz- 
punkt  6  zusammen,  so  hat  man 

ac  ab 
b~c~  0  =ot- 

ac 

Soll  dagegen«  das  Verhältniss  ^  von  Null  aas  negativ  wach- 


sen, so  wird  c  von  a  aus  in  der  Richtung  ab  fortrücken 
Man  wird  zu  einer  richtigen  Vorstellung  gelangen,  wenn  man  sich 
die  Verlfingerang  von  6a  gleichsam  als  einen  Kreisbogen  denkt, 
der  mit  seinem  unendlich  entfernten  Punkte  an  die  Verlängerung 
von  ab  anstösst. 
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Desshalb  spricht  man  auch  nicht  von  zwei  unendlich  entfern- 
ten Punkten,  sondern  nur  von  einem.  Von-eiuem  ausserhalb  einer 
gegebenen  Linie  liegenden  Punkte  eine  Gerade  nach  ihrem  un- 
endlich entfernten  Punkte  ziehen,  betest  übrigens  nichts  Anderes 
als  eine  Parallele  zu  ihr  ziehen. 

§.  171.  Erklärungen.  Zwei  gleichartige  Tbeilpunkte  (in- 
nere  oder  Süssere),  von  denen  der  eine  so  weit  vom  ersten 
Grenzpunkt  entfernt  ist,  wie  der  andere  vom  zweiten,  wie  c  und 
cf  (Fig.  98.),  heissen  symmetrische  Tbeilpunkte. 

Zusatt.  Die  auf  gleiche  Weise  angesetzten  Bestimmungs- 
verhältnisse derselben  sind  reeiproke  Werthe  von  einander  und 
umgekehrt:  sind  die  Hestiramungsverhältnisse  zweier  Theilpunkte 
reeiproke  Werthe  von  einander,  so  sind  sie  symmetrische  Therl- 
punkte. 

In  der  That  ist  ac=b&,  so  ist  auch  ac'=6c,  mithin  ist 


§.  172.  Erklärung.  Sind  drei  von  einem  Punkte  O  aus- 
laufende Strahlen  OA,  OB,  OC  gegeben,  so  heisst  das  Ver- 
hältnis« 

sin  AOC      .  sin^C 
oder  slntfC 

das  Bestimmungsverbältniss  des  Strahls  OC  in  Bezug  auf  die 
Strahlen  OA  und  OB  (Fig.  98.  a.). 


Winkel  AOC  und  BOC  werden  immer  als  hohle  Winkel 
vorausgesetzt.  Die  Fundamentalstrablen  OA  und  OB  denken  wir 
uns  von  O  aus  nach  einer  bestimmten  Seite  hin  gezogen;  dagegen 
bleibt  es  für  jeden  dritten  Strahl  ungewiss,  nach  welcher  Seite  er 
sich  erstreckt.  Jeder  Strahl  OC  und  seine  rückwärts  gehende 
Verlängerung  OC  werden  als  ein  Strahl  gedacht. 

Wird  nun  festgesetzt,  dass  ein  Bestimmungsverhältniss  positiv 
oder  negativ  sein  soll,  jenachdem  der  dritte  Strahl  wie  OC  in 
Fig.99.  ausserhalb  des  hohlen  Winkels  AOB,  oder  wie  OCinFig.99.a. 
innerhalb  desselben  liegt;  so  ist  jeder  dritte  Strahl  seiner  Lage 
nach  vollkommen  bestimmt.  Zieht  man  nämlich  zwischen  OA  und 
OB  noch  einen  StraU  OD  (Fig.  98.  a.),  so  wird  sich  sogleich 

zeigen,  dass  das  Verhältnis*  s|0  j^jj  von  dem  Verhältniss  ^jj^jg^ 
verschieden  sein  muss. 


■ 
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Man  falle  von  einem  beliebigen  Punkte  m  in  der  Richtung 
OC  die  Lothe  mk  und  ml  auf  die  FuodamentalstrahleB,  und  ziehe 
sodann  mm'  parallel  mit  OA  his  zum  Strahl  OD.  Von  m'  falle 
man  die  Lothe  m'k  und  mW.    Alsdann  ist: 

mfe=Om.#\nAC> 
W  =  Oro.sinBC, 

*  • 

mfc  shi  AC 

ml~ BtnBC  -ml  i'»s.:    :  I- 

Ebenso  ist 

m'k     sin  AD 
mW  "sin  BD' 

Nun  aber  ist  m'k  —  mk ;  dagegen   kann  m'f  nicht  gleich  ml 

sein,  weil  sonst  mm'  auch  parallel  O/?  wäre;  folglich  wird  auch 

mlc    ,      .     §  •  i   nt  A  , 
jjjj  niemals  gleich  ^7  sein. 

§.  173.  Erklärung.  Man  erhält  ein  perspectivisches  Dop- 
pelverhältniss zwischen  vier  Punkten  a,  b,  c,  d,  wenn  man  zwei 
derselben  als  Grenzpunkte,  die  beiden  andern  als  Theilpunkte  an- 
sieht,  und  das  Bestitnmungsverhältniss  des  ersten  Theilpunkts 
durch  das  gleich  angesetzte  des  andern  dividirt,  also 

ac  a  ad 
6c '  bd 

Der  Ausdruck  „gleich  angesetzt"  soll  daran  erinnern,  dass  jeder 
der  beiden  Grenzpunkte  in  beiden  Verhältnissen  dieselbe  Stelle 
haben  muss. 

OC 

Das  vorstehende  Verhältnis»  ^  heisst  das  obere,  das  fol- 
gende aber  das  untere.   Wir  bezeichnen  das  DoppelverhBltnis* 

ac  tad 
bc'bd 

der  Kürze  wegen  durch  (ab,  cd)  und  sprechen  aus:  „Doppelver- 
hältniss  abcd". 

In  gleicher  Weise  entsteht  ein  Doppelverhältniss  zwischen  vier 
Strahlen. 

Zusätze  1.  Das  Doppelverhältniss  (06,  cd)  ist  positiv,  wenn 
die  beiden  Theilpunkte  gleichartig  (zugleich  innere  oder  äussere) 
sind,  im  entgegengesetzten  Falle  negativ.  Für  den  Werth  von 
(06,  cd)  ist  es  also  auch  gleichgültig,  ob  man  ab  oder  ba  als  die 
positive  Richtung  ansieht. 
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2.  Ist  (ab,  cd)  —  m  gegeben,  so  ist  durch  drei  von  den  vier 
Punkten  a,  b,  c,  d  allemal  der  vierte  bestimmt.  Ebenso  ist  durch 
drei  Strahlen  und  ein  gegebenes  Doppelverhältniss  der  vierte 
Strahl  bestimmt. 

3.  Für  den  Werth  des  Doppelverhältnisses 

sin^C    sin  AD      .         ,  _ 

~ — K/S :  ,  p#>  oder  (AB,  CD) 
Bin  HC   »in  HD  v  ' 

ist  es  gleichgültig,  ob  man  statt  eines  der  Fundamentalstrahlen 
oder  der  beiden  Theilstrahlen  seine  über  das  Centrum  hiuau* 
gehende  Verlängerung  nimmt. 

Nur  die  erste  Behauptung  bedarf  eines  Nachweises.  Nimmt 
man  aber  s.  B.  statt  des  Strahls  OA  (Fig.  98.  a.)  seine  Verlänge- 
rung OA',  so  behalten  die  beiden  Verhältnisse 

sin  A'C  sin  A  D 

sinÄC    UD  »InBD 

denselben  absoluten  Werth  wie  vorhin,  weil  Nebenwinkel  gleiche 
Sinus  haben.  Beide  Verhältnisse  nehmen  aber  zugleich  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  an;  folglich  bleibt  das  Ooppelverhält- 
niss ungeändert. 

§.  174.  Hauptlehrsatz.  Wird  eine  Gerade  (Fig.  99.)  von 
vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD,  die  von  einem  Punkt  O  aus- 
laufen, in  den  Punkten  a,  b,  c,  d  durchschnitten,  so  ist  ein  he- 
liehiges  Doppelverhältniss  zwischen  den  vier  Durchschnittspunkteu 
allemal  gleich  dem  entsprechend  angesetzten  Doppelverhältniss 
der  vier  Strahlen: 

ae  ,  ad      &\i\  ACf  sin  AD 
bi  '  bd  -  bUHSC' eUJBb' 

Beweis.  Man  fälle  von  den  beiden  Theilpunkten  c  und  d 
Lothe  auf  die  Fundamentalstrahlen:  ck,  cl,  dk'  und  dt.  Alsdann 
verhält  sich 

1)  aciadzzzckidk', 

2)  bcibd^s  ck'.dt. 
Hieraus  folgt: 

oc  ad      ck  dk 
3>  bc''bd- cl'dF' 


INun  aber  ist : 


Dm  stellt! nn  iter  Verviiuitlschfift  u  ii  A cor/sr hnitte  enthaltend  IKfk 

dfc  =  Oc.  sin  ,4C,  <tf  =  Oc  .«däC, 
<^=Od.sin.lD,  dT=Od.*\nBD; 

folglich : 

ac  ad     sio^C   am  AD 

Die  Uebereinstimmung  der  Vorzeichen  ist  an  sich  einleuchtend. 

Zusatz.  Um  den  Satz  auch  bequem  auf  den  Fall  ausdehnen 
zu  können,  wenn  die  Transversale  einem  der  gegebenen  Strahlen 
etwa  OD  parallel  sein  sollte  (Fig.  99.  a.),  dazu  dient  die  Fiction 
eines  unendlich  entfernten  Durchschnittspunktes  d,  dem  eben  die 
Eigenschaft  beigelegt  wird,  dass  er  von  allen  im  endlichen  Räume 
gelegenen  Punkten  gleich  weit  entfernt  sei.  Dadurch  bleibt  die 
oben  gewonnene  Gleichung 

ac  ad     sin  AC  m  Bin  AD 

bc  'bd  —  sbTZfC '  sTn/f Z> 

■        .  « 

auch  für  diesen  Fall  richtig. 

Denn   angenommen,  die  aufgestellte  Gleichung  wäre  nicht 

od 

richtig,  wenn  man  dem  Ausdruck  j-^  den  Werth   Eins  beilegt, 

sondern  man  müsste,  um  ihr  zu  genügen,  £~j=>"  nehmen,  so  dass 
man  nun  bitte: 

ac         sin  AC  #  sin  AD  • 

Vc^-b^bc'^vbd9 

so  Hesse  sich  auf  der  Geraden  ab  ein  bestimmter  Punkt  d'  in 

endlicher  Entfernung  finden,  für  welchen  £~^=m  wäre.  Alsdann 

hätte  man  also  zuerst: 

ac  ad'  sin  AC  sin  AD 

bc  '  bd'  —  sliTßC :  sTn~ßl> ' 

und  auch,  wofern  man  durch  d1  den  Strahl  OD4  söge,  wie  vor- 
bin bewiesen: 

ac  ad/  sin  AC ,  sin  AD* 
bc'bd'  —  slnBC'smBD' 

Also  wäre 
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»\nAD  _  «in  AD' 


was  unmöglich  ist. 


Folgerungen.  1)  Wen«  zwei  Punktreihen  abcd  und  a'6Vcf 
(Fig.  99.)  perspektivisch  liegen,  so  ist 

b'iüAC  s\uAD    t  .     ^    #  fJ.    f  „ 

also 

(a6,  cd)  =  a'o',  c'd')- 

bt  abe  parallel  OD  (Fig.  99.a.)  so  ist 

ay  m  a6  ac 
ßy'(tö~~  Fe' 

2)  Wenn  zwei  Strahlenbuscbel  O,  ABCD  nnd  O',  A'B'CD* 
(Fig.  100.)  axial  liegen,  so  hat  man,  wofern  a,  b,  c  und  d  die 
Punkte  sind,  in  denen  sich  die  entsprechenden  Strahlen  schneiden: 

ac  ad    sin  AC  %  sin  AU     sin  A'C  #  sin  A'D1 
Umgekehrt: 

1)  Zwei  Punktreihen  von  je  vier  Punkten  mit  gleichen  auf 
gleiche  Weise  angesetzten  Doppelverhältnissen  liegeu  perspectiv 
visch,  sobald  sie  einen  genieinsamen  Punkt  haben  oder  auch, 
wenn  sie  mit  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  perspektivisch 
liegen. 

2)  Zwei  Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen  mit  gleichen 
Doppelverhältnissen  liegen  axial,  wenn  sie  einen  gemeinschaftli- 
chen Strahl  haben,  oder  wenn  sie  mit  drei  Strablenpaaren  axial 
liegen. 

Zusatz.  Zwei  Punktreihen  mit  gleichen  Doppelverbältnissen 
sind  also  entweder  conform  oder  proportional  oder  congruent. 

Proportional  sind  sie,  wenn  ausser  der  Gleichung 

ac  m  ad  cCe'  m  a'd' 

Fe'' bd  —  M'Vd' 

noch  die  Gleichheit  der  einzelnen  Verhältnisse  vorhanden  ist: 

ac  _  a'c'  ad  a'd' 
bc~b'e*  bd-b'd' 
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Congruent  sind  sie,  wenn  fiberdies  Zahler  mit  Zähler,  Nenner 
mit  Nenner  übereinstimmt: 

ac=a'&,   6<?=6V,   u.  s.  w. 

Nennt  man  conform  zwei  Strahlenbüschel,  die  zu  einander  in 
axiale  Lage  gebracht  werden  können,  so  wird  die  Congruenz  hier 
ein  besonderer  Fall  der  Conformitüt,  wie  sie  bei  Punktreihen  ein 
besonderer  Fall  der  Proportionalität  ist.  Strahlenbüschei  mit  glei- 
chen Doppel  Verhältnissen  sind  überhaupt  conform.  Sie  sind  con- 
form und  dabei  zugleich  congruent,  wenn  die  Einzelverhältnisse 
paarweise  übereinstimmen. 

§.  175.  Lehrsätze.  1)  Ein  Doppelverbältuiss  (aß,  y<5)  bleibt 
ungeändert,  wenn  man  die  Grenzpunkte  mit  den  Theilpunkten 
vertauscht: 


(aß,  yt)  =  (yt,  aß). 


Denn  es  ist 


«Y.«i__ay  mßY__Y«.Yß 
Fy-ß-äf ■'ßö-fu'Sß' 

2)  Ein  Doppelverbältniss  geht  in  seinen  reciproken  Werth 
über,  wenn  man  die  Grenzpunkte  oder  die  Theilpunkte  unter  sich 
umstellt: 

,  .  ^  I  \ 

W.  y°f-{ßa9yS)-  (aß,^)' 

Denn  es  ist 

■ 

ay  ad         1  1_ 

Zusatt.  Folglich  bleibt  ein  Doppelverhfiltniss  ungeändert, 
wenn  man  die  Grenzpunkte  und  die  Theilpunkte  zugleich  umstellt: 

(aß,  yd)  =  (ßa,  öy). 

3)  Ein  Doppelverbältniss  geht  in  seine  Ergänzung  zur  Einheit 
über,  wenn  man  einen  Grenzpunkt  mit  dem  ungleichste! Ilgen 
Theilpunkt  vertauscht: 

(«A  y*)  +  («y, 

Es  sei  (Fig.  99.  a.)  die  Transversale  abc  dem  Strahl  OD  pa- 
rallel.  Dann  ist 
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ac  cn 


also 


Für«  Zweite  hat 

2)  (aß,  yS)  +  (iß,  ya)  =  (yd,  aß)  +  (ya,  dß); 

der  zur  Rechten  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  ist  aber 
nach  1)  gleich  Eins. 

4)  Vertauscht  man  aber  einen  Grenzpunkt  mit  dem  gleich« 
stelligen  Theilpunkt,  so  ergänzen  sich  der  reciproke  VVertb  de« 
gegebenen  und  derjenige  des  neu  gebildeten  Doppelverbältnisses 
zur  Einheit: 

1   +  J±-i. 


Denn  es  ist 


(aß,  yd)  T  (ad,  yß) 
(aß,yS)+(yß,a6)-A' 

l  * 

(aJTrf)  =  <«*  W' 

i4ftmer&t<n£.  Im  Ganzen  sind  24  verschieden  angesetzte 
Doppelverhältnisse  zwischen  vier  Punkten  möglich.  Nach  den 
voranstebenden  Sätzen  lassen  sich  aus  einem  derselben  die  übrigen 


§.  176.  Erklärung.  Ein  Doppelverb&ltniss  heisst  harmo- 
nisch, wenn  es  gleich  —  1  ist,  sonst  aber  anbarmonisch. 

Zutätte.  1)  Bei  vier  harmonischen  Punkten  abcd  (Fig.  99.) 
ist  das  Rechteck  aus  dem  grössten  Abschnitt  ad  und  dem  mitt- 
lem bc  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  äussern  Abschnitten 
ab  und  cd. 


c6  cd 
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folgt  unmittelbar : 

ab. cd  =  ad.  bc. 

2)  Das  Rechteck  aus  den  beiden  übergreifenden  Abschnitten 
ac  und  bd  ist  doppelt  so  gross,  wie  das  K  echt  eck  aus  den  beiden 
äusseren  Abschnitten. 

Alan  hat 

(ac,  bd)  -f  (ab,  cd)  =  I , 
mithin,  wenn  (ac,  6cf)=-l  ist, 

ac  ad 

(ab,  cd)    oder    ^^  =  2. 

Hieraus  folgt: 

ac  .bd~2.ad.cb~2.ab.cdr 

§.  177.  Lehrsatz.  Zwei  Punktreihen  von  je  vier  Punkten 
aebd  und  ac'b'd'  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  a  (Fig.  102.  a.)  sind 
allemal  harmonisch,  wenn  sie  in  Bezug  auf  zwei  Projectionscentra 
m  und  n  perspectivisch  liegen. 

Beweis.   Man  hat  wegen  des  Centrums  m: 

1)  (ab,  cd)  =  (ab',  dd'), 
und  wegen  des  Centrums  «: 

2)  (ab,  cd)  — (ab',  d'cT); 
nun  ist 

folglich  kommt,  indem  man  die  Gleichungen  1)  und  2)  multipliefrt : 

(ab,  crf)2  =  1. 

Hieraus  folgt 

(«6,  cd)  =  ±  1. 

Da  aber  das,  Zeichen  -f  nicht  Statt  haben  kann,  so  hat  man 

(ab,  cd)  =—  1. 

Bemerkung.  Ein  Viereck  cdd'c'  (Fig.  102. a.)  wird  vervoll- 
ständigt, indem  man  seine  Gegenseiten  bis  zur  Durcbschneidiing 
in  a  und  m  verlängert;  die  Gerade  am  ist  die  äussere  Diagonale. 
Man  sieht  sogleich,  dass  jede  der  drei  Diagonalen  wie  cd1  durch 
die  beiden  andern  harmonisch  getheilt  wird.  M 

*  ■  i  ™         i  > 

Um  zu  d,  b  und  d  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  Cnden, 
kann  man  cm  und  dm  wMIkfirtich  ziehen  und  sodann  den  Punkt 
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n  beliebig  auf  mb  wählen.  Die  Geraden  cn  und  dn  bestimmen 
die  Punkte  d4  und  c',  und  d\le  Gerade  c*d'  den  gesuchten  Punkt  a. 

§.178.  Erklärung.  In  zwei  cenform  liegenden  Pun^treiheu 
erhält  man  die  Uegeopuokte,  w ena  man  s»  ei  mit  den  Richtungen 
dieser  Reihen  parallele  Projectionsstrahlen  Ou  und  Ob  sieht. 
(Fig.  101.) 

Die  Gegenpunkte  sind  also  diejenigen  Punkte,  denen  in  der 
andern  Reihe  der  unendlich  entfernte  Punkt  entspricht. 

§.  179.  Lehrsatz.  In  zwei  conform  liegenden  Punktreihen 
geben  die  Entfernungen  der  Gegenpunkte  von  je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  ein  constante*  Product  (Fig.  101.) 

Beweis.  Man  hat,  indem  man  durch  od  und  ce'  die  unendlich 
entfernten  Punkte  beider  Reihen,  durch  o  ihren  geroeiusemen 
Punkt  beieichnet : 

äu  äco.    a<x?  at> 
bu'b^—b^'Vc' 

* 

also,  wegen 

OOp'  _  Q  OD*  _  j 

bco  ""o'ar*  ~~ 
au     _  ao 

woraus  hervorgeht: 

bu.b'v  s=  au.  ar. 

Dies  folgt  such  leicht  jftis  der  Betrachtung  der  ähnliche*  Dreiecks 
Oub  und  Ovb',  in  denen  sich  verhält 

bu:Ov=  Ou.b'v.  I 

§.  180.   Lehrsatz.   Umgekehrt:  Sind  zwei  Punktreihen  «6cm 
und  e&'c'p  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  o-  gegeben  und  ist 

atf.ap=ott.6'v  =  cu.e'e  u.  s.  w., 

so  liegen  die  beiden  Reihen  abc...  und  a6V....  perspectiven. 

Beweis.   Construirt  man  das  Parallelogramm  Ouav,  so  wer-  * 
den  6  und  b\  c  und  c'  in  gerader  Linie  mit  O  liegen.   Denn  an- 
genommen, der  Strahl  Ob  schnitte  die  Gerade  ab'  statt  im  Punkte 

b*  im  Punkte  ß,  so  wäre  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

,  .  • 

Att.se  =  bu.ßv; 
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aber  nach  der  Voraussetzung  auch 

au.av  =  bu.b'v; 

also 

'         b'v  =  ßv. 

§.  181.  Zusatz.  Werden  zwei  Punktreihen  von  je  drei 
Punkten  abc  und  a'b'c'  als  conform  aufeinander  bezogen,  so  sind 
die  Gegenpunkte  beider  Keihen  vollkommen  bestimmt. 

Beweis.  Man  denke  sich  die  beiden  Reihen  abc  und  a'b'c4 
in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass  a'  mit  a  zusammenfällt  (Fig,, 
101.).  Wird  nun  vom  Durchschnitt  O  der  Geraden  bb'  und  cc' 
zuerst  Ou  parallel  mit  ab'  und  sodann  Ov  parallel  mit  ab  gezogen, 
so  ist 

au .  av  =  6m  .  b'v  —  cu .  c'v . 

Gäbe  es  nun  in  der  Reihe  «6V  noch  einen  Punkt  v'  von  der 
Beschaffenheit,  dass  man  ebenfalls  hätte: 

au.av'  =  bu.  b'o' = cu .  c'v' , 

so  raüssten  die  beiden  Reihen  abc  und  ab'c0  noch  in  Bezug  auf 
ein  zweites  Centrum  O'  perspectiviscb  liegen,  welches  durch  die 
aus  v'  mit  ab  gezogene  Parallele  v'O'  bestimmt  sein  wurde.  Dies 
ist  aber  nicht  möglich,  da  die  Geraden  66'  und  cc'  nur  einen 
Durschnitt  haben  können.  Ebenso  wenig  lassen  sich  u  und  v 
zugleich  mit  zwei  andern  Punkten  u'  und  v'  der  zugehörigen  Rei- 
hen vertauschen,  so  dass  für  dieselben  die  Gleichungen 

» 

au' .  at'  =  bu' .  6  V  =  cu' .  c  V 

existiren  könnten. 

Anmerkung.  Der  Beweis  des  voranstehenden  Satzes  zeigt 
zugleich,  wie  man  zu  verfahren  habe,  um  die  Gegenpunkte  der 
beiden  auf  einander  bezogenen  Reihen  abc  und  o'6'c'  zu  finden. 
Die  Aufgabe  wird  unmöglich,  wenn  a6c  und  o'6'c'  proportionale 
Reihen  sind.  Denn  alsdann  wird,  wenn  a'  mit  a  zusammenfällt, 
bb'  mit  c&  parallel. 

Ist  einer  der  Gegenpunkte,  etwa  tt,  gegeben,  so  dürfen  in 
jeder  der  beiden  als  conform  auf  einander  zu  beziehenden  Reihen 
nvr  noch  zwei  Punkte  willkürlich  genommen  werden,  etwa  a  und 
a',  6  und  6'.  Dann  legt  man  wieder  zwei  als  entsprechend  ge- 
setzte Punkte  (a  mit  a')  zusammen,  zieht  von  w  aus  eine  Paral- 
lele mit  a6'  und  sucht  deren  Durchschnitt  mit  der  Geraden  66'. 
Die  durch  diesen  Durchschnitt  O  mit  06  gezogene  Parallele  Ov 
bestimmt  den  Gegenpunkt  ©  auf  a6\ 

12- 
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Sind  beide  Gegeopunkte  u  und  v  bestimmt,  so  ist  nor  ein 
Paar  von  Punkten,  a  und  a\  willkürlich  zu  bestimmen. 

§.  182.  Aufgabe.  Zu  drei  gegebenen  Punkten  (Fig.  102.) 
einen  vierten  zu  bestimmen,  so  da*««  ein  auf  vorgeschriebene  Weise 
angesetztes  Doppelverhältniss  einen  gegebenen  Werth  gleich  k 
erhält 

Auflösung.  Es  sei  ausser  den  beiden  Grenzpunkten  n  und 
6  noch  der  erste  Theilpunkt  c  gegeben,  und  der  zweite  Theii- 
pnnkt  d  nach  der  Gleichung 

ac  ad  ^ 

bc  bd 

su  bestimmen. 

Man  ziehe  aus  6  die  willkürliche  Linie  6«,  bestimme  den 
Punkt  y  auf  6a  gemäss  der  Gleichung 


by  6»  ' 

d.  b. 

by-*' 

und  suche  sodann  den  Durchschnitt  O  der  Geraden  aa  und  cy. 
Von  diesem  ziehe  man  nun  die  Gerade  Od  parallel  mit  ay\ 
ist  ihr  Durcbnitt  d  mit  der  Geraden  ab  der  gesuchte  Punkt. 


Wäre 

ac 

Vc 


6c  =  *' 


so  würden  aa  und  cy  parallel  werden.  Dann  wird  die  Auflösung 
unmöglich,  oder,  mit  andern  Worten,  der  gesuchte  Punkt  ist  der 
unendlich  entfernte. 

Ist  d  gegeben  und  c  gesucht,  so  verbindet  man  den  willkflhr- 
lich  ausserhalb  der  Richtung  ab  genommenen  Punkt  O  mit  a,  b 
und  d,  zieht  zwischen  Oa  und  Ob  die  Linie  6«||  Od,  und  bestimmt 
den  Punkt  y  gemäss  der  Gleichung 

Die  Gerade  Oy  tritt  den  gesuchten  Punkt  c. 
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Jetzt  würde  die  Aufgabe  unmöglich  werden,  sobald  man  hätte: 

ad  1 

bd  =  k' 

Anmerkung.  Man  kann  eich  auch  vorstellen,  das»  einer 
der  Grenzpunkte,  etwa  6,  in  unendlicher  Entfernung  liege.  Aladann 
ist  die  Gleichung 

ac  ad 
bc''bd=k> 

weil  nun  bc—bd  ist,  gleichbedeutend  mit 

ac  :  ad  =  k. 

* 

Von  der  Conformltftt  der  Figuren  Im  Allgemeines. 

$.  183.  Lehrsatz.  Man  erhält  (Fig.  103.)  zu  einer  gegebe- 
nen Figur  afterf....  eine  mit  ihr  conform  liegende  Figur,  wenn  man 
nach  willkürlicher  Wahl  eines  Centrums  O  und  einer  Axe  XY 
xu  einem  jeden  Punkt  a  der  gegebenen  Figur  den  entsprechenden 
Punkt  o'  so  bestimmt,  dass  die  Strecke  des  durch  a  und  a'  ge- 
benden Projectionsstrahls ,  welche  zwischen  Centrum  und  Axe 
liegt,  von  den  beiden  Punkten  nach  einem  Doppelverhaltnisa  von 
constantem  Werthe  getheilt  wird. 

Der  Beweis  wurde  schon  früher  för  den  besondern  Fall  des 
harmonischen  Verhältnisses  geführt  und  ist  leicht  zu  verall- 
gemeinern. 

Anmerkung  \.  Man  kann  hierbei  folgend  ermaassen  verfahren : 
Nachdem  man  ausser  der  Axe  und  dem  Centrum  auch  noch  den 
Puokt  a'  auf  dem  Projectionsstrahi  Oa  willkürlich  angenommen 
hat  (Fig.  103.),  verbindet  man  a  mit  einem  andern  Punkt  des  ge- 
gebenen Systems  6,  der  aber  nicht  auf  dem  Projectionsstrahi  Oa 
liegen  darf.  Verlängert  man  nun  ab  bis  zur  Durchschneidung  mit 
der  Axe  XY  in  in,  und  verbindet  m  mit  a';  so  bestimmt  die  Ge- 
rade ma*  auf  dem  Projectionsstrahi  Ob  den  Punkt  6'.  Durch  die 
beiden  Punkte  b  und  b'  kann  man  nun  auch  auf  dem  Strahl  Oa 
beliebig  viele  Paare  von  entsprechenden  Punkten  in  derselben 
Weise  bestimmen. 

Anmerkung  2.  Ist  das  constante  Doppelverhältniss  das 
harmonische,  ho  erhält  man  wiederum  zwei  Systeme  in  Confor- 
mitaUlage,  wenn  man  eins  der  vorhandenen  mit  einem  congruen- 
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ten  System  vertauscht,  das  mit  ihm  in  Bezug  auf  die  vorhandene 
Conformitatsaxe  affin  liegt,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  man 
das  eine  System  so  weit  um  die  Conformitätsaxe  herumdreht, 
bis  es  wieder  in  dieselbe  Ebene  fallt.  Alsdann  tritt  der  beson- 
der* Fall  ein,  dass  das  Conformitätsceotram  in  die  Axe  fällt,  und 
zwar  erhält  man  das  neue  Centrum  Pf  indem  man  von  dem  alten 
Centrum  O  (Fig.  103.  a.)  ein  Uth  auf  die  Axe  XY  fallt. 

Es  sei 

(Ora,  aa')  =  —  1, 

indem  m  den  Durchschnitt  des  Strahls  Oa  mit  der  Axe  XY 
bezeichnet. 

Fällt  man  nun  vou  a'  das  Loth  a'p  auf  XY  und  macht  die 
Verlängerung  dieses  Lothes  pa=zpa't  so  ist 

W.aPp=zW.  a'Pp. 

Da  aber  P  das  Ceotrum  eines  harmonischen  Büschels  ist  mit 
den  Strahlen  PO,  Pa,  Pp  und  Pa1,  in  welchem  zwei  zugeordnete 
Strahlen  PO  und  Pp  auf  einander  senkrecht  stehen;  so  halbirt  Pp 
auch  den  Winkel  aPa',  und  somit  mnss  Pa  mit  Pa  zusammen  fallen. 
Das  neue  System  aß....  liegt  folglich  mit  dem  System  «6..-  per« 
spectivisch  in  Rücksicht  auf  das  Ceotrum  P,  indem  wir  uns  vor« 
stellen,  dass  jeder  fernere  Punkt  ß  in  derselben  Beziehung  zu  6' 
stehe,  wie  a  zu  a'. 

Nun  aber  werden  sich  die  Geraden  ab  und  a'b'  in  einem 
Punkte  in  der  Axe  XY  begegnen;  ebenso  müssen  sich  a'b1  und 
aß  auf  XY  begegnen,  da  diese  Gerade  Affinität&axe  für  die  bei- 
den betreffenden  Systeme  ist;  folglich  geht  aß  ebenfalls  durch 
den  Puukt  m.  Es  liegt  also  das  System  ab.-,  auch  axial  mit  dem 
System  aß....  in  Bezug  auf  die  Axe  XY. 

$.  184.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  conform  liegen- 
den Figuren  wird  die  Strecke  jedes  Projectionsstrahls,  welche 
zwischen  Centrum  und  Axe  liegt,  von  zwei  entsprechenden  Punkten 
allemal  so  netheilt,  dass  das  aus  dieser  Theilung  hervorgehende 
Doppelverhältniss  eineo  unveränderlichen  Werth  behält  Wir 
nennen  dieses  Doppelverhältniss  das  ConformitätsverbäJtniss  der 
beiden  Figuren.  Natürlich  rauss  beim  Ansatz  desselben  darauf 
geachtet  werden,  dass  die  zu  einem  System  gehörigen  Punkte 
immer  dieselbe  Stelle  erhalten,  zu  welchem  Ende  wir  ein  für  alle- 
mal  eins  der  beiden  gegebenen  Systeme  als  das  erste,  das  andere 
als  das  zweite  festzustellen  haben. 
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Die  Wahrheit  der  aufgestellten  Behauptung  zeigt  sogleich  die 
Figur  103.  Hier  ist,  wenn  q  und  r  die  Durcbschoittspunkte  der 
Strahlen  Oa  und  Ob  mit  XY  bezeichnen, 

(Oq,au')  =z  (Or,bb'). 

Anmerkung.  Liegt  das  Centrnrn  auf  der  Axe,  so  wird  das 
Cooformitätsverhaltniss  harmonisch,  sobald  man  eins  der  gegebe- 
nen Systeme  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  verlegt. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  103.  a.  die  beiden  Systeme  ab....  und  aß.~. 
als  die  gegebenen,  das  System  a*b'....  congruent  mit  aß..,,  und  in 
Aföoitätslage  mit  demselben  in  Bezug  auf  die  Axe  XY,  so  muss 
offenbar  auch  a*b* ....  mit  a6..„  axial  liegen.  Nun  seien  c,  y^ef 
die  Punkte,  in  denen  ein  im  vorausgesetzten  Conformitätscentrum 
P  auf  XY  errichtetes  Loth  die  Geraden  ab,  aß,  a'b'  durchschnei- 
det, dann  ist  wegen  des  Centrums  P: 

(ab,  cm)  =  (aß,  ym)  «ft  (a'b\  c'm); 

folglich  sind  auch  die  Reihen  abcm  und  a'b'c/m  in  perspectivischer 
Lage.  Weil  man  nun  aber  statt  des  Punktes  b  jeden  andern 
nehmen  kann,  so  folgt,  dass  das  System  ab  ...  mit  afb'  perspec- 
tivisch  liege. 

s  nun  das  Conforrnitätsverhältniss  anbelangt,  so  ist  klar, 
dass  die  vier  Strahlen  PO,  Pa,  Pp,  Pa'  harmonisch  sind,  da  der 
Winkel  OPp  ein  Rechter  ist,  und  der  Winkel  aPaf  durch  Pp 
balbirt  wird. 

§.  185.    Folgerungen.    I)  Ist  das  obwaltende  Verhältniss 

(Om,  aa')  =  k, 

so  wird  der  dem  Punkt  a  entsprechende  Punkt  a'  in  unendliche 
Entfernung  rücken,  sobald  man  hat  (Fig.  104.): 

Oa  ^ 

ma 

Die  särnmtlichen  (icgenpunkte  des  ersten  Systems  werden  also 
auf  einer  Geraden  liegen  HS,  weiche  der  Con  form  itäts  axe  parallel 
ist.  Wird  von  O  das  Loth  Or  auf  die  Axe  gefällt,  und  ist  p 
der  Durchschnitt  dieses  Lothes  mit  der  Gegenaxe  RS,  so  hat 


rp 

Andererseits  rückt  der  Punkt  a  des  ersten  Systems  in  unendliche 
Entfernung,  sobald  die  Lage  des  Punktes  a*  der  Gleichung 
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Oa'  J 


ma' 


■ ' '  j  • 

gemäss  ist  Durchschneidet  also  das  Loth  Or  die  Gegenaxe  des 
zweiten  Systems  UV  in  qt  so  ist  auch 

2)         .      ■  =  i 

'  ro;  k 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  nun,  dass  die  beiden 
Gegenaxen  RS  und  UV  in  Bezug  auf  das  Gentrum  O  und  die 
Conformitätsaze  X Y  symmetrisch  liegen,  d.  h.  dass  sie  entweder 
beide  zwischen  Axe  und  Centrum  oder  ausserhalb  liegen ,  und 
dass  die  eine  so  weit  vom  Centrum  entfernt  ist,  wie  die  andere 
von  der  Axe. 

r  .  .*  ;  • 

..... 

Liegt  das  Centrum  auf  der  Conformitätsaxe,  so  befinden  sich 
die  Gegenaxen  zu  beiden  Seiten  in  gleicher  Entfernung  von  der- 
selben, da  beim  Umlegen  des  einen  Systems  um  die  Axe  das 
Conformita'tsverhältniss  harmonisch  wird  und  also  die  Gegenaxen 
zusammenfallen. 

1 

-)  Jede  Gerade  des  einen  Systems  ist  dem  Projectionsstrahl 
parallel,  welcher  durch  den  Gegenpunkt  der  andern  geht. 

3)  Ks  seien  (Fig.  104.)  a  und  a'  zwei  entsprechende  Punkte, 
am  und  a'm  zwei  entsprechende  Gerade,  die  sich  im  Punkte  m 
der  Conformität8axe  begegnen,  t  und  t  endlich  seien  die  Gegen - 
puokte  dieser  beiden  Geraden,  also 

Os  ||  a'm,  Ot[\am. 

Der  Punkt  o',  den  wir  jetzt  als  einen  Punkt  des  zweiten 
Systems  ansehen,  tässt  sich  auch  auf  das  erste  System  bezieben. 
Dann  ist  der  Gegeopunkt  der  Geraden  a'm  nicht  mehr  der  Punkt 
t,  sondern  der  Punkt  *' ,  in  welchem  sie  von  der  Gegenaxe 
des  ersten  Systems  RS  geschnitten  wird.  Die  entsprechende 
Gerade  des  zweiten  Systems  ma  geht  alsdann  von  m  aus  parallel 
Bit  Os'.  So  lange  nun  die  beiden  Punkte  $'  und  t  nicht  zusam- 
menfallen, wird  auch  ma  nicht  mit  ma  und  a  nicht  mit  a  zusam- 
menfallen. Folglich  werden  zwei  in  Conformitätslage  befindliche 
Figuren  nur  dann  involutorisch  liegen,  wenn  ihre  beiden  Gegen- 
axen zusammenfallen,  d.  b.  wenn  das  Conformitätsverhältniss  har- 
monisch ist. 

4)  Wenn  den  vier  Punkten  abcd  auf  einer  Geraden  die  vior 
Punkte  a'b'c'd'  entsprechen,  so  ist  allemal  « 
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(ab,  cd)  «  (afb\  fd'). 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  voo  affinen  Systemen.  In  conformen 
Systemen  werden  sich  aber  im  Allgemeinen  conförme  Punktreihen 
entsprechen,  and  nur  in  dem  Falle  proportionale,  dass  beide  bei 
perspectiven- axialer  Lage  beider  Systeme  der  Conformitätsaxe 
parallel  sind. 

Ebenso  entsprechen  sich  in  conformen,  sowie  auch  in  affinen 
Systemen  conforme  Strahlenbüschel.  In  ähnlichen  und  congruen- 
ten  Systemen  sind  entsprechende  Büschel  allemal  congruent 

5)  Bat  man  zwei  entsprechende  Gerade  am  und  a'm,  die  sich 
in  m  auf  der  Conformitätsaxe  begegnen,  und  sind  t  und  t  die 
Gegenpunkte  dieser  Geraden,  so  ist  das  Product  as.a't  constant 
für  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  auf  den  Geraden 
«  und  oft,  und  zwar  gleich  am. a'm. 

Denn  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Osa  und  Ota'  ver- 
hält sich 

anOs—  Ot:  a't. 

Fällt  man  von  zwei  entsprechenden  Punkten  die  Lothe  ak  und 
o7  auf  die  betreffenden  Gegenaxen,  so  ist  das  Product 

ak.a'l 

constant  und  hat  denselben  Werth  für  alle  Punkte  der  gege- 
benen Systeme. 

Denn  es  verhält  sich  offenbar 

•i 

1)  as:ms  =  ak:rp, 

2)  a'timt  —  a'lirq ; 
also  erhält  man,  indem  man  zusammensetzt: 

■ 

a$.a't:m$.mt=  ak.a'l.rp  .rg. 

Nuu  aber  ist 

as.a't=  mt.mt;  ,. 

folglich  auch 

"  ak.a'l  =zrp.fg. 

§.  186.  Lehnatz.  Zwei  Dreiecke  in  Centralperspective 
sind  allemal  in  Conformitätslage*  wenn  sie  nicht  in  Aehnlichkeits- 
lage  sind. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  103.)  rn  der  Durchschnitt  der  Geraden 
ab  und  a'6',  n  derjenige  von  ac  mit  a'c',  endlich  q,  r  und  i  die 
Punkte,  in  denen  die  Gerade  mn  von  den  Projectionsstrablen  aa't 
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bb4,  cc'  getroffen  wird.  D»  die  Reihe  Oaqa4  mit  Obrb4  io  Bezug 
auf  dae  Centrum  m,  mit  Oese'  in  Bezug  auf  das  Centrum  n  per- 
spectivisch liegt,  so  ist 

,  '  (Oe,  aa*)  =        ©6')  =*  (Öl,  cc'). 

Die  beiden  Reihen  Obrb4  und  Oese*  haben  also  gleiche  Doppel- 
Verhältnisse,  und  da  sie  den  Punkt  O  gemein  haben.,  so  liegen 
sie  ebenfalls  perspectivisch.  Es  werden  sich  also  bc  und  nV  in 
einem  Punkte  p  der  Geraden  um  treffen,  oder  beide  mit  mn  paral- 
lel sein. 

Aümetkung.  Der  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Gerade  mn 
durch  das  Centrum  O  gehen  sollte  (Fig.  105.)-  Denn  angenommen» 
der  Durchschnitt  der  Geraden  bc  und  kftf,  welcher  p  heissen  mag, 
läge  nicht  auf  Om,  so  würde  aus  dem  vorigen  Beweise  bevor* 
gehen,  dass  n  aufm/»  läge.  Also  konnte  mit  dann  ebenfalls  nicht 
durch  a  geben? 

§.  187.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Zwei  axial  liegende  Drei* 
ecke  liegen  auch  allemal  perspectivisch. 

Beweis.  Denn  insofern  man  den  Durchschnitt  m  der  Gera- 
den ab  und  a4b'  (Flg.  103.)  als  Projectionscentrum  ansieht,  hat 
man  zwei  perspectivisch  liegende  Dreiecke  pbb'  und  naa4.  Dem- 
nach müssen  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten- 
paare, d.  h.  O,  c  und  c',  in  gerader  Linie  Hegen. 

Dasselbe  wurde  Statt  finden,  wenn  bc  und  b'c4  der  Geraden 
mn  parallel  wären,  wo  man  dann  zwei  Dreiecke  in  Parallelper- 
spective  haben  wurde,  mbb'  und  nee4. 

§.  188.  Lehrsati.  Zwei  beliebige  Vierecke,  die  nicht  affin 
(also  auch  nicht  ähnlich  oder  congruent)  sind,  können  immer  als 
con forme  Figuren  angesehen  werden. 

Beweis.  Es  seien  abcd  und  a'b4c'd4  (Fig.  106.  und  106.  a.) 
die  beiden  gegebenen  Vierecke,  f  der  Durchschnitt  der  Geraden 
ab  und  cd,  f  derjenige  von  «'6'  mit  c'd4. 

Man  bestimme  die  Gegenpunkte  der  beiden  Reihen  afb  und 
a4fb4,  und  ebenso  diejenigen  von  cfd  und  effd*.   Sind  dieselben 

der  Reihe  nach  m,  p,  n  und  q;  so  hat  man  also: 

■  >  i  , 

1)  fh%.pp=am.a4p  =  bm.b4pt 

$)  fn.fq  —  cn  .  c4q=dn.d4q. 

*     *        *  •  1  V  I  k 

Die  Geraden  mn  und  j>o  sind,  wie  sich  später  zeigen  wird, 
die  Gegenaxen  beider  Systeme. 
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Man  congtruire  Aber  mit  das  &mnO  es*  &pqf*  und  über  pq 
A^O'cv>A"»»A  «o  dasa  Omfnt  und  fpQ'q  ähnliche  Systeme 
werden. 

Jetzt  ziehe  man  p'q'  parallel  mnt  so  dass  p'q4  denselben  Ab- 
stand von  O  hat,  wie  pq  von  ö,  nehme  den  Punkt  O  zum  Cdn- 
forniitätscentrum  und  die  Axe  XY  so,  dass  mn  und  p'q'  zu  Ge- 
genaxen  werden  können,  zu  welchem  Ende  erforderlich  ist,  dass 
mn  und  p'q*  symmetrisch  gegen  O  und  X Fliegen.  Construirt  man 
hiernach  ein  mit  abedf  conform  liegendes  System  aßydq>,  so  be- 
haupte ich,  dass  dieses  dem  gegebenen  System  afb'c'd'f*  con- 
gruent  werden  wird. 

Es  seien  p'  und  q'  die  Gegenpunkte  von  aq>  und  y<p.    Dann  ist 

«/*  II  0^.  cf\\Oq'; 

mithin 

A  Opy co&fmncob  Opq. 

Nun  aber  haben  die  beiden  ähnlichen  Dreiecke  Op'q'  und  O'pq 
der  Construction  gemäss  gleiche  Höhe,  folglich  sind  sie  congru- 
ent  und 

pq  p'q'. 

Ebenso  zeigt  sich 

fapp'q'oz  A  Omn  cv>  A  f'pq  i 

mithin  ist  wegen  der  Gleichheit' der  Seiten  pq  und  p'q' 

&q>p'q'^&f*pq. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  beim  Aufeinanderlegen 
der  Dreiecke  pfq  und  p'q>q'  auch  a'  mit  «,  6'  mit  0  u.  s.  w.  zu- 
sammenfallen muss.    Man  hat  aber  der  Construction  gemäss 

1)  am.a'p=ifm.pp 

und  nach  der  Eigenthümlichkeit  conformer  Systeme  auch 

2)  am.ap'-fm.<pp'i 
folglich  ist  auch 

►         n'p  —  ap' 
u.    s.  w. 

Anmerkung.  Sollten  in  den  beiden  gegebenen  Vierecken 
(Fig.  107.  u.  Fig.  107.  a.)  zwei  auf  einander  als  entsprechend  bezo- 
gen« Punktreihen,  etwa  cfd  und  &fd',  proportional  sein,  so  findet 
man  die  Gegenaxen  auf  folgende  Weise: 
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Man  bestimmt  die  Gegenpunkte  der  Reihen  afb  und  a'fb',  sie 
seien  m  und  p.  Darauf  zieht  man  durch  m  und  p  Parallellinien 
mit  cd  und  Cd',  und  verlängert  ac  und  a'c',  bis  sie  diese  Paral- 
lelen in  n  und  q  treffen.   Alsdann  verhält  sich: 

1)  a'q:c'q=za'p:fpt 

2)  an  :cn  =  am  :  fm ; 
folglich  auch 

a'q  .an:&q.  cn=a'p.am:  fp.fm. 
Nun  ist  der  Construction  gemäss 

a'p .  am  =r  fp  .fm , 

also  auch 

a'q .  an  ~  c* y .  cn. 

Verfährt  man  nun  wie  vorhin,  so  wird  man  ein  mit  acfb  conform 
liegendes  System  erhalten  ccyq>ß,  welches  dem  System  a'&fb' 
congruent  ist.  Weil  nun  aber  yq>  parallel  mit  cf  wird  und,  wofern 
d  dem  Punkt  d  entspricht,  die  Reihe  ytpÖ  proportional  mit  cfd 
wird ,  so  sieht  man ,  dass  beim  Aufeinanderlegen  der  Systeme 
a'c'fb'  und  ay<pß  auch  d'  mit  ö  zusammenfällt. 

Sollten  endlich  (Fig.  108.  u.  Fig.  108.  a.)  zwei  Vierecke  abcd 
und  a'b'c'd'  gegeben  sein ,  in  denen  die  beiden  sich  in  f  schnei- 
denden Geraden  ab  und  cd  den-  beiden  Parallelen  a'b'  und  c'd' 
entsprechen  sollen ;  so  ist  f  als  Gegenpunkt  der  Geraden  ab  und 
cd  anzusehen.  Danach  lassen  sich  die  Gegenpunkte  p  und  q 
der  Geraden  a'b1  und  c'd'  bestimmen.  Schneidet  nun  die  Gerade 
u'd'  (oder,  wenu  diese  nicht,  eine  andere  Gerade  desselben  Sy- 
stems) die  Gerade  pq  in  r,  so  wird  r  als  Gegenpunkt  von  a'd'  zu  be- 
trachten sein,  und  man  kanu  nun  auch  den  Gegenpunkt  m  von  ad 
finden.  Das  Centruro  O  bestimmt  sich  dann ,  indem  man  über  fm 
ein  dem  Dreieck  qd'r  ähnliches  Dreieck  errichtet. 

Verfährt  man  nun  wie  früher,  so  wird  sieb  zeigen,  dass,  sowie 
y  in  c'  ,  er  in  a'  fällt,  auch  aß  in  a'b'  fallen  muss.  Denn  da  sich 
ab  und  cd  auf  der  Gegenaxe  schneiden,  so  werden  aß  und  yi 
parallel  sein,  wie  a'b'  und  c'd'  parallel  sind  u.  s.  f. 

Mit  den  drei  betrachteten  Fällen  sind  aber  alle  möglichen 
Fälle  erschöpft,  da  der  Voraussetzung  gemäss  die  beiden  gege- 
benen Vierecke  nicht  affin  sein  sollen. 

>i  *  • 

Man  siebt  übrigens,  dass  es  nicht  möglich  ist,  zwei  affine 
Vierecke  in  Conformitätslage  zu  bringen.    Demnach  sind  Confor- 
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roitSt  und  Affinität  absolute  Gegensätze,  während  die  Affinitit  als 
besondere  Fälle  auch  die  Aebnlichkeit  und  Congruenz  in  sich  fasst. 

§.  189.  Bemerkung.  Verbindet  man  in  einem  Fünfeck 
abcde  (Fig.  109.)  zwei  Punkte  a  und  b  unter  sieb  und  mit  den 
übrigen  Punkten,  so  werden  n  und  b  die  Mittelpunkte  zweier 
Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen.  Durch  diese  beiden  Büschel 
aber  ist,  wofern,  Tier  Punkte  abcd  gegeben  sind,  allemal  der  fünfte 
Punkt  e  bestimmt.  Denn  sind  die  Strahlenwinkel  eab  und  «6a 
bekannt,  so  ist  auch  das  Dreieck  abe  bestimmt. 

Zwei  Fünfecke  abcde  und  a'b'c'd'e'  (Fig.  109.  u.  Fig.  109.  a.) 
sind  offenbar  congruent,  ähnlich  oder  blos  affin,  wenn  die  Vier- 
ecke abcd  und  a'b'c'd'  congroent,  ähnlich  oder  affin  sind  und  der 
fünfte  Punkt  e  des  einen  durch  zwei  Strahlenbüschel  bestimmt 
ist,  welche  den  entsprechenden  Büscheln  des  andern  System  be- 
ziehungsweise conform  sind. 

Zuerst  lässt  sich  nämlich  ein  dem  Viereck  a'b'c'd'  congru- 
entes  »System  aßyö  construiren,  und  dieses  sodann  zu  einem  dem 
Fnnfeck  abcde  affinen  (ahnlichen  oder  congruenten)  System  aßyds 
ergänzen.  Verbindet  man  sodann  auch  et  und  ß  unter  sich  und 
mit  den  übrigen  Punkten  desselben  Systems,  so  sind  e  und  t 
durch  paarweise  conforme  Strahlenbü'sehel  bestimmt,  mithin  auch 
e*  und  t.  Legt  man  nun  die  beiden  Fünfecke  a'b'c'd'e'  und  ußybt 
so  zusammen,  dass  die  vier  Punkte  aßyi  in  a'b'c'd'  fallen,  so  wird 
auch  e  in  e  fallen,  da  durch  drei  Strahlen  und  ein  gegebenes 
Doppelverhältniss  allemal  der  vierte  Strahl  bestimmt  ist. 

§.  190.  Lehrsatz.  Zwei  Fünfecke  abcde  und  a'b'&d'e'  sind 
conform,  wofern  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  vier  Punkte 
des  einen  ein  Viereck  bilden,  welches  dem  entsprechenden  Viereck 
des  andern  Systems  affin  ist,  die  fünften  Punkte  beider  Systeme 
durch  paarweise  conforme  Strahlenbüschel  bestimmt  sind. 

Beweis.  Zuerst  lässt  sich  ein  dem  Viereck  a'b'c'd'  con- 
gruentes  Viereck  aßyö  construiren,  welches  in  Conformitätslage 
«ist  mit  dem  Viereck  abcd.  Zu  dem  Punkte  e  lässt  sich  sodann 
ein  entsprechender  Punkt  i  finden,  und  es  ist  leicht  einzusehen, 
dass  das  Fünfeck  aßydt  dem  Fünfeck  a'b'c'd'e4  congruent  wer- 
den wird: 

Hat  man  zweimal  fünf  Gerade,  von  denen  niemals  drei  zu- 
saniinengebOrige  durch  einen  Punkt  gehen  oder  einander  parallel 
sind,  so  entsteht  auf  jeder  Geraden  eines  dieser  Systeme  durch 
die  Durchschneidung  mit  den  andern  eine  Punktreihe.  Es  ist 
nicht  schwer  einzusehen ,  dass  die  beiden  Systeme  conform  sein 
werden,  sobald  sich  in  denselben  zwei  Paare  conformer  Punkt- 
reihen entsprechen. 
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Anmerkung.  Fflnf  Punkte  abcde  (Fig.  110.),  von  dosen  vier 
ein  Viereck  abcd  bilden,  der  fünfte  e  aber  mit  zweien  andern  a 
und  b  in  gerader  Linie  liegt,  kann  man  ein  abgestumpfte*  Fünf- 
eck nennen. 

> 

Ein  abgestumpftes  Fünfeck  ist  einem  andern  conform,  weun 
den  drei  Punkten,  die  in  gerader  Linie  Hegen,  wieder  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden  entsprechen  und  überdies  zwei  conforme  Bü- 
schel entstehen ,  sobald  man  zwei  als  entsprechend  gesetzte 
Punkte  von  den  übrigen,  etwa  6  und  b',  mit  den  Punkten  ihres 
Systems  verbiodet. 

Ebenso  ist  ein  System  von  fünf  Geraden,  von  denen  aber 
drei  durch  denselben  Punkt  gehen,  einem  auf  dieselbe  Weise  zu- 
sammengesetzten System  conform,  wenn  auf  zweien  entsprechen- 
den von  den  übrigen  Geraden  sich  conforme  Punktreihen  befinden. 

§.  190.  a.  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Figuren  sind  conform, 
wenn  der  fünfte,  sechste  und  jeder  folgende  Punkt  des  einen 
Systems  in  Bezug  auf  die  vier  ersten  ein  Viereck  bildenden 
Punkte  durch  ein  Fünfeck  bestimmt  ist,  welches  dem  entsprechen- 
den Fünfeck  des  andern  Systems  conform  ist. 

Zusammenfassung  der  C'onformität  und  Affinität  unter 
den  allgemeineren  Begriff  der  homographischen 

Verwandtschaft. 

§.  IM.  Erklärung.  Man  kann  die  Conformität  und  Affini- 
tät (Aehnlichkeit  und  Congruenz)  unter  den  gemeinsamen  Begriff 
der  bomographisebeo  Verwandtschaft  zusammen  fassen. 

Hiernach  sind  also  zwei  Punktreiben  oder  Strahlenbüschel 
homographisch,  wenn  in  beiden  der  vierte,  fünfte  und  jeder  fol- 
gende Punkt  oder  Strahl  durch  ein  Doppelverhältniss  von  dem- 
selben Wertbe  bestimmt  ist.  * 

Ob  zwei  Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen  homographisch 
seien,  wird  man  am  bequemsten  ausmachen,  indem  man  zu  zweien 
als  entsprechend  gesetzten  Strahlen  Parallelen  zieht  und  sodann 
prüft,  ob  auf  beiden  Transversalen  durch  die  übrigen  Strahlen 
proportionale  Punktreihen  gebildet  werden.  Denn  sind  d  und  d' 
die  unendlich  entfernten  Durchschnittspunkte  mit  den  vierten 
Strahlen,  so  ist  *) 
 — ■ — 

•)  Die  Figur  wird  «Ich  Jeder  leicht  aelbat  entwerfen.  G. 
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ad  _  a'd*  . 

v 

sinJC    »in  sc 
BxnBC  s  shTßD  ~  6c  ' 

s'ioA'C  BlnA'J^  o'c' 
flinke  :flfaJf'Hf~~^< 

Zwei  homographische  Punktreiben  oder  Strableobuscbel  fallen 
ganz  zusammen,  sobald  sie  drei  Punkte  entsprechend  gemein  haben« 

Zwei  Fünfecke  sind  homograpbisch,  trenn  «ie  durch  paarweise 
(tomographische  Büschel  bestimmt  sind  u.  •.  f.  ■< 

Zwei  (tomographische  Figuren  fallen  in  allen  ihren  Punkten 
zusammen,  sobald  sie  vier  Punkte,  die  ein  Viereck  bilden,  ent- 
sprechend gemein  haben. 

Zusatz,  Sind  zwei  Systeme  einem  dritten  (tomographisch,' 
so  sind  sie  es  unter  sich. 

j.  192.  Lehrsätze.  1)  Zwei  pornographische  Systeme  lie- 
gen axial,  so  bald  sie  perspectivisch  liegen.   (Fig.  103.) 

Beweis.    Betrachtet  man  zwei  beliebige  einander  entspre- 
chende Dreiecke  abc  und  a'b'c',  so  zeigt  sich,  dass  sie  axial  liegen 
%  .müssen,  weil  sie  in  perspectiv ischer  Lage  sind.    Da  sich,  nun 
aber  je  drei  Paare  entsprechender  Richtungen  auf  derselben  Ge- 
raden begegnen,  so  folgt,  dass  sich  alle  auf  derselben  Axe  treffen. 

2)  Zwei  homographische  Systeme  liegen  perspectivisch,  so- 
bald sie  axial  liegen. 

*  - 

Beweis.  Die  drei  Geraden  aa\  66',  ce1  treffen  sich  wegen 
axialer  Lage  der  Dreiecke  abc  und  a*b4&  in  einem  Punkt  O.  Da 
dies  nun  bei  je  drei  Linien  der  Fall  sein  wird,  welche  entspre- 
chende Punkte  verbinden,  so  folgt,  dass  alle  diese  Linien  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

§.  193.  Zusätze.  1)  Zwei  homographische  Systeme  liegen 
perspectivisch,  weno  sie  drei  Gerade  entsprechend  gemein  haben, 
die  in  einen  und  denselben  Punkt  zusammenlaufen.   (Fig.  103.) 

Beweis.  Es  seien  aa',  66',  cC  drei  Gerade,  die  sich  im 
Pnokt  O  begegnen*  Sollen  nun  aber  Oa,  Ob,  Oc  der  Reibe 
nach  den  Geraden  Oa\  Ob',  Oc*  entsprechen,  so  kann  dies  nur 
dann  der  Fall  sein,  wenn  O  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
beider  Systeme  ist  Verbindet  man  also  Ö  etwa  mit  d  unp!  d\ 
so  sind  Od  und  Od'  entsprechende  Gerade;  folglich 


mithin 
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O.abcd  und  O.a'b'c'd* 

zwei  entsprechende  und  somit  homographische  Büschel.  Weil 
nun  aber  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  beider  Büschel  zu- 
Nammenfallen,  so  folgt,  dass  auch  die  vierten  Strahlen  Od  und 
Od'  zusammenfallen. 

2)  Zwei  homographische  Systeme  liegen  axial,  sobald  sie  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  entsprechend  gemein  haben.  (Fig.  103.) 

Beweis.  Es  seien  r,  i  und  g  drei  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  in  beiden  Systemen.  Dem  Punkte  1»,  in  dem  sich  die 
Geraden  rs  und  ab  begegnen,  entspricht  offenbar  ein  Punkt  m\ 
in  welchem  sich  rs  und  a'b'  treffen.    Da  nun  aber 

rsgm   und  rsqm' 

homographische  Punktreihen  werden,  welche  drei  Paare  von  Punkten 
entsprechend  gemein  haben,  so  wird  auch  m'  mit  m  zusammenfallen, 
und  es  werden  sich  ab  und  a'b*  auf  der  Geraden  rt  begegnen. 

3)  Ausser  dem  Centrum  und  der  Axe  können  zwei  (tomogra- 
phische Systeme  in  perspectivisch -axialer  Lage  keinen  Punkt  als 
sich  selbst  entsprechend  gemein  haben.  Denn  alsdann  hätten  sie  ein 
Viereck  entsprechend  gemein  und  mflssten  daher  ganz  zusammenfallen. 

Anmerkung.  Man  könnte  die  Axe,  auf  welcher  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  homographischer  Figuren  bei  gehuriger' 
Lage  derselben  convergiren,  passend  die  Convergenzaxe  derselben 
nennen,  welcher  Name  dann  ganz  dem  Ausdruck  „ Projections- 
centrum"  correspondiren  würde.  Uebrigens  mag  bemerkt  sein, 
dass  sich  in  deutschen  Schriften  statt  der  Bezeichnung  „borno- 
graphische  Verwandtschaft"  gewöhnlich  die  Benennung  „Collinea- 
tion"  findet  Für  die  in  dieser  Schrift  durchgeführte  Grundansicht 
scheint  aber  dieser  Marne  nicht  so  passend  zu  sein  wie  der  obige, 
den  Chasles  io  seiner  Geometrie  supeVieure  anwendet. 
Das  Wort  „conform"  ist  zuerst  von  Paulus  in  seinen  Grundlinien 
der  neuern  Geometrie  gebraucht,  aber  hier  nur  von  Punktreihen. 
Was  hier  Conformitätslage  genannt  wird,  heisst  bei  diesem  per- 
spectivische  Colüneation.  Endlich  benennt  derselbe  dasjenige, 
was  hier  durch  „conform"  schlechthin  bezeichnet  wird,  (mit  dem 
Ausdruck  „perspectivisch  collinear."  Mir  scheint  aber,  als  ob 
die  Ausdrücke  „conform"  und  „conform  liegend"  in  aller  Schärfe 
diesen  Unterschied  hervorheben.  Conform  heissen  zwei  Figuren, 
die  vermöge  der  Uebereinstinimung  ihres  innern  Baues  zu  einan- 
der in  perspectivisch -axiale  Lage  gebracht  werden  können,  abge- 
sehen davon,  in  welcher  Lage  sie  sich  wirklich  befinden.  Con* 
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ferm  liegend  heimsen  dieselben  aber,  wenn  sie  sich  wirklich  in 
der  bezeichneten  Lage  befinden.  Noch  deutlicher  Hesse  sich  die« 
hervorheben,  wenn  man  unterschiede;  „ronform  der  Stnicfor  nach" 
and  „conform  der  Lage  nach." 

•     ♦  ■  •  '  .  «» 

Anhang. 

I)  Von  der  perspectiv  Ischen  Lage  ebener  Figuren 

Im  Hannxe»  , 

194.  Erklärung.  Man  sagt,  zwei  verwandte  eben* 'Fi- 
guren seien  in  räumlich  perspektivischer  Lage,  wenn  sämmtliclie 
Linien,,  die  entsprechende  Punkte  verbinden,  entweder  alle  ein- 
ander parallel  sind  o<|er  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden,  ohne  dass  beide  Figuren  in  einer  Ebene,  liegen.  Das 
Projectionsceotrum  pflegt  hier  auch  der  Augenpunkt  genannt  zu 
weraen. 

•  i  '         -  i 

§.  195.  Erklärung.  Durchschneidet  man  ein  Prisma  durcj) 
zwei  einander  parallele  Ebenen,  die  von  den  Seitenkanten  den; 
Prismas  einerseits  in  <?,  6,  c,  d. andererseits  in  a',  6',  cV 
geschnitten  werden,  so  hat  man  zwei  Systeme  abcd....  und 
a'b'c'd'....  in  räumlich  parallelogrammatiscber  Lage.  Es  ist  be- 
kannt, dass  zwei  auf  diese  Art  erhaltene  Figuren  immer  con- 
gruent  sind. 

{.  196.  Erklärung.  Durchschneidet  man  eine  Pyramide 
durch  zwei  einander  parallele  Ebenen,  so  hat  man  zwei  Figuren 
ist  räumlicher  Aebnlichkeitslage.  Dieselben  sind  bekanntlich  im- 
mer einander  ähnlich.  :. 

§.  197.  Erklärung,  Wird  ein  Prisma  durch  zwei  nicht 
parallele  Ebenen  durchschnitten,  so  entstehen  zwei  Figuren  in 
räumlicher  Affinitätslage.  Die  Linie  X F,  in  der  sich  die  beiden 
Ebenen  durchschneiden,  heisst  die  Aftinitätsaxe. 

§.  19S.  Erklärung.  Wird  eine  Pyramide  durch  zwei  ein- 
ander nicht  parallele  Ebenen  durchschnitten,  so  erhält  man  zwei 
Figuren  in  räumlicher  Conformitätslage.  Die  Gerade  XT,  in  der 
sich  die  beiden  Durchscbnittsebenen  durchschneiden,  nennt  mäh 
die  Conformithtsaxe.  Die  Gegenaxe  einer  jeden  von  den  beiden 
Durchschnittsebenen  wird  erhalten  (Fig.  112.),  indem  man  durtfh' 
die  Spitze  O  der  Pyramide  eine  Ebene  OUV  legt,  welche  der 
andern  Durchschnittsebene  MPi  parallel  ist,  und  sodann  die  Durch- 
scbnittslinie  dieser  Parallelebene  mit  der  ersten  Ebene  sucht. 

Thea  XXIX.  » 
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0,  190.  f>  Lekrsait.  In  zwei  Figuren,  die  sich  in  räumlicht? 
Affinitätslage  oder  ia  räumlicher  Cnnformitätslage  befinden,  schneide* 
sich  je  zwei  entsprechende  Gerade  auf  der  AI tinitätsaxe,  bezüglich 
der  Conformit&tsaxe.  (Fig.  III.)  i 

Beweis.  Da  die  Linien  aa'  und  66'  einander  parallel  sind, 
oder  sich  einander  schneiden;  so  läset  sich  durch  dieselben  eine 
Ebene  legen. 

Da  nun  ferner  die  Durchschnittslinien  »dreier  Ebenen  entweder 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  oder  sammtlich  einander 
parallel  sind;  so  werden  sich  die  Geraden  a6  und  a'6'  entweder 
auf  Her  Durchscbnittslinie  der  beiden  Ebenen  MN  und  PQ  auf 
XY  begegnen,  oder  ihr  beide  parallel  sein. 

§.  300.  Lehr  satt.  Zwei  Dreiecke  in  verschiedenen  Ebenen, 
welche  in  Bezug  auf  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  axial 
Hegen,  liegen  auch  allemal  perspeetiviscb. 

Beweis.  Da  sich  die  beiden  Geraden  <i6und  a'6' (Fig.  111.) 
im  Punkte  m  der  Durchschnittslinie  AK  begegnen,  so  lasst  sich 
durch  dieselben  eine  Ebene  legen.  Ebenso  Ifisst  sich  durch  ae 
ünd  ä*&  und  drittens  auch  durch  6c  und  6'c*  eine  Ebene  legen. 
Die  Durchschnittslinien  dieser  drei  Ebenen  werden  die  Linien  aa'\ 
b¥  und  c&  sein. 

Nun  aber  sind  die  Durchschnittslinien  dreier  Ebenen  entweder 
alle  einander  parallel,  oder  sie  laufen  in  denselben  Punkt  zusam- 
men; folglich  liegen  die  beiden  Dreiecke  a6c  und  o'6'c'  per- 
spectivisch. 

•  J.  301.   Lehrsatt.   Sind  zwei  ebene  Figuren  in 


Conformitätslage  gegeben,  so  ist  jede  Gerade  in  einer  dieser  Fi- 
guren dem  Projectionsstrabl  parallel,  der  durch  den  Gegenpunkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht. 

Beweis.  Es  sei  O  (Fig.  112.)  das  Projectionscentrum,  XY 
die  Gerade,  in  der  sich  die  Ebenen  MN  und  PQ  der  beiden  ge- 
gebenen Figuren  einander  schneiden;  UV  sei  die  Gegenaxe  von 
PQ,  also  die  Ebene  OÜV  parallel  der  Ebene  MN. 

' '" 

Werden  die  beiden  entsprechenden  Punkte  o  und  a'  mit 
einem  Punkt  m  der  Conformitätsaxe  XY  verbunden,  so  sind  am 
und  a'm  entsprechende  Gerade,  und  wenn  a'm  die  Gerade  UV 
in  r  durchschneidet,  se  ist  r  der  Gegenpunkt  von  a'm.  Legt  man 
pop  deich  die  fünf  Punkte  Oaa'mr  eine  Ebene,  so  zeigt  sieb» 
das*  Or  und  a'm  parallel  sind,  als  Durcbschnittsiioieu  von  zwei 
parallelen  Ebenen  mit  einer  dritten.  , ,  , 
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>  f  90k  Lehrsatz.  Zwei  Figuren ,  die  in  der  Ebene  affin 
Hegen,  kommen  in  räumliche  Aflinitätslage,  sobald  man  eine  der- 
selben um  die  Afönitatsaxe  herum  dreht. 

Beweis.  Es  seien  (Fig. III.)  ab  und  a'6'zwei  entsprechende 
Gerade,  m  ihr  Durchschnitt  auf  der  Aionitätsaxe. 

Da  die  Reihen  mab  und  tna'b'  proportional  sind,  so  bleiben 
dieselben  in  Parallelperspective,  so  lange  sie  den  Punkt  m  ge- 
meinschaftlich haben. 

Sind  die  beiden  Geraden  ab  nnd  a'b'  aber  der  gegebenen 
Affinitätsaxe  parallel,  so  werden  sie  es  auch  bleiben,  wenn  eine 
der  beiden  Figuren  um  dieselbe  herumgedreht  wird;  also  wird 
dann,  da  ab  =  a'b'  ist,  die  Figur  aa'b'b  beständig  ein  Parallelo- 
gramm bleiben.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  gegebenen  Figuren 
in  Parallel  perspective  bleiben. 

Da  sie  nun  aoen  bei  der  Drehung  nach  wie  vor  in  axialer 
Lage  bleiben,  so  folgt,  dass  sie  durch  dieselbe  in  räumliche  Affi- 
nitätslage kommen. 

$.203.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Sind  zwei  Figuren  in  räum- 
licher Affinitätslage  gegeben,  so  kommen  dieselben  in  Affinitäts- 
lage in  der  Ebene,  wenn  man  eine  der  gegebenen  Figuren  um  die 
Affinitätsaxe  berumdreht,  bis  sie  in  die  Ebene  der  andern  fallt. 

» 

§.  204.  Lehrsatz.  Zwei  in  der  Ebene  conform  liegende 
Figuren  kommen  in  räumliche  Couformitätslage,  wenn  man  eine 
▼oo  ihnen  um  die  Conformitätsaxe  dreht,  und  umgekehrt  u.  s.  w. 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  entsprechenden  Punkt- 
reihen  abe  nnd  efb'e*  (Fig.  103.),  deren  Richtungen  sich  auf  der 
Conformitätsaxe  in  m  begegnen,  so  hat  man 

(jua,  be)  =  (mo',  6V). 

So  lange  nun  die  beiden  Reihen  den  Punkt  m  gemeinschaft- 
lich behalten,  müssen  sich  die  Geraden  aa'r  bb',  ee'  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein»  wenn» 
die  beiden  Reihen  abe  und  a'b'e'  der  Conformitätsaxe  parallel 
sei«  sollte«.  Alsdann  sind  nimlich  diese  beiden  Reibe»  propot 
treual  und  bleiben  bei  der  Drehung  bestfindig  einander  parallel 

Nimmt  man  ferner  zwei  entsprechende  Dreiecke  abe  und 
efb'c',  ho  bleiben  dieselben  bei  der  Drehung  beständig  In  axialer 
Lage,  wm*  werden  daher  auch  nicht  auf  hören,  perspectUiscb  so 
liege». 
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Da  sich  nun  die  Verbindungslinien  von  je  drei  Paaren  entspre- 
chender Punkte  in  einem  Punkte  schneiden,  so  folgt,  da  es  alle 
Linien,  welche  entsprechende  Punkte  verbinden,  durch  denselben 
Punkt  geben. 

Anmerkung.  Um  bei  zwei  Figuren  in  räumlicher  Confor* 
mitätslage  vorher  auszumitteln,  in  welche  Punkte  beider  Ebenen 
das  Projectionscentrum  fallen  werde,  wenn  dieselben  zusammen- 
gelegt werden,  kann  man  sich  folgender  Construction  bedienen: 

Man  halbirt  die  von  den  Ebenen  der  beiden  Figuren  gebildeten 
Flächenwinkel  und  fallt  vom  Augenpunkt  Lothe  auf  die  beiden 
Halbirungsebenen.  Jedes  Loth  bestimmt  in  den  beiden  Ebenen 
entsprechende  Punkte.  Es  ist  nun  klar,  dass  jedesmal  zwei  die- 
ser entsprechenden  Punkte  zusammenfallen,  je  nachdem  man  jene 
beiden  Ebenen  in  der  einen  oder  der  anderen  Weise  zusammen* 
fallen  läset,  und  eine  kurze  Ueberlegung  wird  hinreichen,  um  ein* 
suseheD,  daee  diese  beiden  Punkte  in  das  Projectionscentrum  fallen. 

$.  205.  Erklärung.  Von  zwei  Figuren,  die  sich  in  per- 
spectivischer  Lage  im  Räume  befinden,  heisst  jede  die  Protection 
der  andern  und  zwar  entweder  die  Centralprojection  oder  die  Pa- 
rallelprojecüon.  Die  Centralprojection  einer  Figur  wird  auch  die 
Perspective  dereelbcn  genannt.  Die  Parallel  protection  wird  Nor- 
malprojectiou  genannt,  wenn  die  Projectioosstrahlen  auf  der  Pro- 
jection  senkrecht  stehen.  Wenn  von  der  Protection  einer  Figur 
schlechthin  die  Rede  ist.  so  ist,  wofern  der  Zusammenhang  nicht 
ein  Anderes  ergiebt,  die  Normalprojection  darunter  zu  verstehen. 

i 

■ 

II)  BTeue  Folge  von  Anwendungen. 

§.  206.  Anmerkung»  Zwei  Peripheriewinkel  in  einem 
Kreise,  die  über  derselben  Sehne  stehen,  eind  bekanntlich  ent- 
weder gleich  oder  Supplemente  von  einander. 

* 

$.  207..  Lehrsatz.  Verbindet  man  zwei  Punkte  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  A  und  B  (Fig.  113.)  unter  sich  und  mit  be- 
liebig vielen  anderen  Punkten  C,  D,  £....,  und  zieht  noch  durch 
A  und  B  die  Tangenten  AX  und  BX\  so  bat  man  allemal  zwei 
congruente  Strahlen büechel  in  nicht  perspectivischer  Lage,  deren 
Centra  die  Punkte  A  und  B  sind. 

Denn  die  einzelnen  Winkel,  deren  Sehenkel  durch  dieselben 
Punkte  der  Peripherie  gehen,  eind  entweder,  wie  die  beiden  Wim 
kel  DAE  und  ÜBE,  einander  gleich,  oder,  wieZ^C  und  DBC, 


v 


Supplemente  von  einander.  Da  ferner  der  Winkel  XAC  gleich 
ABC  and  der  Winkel  XBC  gleich  BAC  ist,  so  sieht  man,  dass 
die  Sehne  zwischen  A  und  B  jedesmal  einer  Tangente  entspricht, 
und  zwar  der  Tangente  AX,  wenn  sie  als  Strahl  BA  gedacht 
wird,  dagegen  der  Tangente  BX,  sobald  man  sie  als  Strahl  AB 
vorstellt. 

Zu$ atz.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  E  einer  Kreis- 
linie mit  vier  festen  Punkten  A,  B,  C,  D,  so  hat  ein  auf  bestimmte 
Weise  angesetztes  Ooppelverhältniss  der  vier  gezogenen  Strahlen 
einen  constanten  Werth,  und  zwar  hat  man: 

- 

Sehne  AB=2r.  sin  AB, 
SehneAD=%r.8mAD, 
Sehne  CB=2r.ainCB, 
Sehne  C/>=2r.sin  CD; 

also 

b'xuAB  ^s'mCB    AB  AD 
slnCB  'aJnCD~CB''CD' 

wo  rechts  unter  AB,  CB,  u.  s.  w.  Sehnen  zu  verstehen  sind. 

Dasselbe  Verhältniss  kommt  den  vier  Strahlen  zu,  die  man 
erhält,  wenn  man  an  einen  der  vier  festen  Punkte,  an  A,  eine  Tan- 
gente AX  zieht  und  denselben  Punkt  mit  den  übrigen  drei  festen 
Punkten  verbindet. 

§.  208.  Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  eines 
Kreises  EX  und  FX  (Fig.  114.)  von  einer  dritten  Tangente  aa' 
durchschnitten,  so  soll  diese  letztere  eine  Transversaltangente 
heiseen. 

Jeder  Ober  einer  Transversaltangente  stehende  Centriwinkel, 
wie  aOa',  ist  entweder  gleich  der  Hälfte  desjenigen  Ccntriwinkels, 
welcher  über  der  Berührungssehne  des  festen  Tangentenpaars  steht, 
oder  er  ist  das  Supplement  dieser  Hälfte. 

Beweis.  Liegen  die  beiden  Dnrchscbnittspunkte  der  Trans- 
versaltangente a  und  a'  auf  der  Convergenzseite  der  beiden  fes- 
ten Tangenten,  so  hat  man,  wofern  A  der  Berührungspunkt  von 
aa*  ist: 

V?.aOA  =  W.EOA, 
W.a'OA^iW  FOA; 
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folg««b,  indem  man  addirt:  " 

W.«0«'=4W.£Of. 

Liegt  die  Tangente  bb*  so,  dass  sie  die  eine  der  beiden  festen 
Tangenten  EX  in  6  anf  der  Convergenaseite,  die  andere  auf  der 
Divergenxseite  durchschneidet,  so  hat  man : 

W.60B=JW.BOE; 

folglich,  indem  man  subtrahirt: 

W.606'=tW.£OF. 

Bei  der  Tangente  c&  endlich,  deren  beide  DurchachnitUpunkte 
auf  der  Divergenzseite  liegen,  hat  man: 

W.cOC=jW.EOC, 

W.&OCz^lVf.FOC 

§.  209.  ^Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  eines 
Kreises  EX  und  FX  von  beliebig  vielen  Transversal tangenten 
A,  B,  C,  D  durchschnitten ,  so  entstehen  allemal  awei  conforme 
Punktreihen. 

Beweis.  Zuerst  ist 

W.a'OarnW.JBOJr.. 

mithin 

W  XOa'  =  Y?.EOa. 

Weiter  ist  dann 

Vt.FOX=zVt.XOE, 
Vf.FOb'  =  V?.XOb. 
Endlich  hat  man,  wofern  OO  die  Verlängerung  von  Oc  ist: 
W.  COe'  =VJ.EOX=V?.  FOX, 

Yf.EOC=Y/.XO& 
u.  s.  f. 

Es  bilden  sonach  die  Strahlen 

OJE,  Oa,  OXt  Ob,  Oc... 
einen  Büschel,  welcher  congruent  ist  dem  von  den  Strahlen 
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gebildeten  Büschel 

Mau  sieht  hieraus  da«,  die  beiden  Punktreftee 


EaXbc . . . . 

und  1  ' 

«Xa'Fo'd'....  '  ' 

horaographisch  sind,  und  dass  der  Durchschnitt  der  beiden  festen 

Tangenten  X,  mag  man  ihn  der  einen  oder  der  andern  zurechnen, 
jedesmal  dem  Berührungspunkte  der  andern  Tangente  entspricht 

Zusatz  Werden  vier  feste  Tangenten  eines  Kreises  A,B,€,E 
von  irgend  einer  fünften  Tangente  F  durchschnitten,  so  hat  ein 
auf  bestimmte  Weise  angesetztes  Doppelverhältniss  der  vier 
Durcbschnittspunkte  einen  constanten  Werth.  .  ;, 

In  der  That  man  hat: 

2r .  sin  a'Ofr  =s  Sehne  AB, 

2*  .sin  a'OX*=  Sehne  Aßt 

u.  e. f.,  - 
mithin  •       •  X 

ein  a'Ob'  Biwa'OX    AB  tAE 
äTcW'muc'OX-eB-m' 

Fallt  der  Punkt  F  mit  #  zusammen,  so  föllt  auch  6*  Ii  IT.  ' 

$.  210.   Lehrsatz.   Verbindet  man  die  Punkte  a,.  b,  a\  b\y 
in  denen  ein  Tangentenpaar  eines  Kreises  von  zwei  beliebigen 
andern  Tangenten  A  und  B  (Fig.  115.)  geschnitten  wird,  unter  ein- 
ander, so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  oo'  und  o'fr  alle- 
mal auf  der  Berührungssehne  EF.  '  » 

•i  i  i 

Beweis.    Denn  da  die  beiden  Punktreihen 

PübE  i 

und 

Fa'b'P 

bomograpbisch  sind«  so  hat  man 

(PE,ab)=z{FP9a'b% 

Nun  aber  ist  . 

\  (FP^eziPFM, 


XI  » 


{PP>#a?)=t{PEt*b).  ' 
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Man  hat  also  zwei  holographische  Reihen:  * 

P/V«'  «od  PEab,      1  *  ■* 

die  den  Punkt  P  als  entsprechend  gemein  haben,  und  daher  per- 
spectiven liegen  müssen. 

(.211.  Lehrsatz.  Liegt  der  Durchschnitt  eines  Tangen- 
tenpaares Q  (Fig.  115.)  auf  der  Berührungssehne  EF  eines  andern 
Paares,  so  sind  die  Berührungspunkte  der  vier  vorhandenen  Tan- 
genten harmonische  Punkte  der  Kreislinie. 

Beweis.  Die  Geraden  eaf  un,d  c'a  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  D  der  Berührungssehne  EF,  Da  man  nun  ein  vollständi- 
ges Viereck  hat,  dessen  äussere  Diagonale  PQ  ist,  so  sind  e,  E, 
d,  Pvler  harmonische  Punkte.  Das  Doppeiverhältniss  dieser  vier 
Punkte  stimmt  aber  mit1  dem  Verbältniss  der  Sehnen  zwischen 
den  Punkten  A>  C,E,Fdtm  absoluten  Wertbe  nach  überein,  ako  ist 

EC  EA  «  »•  1 

PC  FA  1 

Man  wird  sogleich  folgern,  dass  auch  P  auf  der  ßerübrungs- 
•ehne  AC  liegen  muss.  Uebrigens  hoissen  vier  Tangenten  wie 
die  jetst  betrachteten  harmonische  Tangenten. 

{.212.   Lehrsatz.    Verbindet  man  die  Durchschnitte  voi 
zwei  harmonischen  Tangentenpaaren  D  und  E  (Fig.  1 16.)  mit  einem 
derjenigen  Punkte,  für  welche  die  Verbindungslinie  dieser  Du.rch- 
schnittspunkte  Potenzenlinie  ist,  so  schliessen  die  beiden  gezoge- 
nen Linien  allemal  einen  rechten  Winkel  ein. 
■Ii  ....  •  -  t  " 

Beweis.  Wird  um  den  Tangentendurchschnitt  D  ein  Kreis 
beschrieben,  der  durch  die  Endpunkte  der  zugehörigen  ßeriihrurigs- 
sehne  FG  geht,  so  theilt  dessen  Peripherie,  da  sie  auf  der  ge- 
gebenen Kreislinie  senkrecht  steht,  jeden  Durchmesser  dieser 
letztem  wie  KL  in  A  und  B  harmonisch.  Ist  aber  KL  derjenige 
Durchmesser,  der  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Be- 
rührungssehnen FG  und  HJ,  d.h.  durch  den  Pol  P  von  DE  gebt;, 
so  steht  DE  auf  demselben  senkrecht,  und  der  Durchschnitt  dieser 
beiden  Geraden  M  ist  die  Mitte  von  AB.  Hieraus  folgt,  dass 
DE  die  Potenzenlinie  für  die  Punkte  A  und  B  ist,  und  dass  also' 
die  Tangenten  EH  und  EJ  gleich  EA  sind.  Es  wird  also  auch  ein 
uro  E  mit  EH  beschriebener  Kreis  durch  A  und  B  gehen. 

Nun  seien  Q  und  R  die  Punkte,  in  denen  die  Gerade  JH 
von  der  Kreislinie  um  D  geschnitten  «rird.  Da  der  Durchmesser 
QR  von  jeder  senkrechten  Kreislinie  harmonisch  getheilt  wird,  es 
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UfJQHR  eine  harmonische  Reibe,  und  weil  auch  die  Umkebrung: 
des  eben  angewandten  Satzes  gilt,  so  stehen  auch  die  Kreislinien, 
tun  D  und  E  auf  einander  senkrecht. 

Demzufolge  wird  der  Radius  DB  eine  Tangente  des  Kreises 

um  E  sein,  und  also  auf  EB  senkrecht  stehen. 

*  •    t       .  •    .  .  ■  •'       i  ♦  ». 

Zutat*.  Umgekehrt:  Kommt  der  Geraden  V V  die  Eigen- 
scbsil  der  Potenzenlinie  filr  einen  Punkt  B  und  einen  gegebenen 
Kreis  zu,  so  bestimmen  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels»  des- 
sen Scheitel  in  B  fällt,  auf  der  Geraden  UV  zwei  Punkte/)  und 
E  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  von  ihnen  an  den  Kreis  ge- 
sogenen Tangenten  harmonisch  werden. 

}.  213.  Lehrsatz.  Zwei  excentrische  Kreise  sind  allemal  in 
Conformitätslage.  Zum  Centrum  kann  man,  wofern  die  beiden 
Kreise  nicht  congruent  sind,  jeden  der  Aehnlichkeitspunkte  neh- 
men. Axe  ist  in  beiden  Fällen  die  Potenzenlinie  der  Kreise.  In 
dem  erwähnten  Ausnahmefalle  aber  rückt  der  äussere  Aebnlich- 
keitspunkt  in  unendliche  Entfernung,  und  die  Conformitätslage  gebt 
in  Affinitätslage  über.  (Fig.  116.  a.) 

Beweis.  Es  sei  ö  der  eine  Aehnlichkeitspunkt  der  gege- 
benen Kreise,  pg  und  p'g*  die  Polaren,  welche  dem  Punkt  O  In 
Bezug  auf  beide  Kreise  zukommen. 

Der  Kreis  um  c  wird  durch  die  Polare  'pg  in  zwei  Bogen 
getheilt,  die  sich  in  perspectiviscb-axialer  Lage  befinden  in  Bezug 
auf  das  Centrum  O  und  die  Axe  pg.  Dasselbe  gilt  von  der  Po- 
lare p'q'  in  Bezug  auf  den  Kreis  um  c*.  Hiernach  wird  dem  Punkte 
a  der  Punkt  b  und  dem  Punkte  a*  der  Punkt  b'  entsprechen,  in- 
dem a,  6,  a',  b'  die  Durchschnittspunkte  eines  Aebnlichkettsstrables 
mit  den  beiden  Kreislinien  bezeichnen.  Nun  aber  ist  der  Bogen' 
paq  auch  mit  dem  Bogen  p'a'g'  in  perspectiviscb-axialer  Lage  in 
Bezug  auf  das  Centrum  O  und  eine  unendlich  entfernte  Axe.  Da 
nun  zwei  Systeme  (tomographisch  sind,  wofern  sie  es  mit  einem 
dritten  sind,  so  sind  auch  die  Bogen  pbg  und  p'a'g'  (tomographisch 
und  zwar  so,  dass  sich  jetzt  zwei  inverse  Punkte  wie  b  und  «' 
einander  entsprechen.  Die  beiden  Systeme  pbg  uüd  p'a'g'  liegen 
aber  perspectiviscb,  folglich  auch  axial. 

Bei  dieser  neuen  Beziehung  sind  aber  Tangenten  an  inverse 
Punkte  offenbar  entsprechende  Gerade  und  müssen  sich  auf  der' 
Convergenzaxe  begegnen  ;  folglich  ist  diese  Axe  keine  andere  als 
die  Potenrenlinie  beider  Kreise. 


$.  214.  Erklärung.  Jede  einen  Kreise  conforme  Figur 
wird  Kegelschnitt  genannt 
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Durchschneidet  man  nämlich  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Ba- 
sis* dtrrcb  Irgend  eine  der  Basis  nicht  parallele  Ebene,  so  hat  man 

eine  Durchscbnittsfigur,  welche  mit  dem  Kreise  in  räumlicher 
Conformitätslage  ist  Oder  ist  eine  mit  einem  Kreise  in  der  Ebene 
conform  liegende  Figur  gegeben»  so  kann  man  die  beiden  Figuren 
auch  in  räumliche  Conformitätslage  bringen,  und  alsdann  uraschlies- 
»en  die  Projectionsstrablen  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis. 
Es  ergiebt  sich  hierbei  aber  folgender  Unterschied. 

1)  Ein  geschlossener  Kegelschnitt  ist  vorhanden,  wenn 
die  Gegenaxe  für  das  System  des  Kreises  ganz  ausserhalb  des- 
selben liegt;  denn  da  alsdann  kein  Punkt  der  Kreislinie  auf  der 
Gegenaxe  liegt,  so  werden  alle  Punkte  der  entsprechenden  Kurve 
im  endlichen  Räume  liegen. 

• 

Ein  solcher  Kegelschnitt  entsteht,  wenn  man  einen  gemeinen 
Kegel  so  durchschneidet,  dass  sich  zwischen  dem  Kegelmantel 
und  der  Durchschnittsebene  ein  vollständig  begrenzter  Kaum  be- 
findet. 

■   <•  .  .•• 

2)  Ein  Kegelschnitt  mit  vier  unendlichen  Zweiget! 
wird  gegeben  sein,  wofern  die  Gegenaxe  iur  das  System  des 
Kreises  eine  Sekante  dieses  Kreises  ist. 

Um  einen  solchen  Schnitt  aus  einem  Kegel  zu  erzeugen,  muss 
man  die  Seiten  des  gegebenen  Kegels  über  die  Spitze  hinaus  ver- 
längern, und  die  Durchschnittsebene  so  legen,  dass  beide  Theiie 
des  entstandenen  Doppeikegels  durchschnitten  werden. 

3)  Einen  Kegelschnitt  mit  zwei  unendlichen  Zwei 
gen  hat  man  in  dem  Falle,  dass  die  Gegenaxe  für  das  System 
des  Kreises  eine  Tangente  desselben  ist. 

Zieht  man  an  die  Basis  eines  gemeinen  Kegels  eine  Tangente 
und  legt  durch  diese  und  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene,  so 
wird  jede  mit  dieser  Ebene  parallele  Durchschnittsebene  einen 
Kegelschnitt  dieser  dritten  Art  erzengen,  die  Tangente  des  Grund- 

kreises  ist  alsdann  die  Gegenaxe  desselben. 

(V.r.-  iT  qSj   •  •  .  , 

In  einem  Kegelschnitt  der  ersten  und  zweiten  Art  heisst  Mit- 
telpunkt derjenige  Punkt,  welcher  dem  Pol  der  Gegenaxe  des 
Kreises  entspricht  In  einem  Kegelschnitt  der  dritten  Art  soll 
jede  Gerade  ein  Durchmesser  heissen ,  welche  einer  durch  den 
Berührungspunkt  der  Gegenaxe  gehenden  Kreissehne  entspricht 

'  Die  Begriffe  von  zugeordneten  Durchmessern,  zugeordneten 
Sehnen  Obertragen  wir  von  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel' 


Digitized  by  Google 


auf  die  Kegelschnitte  überhaupt ,  auch  nhoe  schon  die  Ueberzeu« 
gung  gewonnen  zu  haben,  dass  nur  diese  Kurven  uottr  den  Ke-, 
gelscbnitten  auftreten  kunnen.  So  verstehen  wir  jetzt  auch  unter 
Asymptoten  diejenigen  Geraden,  welche  im  Systeme  eines  Ke- 
gelschnitts der  zweiten  Art  den  durch  den  Pol  der  Gegenaxe  ge- 
benden Kreistangeiiten  entsprechen.  > 

§.  ttö.  Betrachtung  des  geschlossenen  Kegelschnitts. 
(Fig.  116).  "5'  •■  • 

Wir  wollen  eine  Gerade  FG  im  System  des  Kreises,  die  einer 
Geraden  F'G'  des  Kegelschnitts  entspricht,  die  Repräsentant*, 
von  F'G'  nennen. 

1)  Zwei  Durchmesser  eines  geschlossenen  Kegelschnitts,  wefotrtf 
die  Berührungssehnen  FG  und  HJ  zweier  harmonischer  Taugen- 
tenpaare zn  Repräsentanten  haben,  sind  zugeordnete  Durchmesser. 

Die  beiden  Geraden  FG  und  HJ  schneiden  sich  im  Po)  ,P> 
der  Gegenaxe  UV,  die  zugehörigen  Tangentendurchschnitte /)  und 
E  liegen  also  auf  dieser  Gegenaxe.  Nun  aber  schneidet  FG 
ebenfalls  die  Tangenten  EH  und  EJ  auf  der  Gegenaxe;  folglich 
werden  die  entsprechenden  Geraden  einander  parallel  sein. 

A 

Jeder  Durchmesser  des  geschlossenen  Kegelschnitts  wird  im 
Mittelpunkt  baJbirt,  d&FPGE  vier  harmonische  Punkte  sind«  von 
denen  der  eine  E  auf  der  Gegenaxe  liegt  .•  M 

i  * 

2)  Unter  den  zugeordneten  Durchmessern  eines  geschlossenen 
Kegelschnitts  giebt  es  immer  zwei  auf  einander  senkrechte,  welche 
die  Axen  desselben  genannt  werden* 

Man  verbinde  das  Projectionscentrum  O  (Fig.  116.)  mit  einem 
von  denjenigen  Punkten,  für  welche  die  Gegenaxe  des  Kreises' 
Potenzenlinie  ist  in  Beziehung  auf  den  Kreis,  etwa  mit  B.  Er. 
richtet  man  nun  m  der  Mitte  N  von  OB  ein  Loth,  bis  dasselbe 
die  Gegenaxe  in  Z  durchschneidet,  beschreibt  aus  Z  einen  Kreis, 
der  durch  O  und  B  geht,  .und  verbindet  die  Punkte  D  und  Et 
in  denen  dieser  Kreis  die  Gegenaxe  schneidet,  mit  dem  Pol  der 
Gegenaxe  P%  so  bat  man  die  beiden  Geraden,  denen  die  Axen 
des  gegebenen  Kegelschnittes  entsprechen/  .; 

Denn  da  der  Winkel  EOD  ein  rechter  ist,  so  fallen  PJfcnnd 
PE  in  die  Richtungen  der  Berührungssebnen  von  zwei  harmoni- 
sehen  Tangentenpaaren.  Da  nun  in  zwei  conform  liegenden  Sy- 
stemen jede  Gerade  dem  Projectionsstrahl  parallel  ist,  welcher 
durch  den  Gegenpunkt  der  entsprechenden  Geraden  geht,  so  ist 
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von  den  durch  FG  und   HJ  repräsentirten 
ein«  mit  OD,  der  andere  mit  OE  parallel. 

■ 

Fällt  O  mit  B  zusammen,  so  stehen  je  zwei  zugeordnete 
messer  des  gegebenen  Kegelschnitts  auf  einander  senkrecht.  Dann 
ist  derselbe,  wie  später  einleuchten  wird,  ein  Kreis. 


Will  man  diese  Coostruction  im  Räume  ausführen,  so  bat 
durch  die  Mitte  von  OB  eine  senkrechte  Ebene  zu  legen. 

3)  Die  Kreissehne  ab,  welche  verlängert  durch  den  Pol  von  FG 
durch  D  geht,  repräsentirt  eine  Sehne  des  Kegelschnitts,  welche 
dem  durch  FG  repräsentirten  Durchmesser  zugeordnet  ist  Die- 
selbe  wird  von  diesem  Durchmesser  offenbar  halbirt. 

Uebrigens  liegt  der  Pol  von  ab  auf  der  Richtung  von  FG. 
Man  pflegt  daher  die  Geraden  ab  und  FG,  von  denen  jede  durch 
den  Pol  der  andern  geht,  selber  zugeordnete  Richtungen  zu  nenneD. 

Die  Punkte  FGab  sind  harmonische  Punkte  der  Kreislinie, 
also  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  einer  ihm  zu- 
geordneten Sehne  allemal  harmonische  Punkte  des  gegebenen 
Kegelschnitts. 

4)  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  eihes  ge- 
schlossenen Kegelschnitts  verhält  sich  zur  mittlem  Proportionale 
aus  den  Abschnitten  dieses  Durchmessers,  wie  der  ihr  parallele 
Durchmesser  zum  zugeordneten.  (Fig.  118.) 


verbinde  den  einen  Endpunkt  D  des  der  Sehne  FG  pa- 
CD  mit  F  und  G,  sowie  mit  den  Scheiteln 
Bhmessers  AB.    Alsdann  erhält  man  ein<m 
Büschel,  durch  den  die  Sehne  FG  in  A*  und  B4 
harmonisch  getheilt  wird.    Ist  H  die  Mitte  von  FG,  so  hat  man 


FB*=ÜA'.BB<. 

Es  verhalt  sieh  aber,  wofern  E  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  ist, 

1).*  AHi  AE=  HA4;  ED, 

woraus  hervorgeht :  .  ' 


BD.  AB 

"A  =  — JE- 


-  ■ 
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Ferner  ▼erhält  eich  .  . 

2)  HBiBE=BB'.ED. 


„n    ED.  HB  .  ..| 


folglich  erhält  man: 


  775 


•  »1 

J.  216.  Lehnatx,  Jeder  geschlossene  Kegelschnitt  Ist  eine 
Ellipse.   (Fig.  118.) 

Beireis.  Es  seien  AB  und  CD  diejenigen  einander  zuge- 
ordneten Durchmesser  eines  solchen  Kegelschnitts,  welche  senk- 
recht auf  eiuander  stehen,  CD  der  kleinere  derselben.  Beschreibt 
man  nun  aus  dem  Punkte  C  mit  der  Hälfte  von  AB  einen  Kreis, 
so  wird  dieser  die  Richtung  AB  in  zwei  Punkten  K  und  «/durch- 
schneiden. Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  eine  Ellipse,  welche 
AB  zur  grossen  Axe,  K  und  J  zu  Brennpunkten  hat,  ganz  mit 
dem  gegebenen  Kegelschnitt  zusammenfallen  niuss.  —  Die  Ellipse 
ist  ein  Kreis,  wenn  AB=CD  ist 

j,  217.  Betrachtung  des  Kegelschnitt«  mit  vier 
unendlichen  Zweigen.    (Fig.  115.) 

1)  Der  Pol  der  Gegenaxe  des  Kreises  P  liegt  hier  ausserhalb 
desselben.  Der  Sehne  AC,  die  verlängert  durch  P  geht,  ent- 
spricht ein  Durchmesser,  welcher  zwei  Punkte  mit  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  gemein  hat,  d.h.  ein  reeller  Durchmesser.  Ist  Q 
der  Durchschnitt  des  Tangentenpaars,  welches  AC 
rangssehne  bat,  so  ist  derjenige  Durchmesser,  weichet 
den  PQ  entspricht,  dem  erstem  zugeordnet,  da  den  Geraden  AQ, 
CQ,  PQ,  die  sieb  auf  der  Gegen  axe  schneiden,  drei 


Da  P,  A,  D,  C  eine  harmonische  Punktreihe  ist,  und  der  Punkt 
D  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  w  ird  der  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kegelschnitts  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  liegen, 
welche  den  Punkten  A  und  C  entsprechen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  gegebene  Kegelschnitt 
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hn  Räume  zweier  Scheitelwinkel  liegt»  die  von  seinen  Asymptoten 
gebildet  werden. 

In  einem  frühem  Falle,  wo  wir  die  gleichseitige  Hyperbel  auf 
ihren  Axenkreis  bezogen,  lag  der  Pol  der  Gegenaxe  in  unendlicher 
Entfernung. 

t . 

2)  Den  beiden  Strecken  aa'  und  66',  welche  durch  die  im, 
Pol  der  Gegenaxe  P  sich  schneidenden  Taogenten  EP  und  FP 
von  zwei  beliebigen  Tangenten  A  und  B  abgeschnitten  werden, 
entsprechen  im  gegebenen  Kegelschnitt  zwei  Strecken,  die  man 
Substituten  nennen  kann.  —  Da  sich  die  Geraden  ab'  und  a'b  auf 
der  Gegenaxe  schneiden,  so  folgt,  da»  die  entsprechenden  Gera- 
den parallel  sind  und  dass  also  ein  von  einer  Substitute  zwischen 
den  Asymptoten  abgeschnittenes  Dreieck  einen  constanten  Inhalt  bat. 

Verlängert  man  die  Gerade  aa'  bis  zur  Durchschneidung  mit 
der  Gegenaxe  in  Qt  so  ist  QaAa'  eine  harmonische  Reihe»  also 
wird  jede  Substitute  durch  ihren  Berührungspunkt  balbirt. 

^Hieraus  folgt»  dass  ein  Parallelogramm  von  constantem  Inhalt 

entsteht,  wenn  man  vom  Berührungspunkt  einer  Substitute  Paral- 

lellioieo  mit  den  Asymptoten  zieht,  da  dieses  Parallelogramm 

offenbar  die  Hälfte  des  durch  die  Substitute  abgeschnittenen  Drei- 
ecks ist. 

§,  218t.  Lehrtatt.  Jeder  Kegelschnitt  mit  vier  unendlichen 
Zweigen  ist  eine  Hyperbel.  (Fig.  119.) 

Beweis.  Es  seien  AM  und  AN  die  Asymptoten  des  gege- 
benen Kegelschnitts,  BC  derjenige  reelle  Durchmesser  desselben, 
welcher  den  Winkel  MAN  halbirt.  Tragt  man  nun  die  Entfernung 
AC  wmiAM  ab  bis  A  errichtet  in  D  ein  Loth  DE  bis  zur  Durch- 
reit der  Richtung  AB,  und  constroirt  eine  Hyperbel, 
BC  tax  Axe»  den  Punkt  E  zu  einem  ihrer  Brennpunkte 
hat;  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Hyperbel  in  allen  Punkten 


Denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  in  AM  und  AN  fallen,  und  das  Weitere  folgt 
daJin  aus  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen*. 

§.  219.  Betrachtung  des  Kegelschnitts  mit  swei  un- 
endlichen Zweigen.  Hier  entspricht  einer  Kreissehne  PA, 
wekhe  durch  den  Berührungspunkt  P  des  Gegenax»  UP  geht 
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(Fig.  117),  ein  Durchmesser,  ferner  der  Sehne  CD,  welche  diu 

durch  A  gezogene  Tangente  auf  der  Gegenaxe  in  B  durchschnei- 
det, eine  diesem  Durchmesser  zugeordnete  Sehne.  Indem  man 
nun  ganz  den  Weg  verfolgt,  den  wir  bei  der  Betrachtung  der  Pa- 
rabel angewendet  haben,  wird  man  sich  überzeugen,  dass  alle- 
mal ein  harmonischer  Büschel  entsteht,  sobald  man  irgend  einen 
Punkt  des  gegebenen  Kegelschnitts  mit  dem  Scheitel  eines  Durch- 
messers und*  den  Endpunkten  einer  ihm  zugeordneten  Sehne  ver- 
bindet, und  noch  von  demselben  Punkte  eine  Parallele  mit  dem 
Durchmesser  zieht. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  B  so  bestimmt,  dass  zuerst  das 
Projectionscentrum  O  mit  dem  Berührungspunkte  P  der  Gegen- 
axe veibunden  und  sodann  OB  senkrecht  auf  OP  errichtet  wurde, 
so  ist  der  Durchmesser,  welcher  der  Sehne  PA  entspricht,  pa- 
rallel dem  Projectionsstrahl  OP,  und  die  Tangente,  welche  der 
Tangente  AB  entspricht,  parallel  dem  Projectionsstrahl  PB\  man 
kann  also  schliessen,  dass  es  in  jedem  Kegelschnitt  dieser  drit- 
ten Art  einen  Durchmesser  giebt,  welcher  senkrecht  auf  den  ihm 
zugeordneten  Sehnen  steht 

{.  220.  Lehrsatz.  Jeder  Kegelschnitt  mit  zwei  unendlichen 
Zweigen  ist  eine  Parabel. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  120.)  AG  die  Richtung  eines  Durch- 
messers in  einem  solchen  Kegelschnitt,  welcher  auf  den  ihm  zu- 
geordneten Sehnen  BC  und  DE  senkrecht  steht.  Verbindet  man 
E  mit  A,  B  und  C»  nnd  zieht  EH  parallel  AG,  so  erhält  man 
einen  harmonischen  Büschel  und  durch  diesen  auf  der  Richtung 
BC  vier  harmonische  Punkte  B,  //.  C,  J.  Der  Durchmesser 
AG  halbirt  die  Sehnen  BC  und  DE,  wie  leicht  zu  erweisen  ist, 
in  F  und  G;  also  bat  man  zunächst: 

FB:FC=  FC.FJ, 


GE:GA  =  FJ.FA. 

ii  •  - 

Setzt  man  zusammen,  so  kommt: 

•         FB.  GE:FC.GA  —  FC-.FA,  ' 
hervorgeht  | 


■  \ 


Z<£  G&  • 
FA  -  GA 


uigmzea  Dy 
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Bestimmt  man  also  die  Länge  p  gemäss  der  Gleichung 

•  ■  •  *i 

und  construirt  eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  A,  deren  Aze  In 
die  Richtung  AG  fällt  und  deren  Parameter  gleich  p  ist,  so  wird 
diese  Parabel  in  allen  Punkten  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte 
susammen  fallen. 

*      •  * 

$.  221.  Lehrsatz.  Jede  einem  Kreise  (also  auch  jede  einer 
Ellipse)  affine  Figur  ist  eine  Ellipse. 

Beweis.  Der  Beweis  für  die  Eigenschaft  der  Ellipse,  nach 
welcher  jede  Ordinate  zur  mittlem  Proportionale  aus  den  Abschnit- 
ten des  zugeordneten  Durchmessers  in  einem  constanten  Verhält, 
niss  steht,  stützte  sich  auf  ihre  Affinität  mit  dem  Kreise  und  gilt 
offenbar  für  jede  dem  Kreise  affine  Figur. 

In  einer  solchen  werden  zugeordnete  Durchmesser  solche  sein, 
die  zweien  auf  einander  senkrechten  Kreisdurchmessern  entspre- 
chen. Lasst  sich  nun  beweisen,  dass  unter  den  zugeordneten 
Durchmessern  der  gegebenen  Figur  wenigstens  zwei  auf  einander 
senkrechte  existiren,  so  wird  dieselbe  nichts  Anderes  als  eine 
Ellipse  sein  können.   Dies  leistet  aber  der  folgende  Satz  : 

In  zwei  affinen  Figuren  lassen  sich  immer  zwei 
Paare  entsprechender  Richtungen  so  bestimmen,  dass 
diejenigen,  welche  einem  und  demselben  Systeme  an- 
gehören, aufeinander  senkrecht  stehen.  (Fig.  121.) 

Es  seien  A  und  A*  iwei  entsprechende  Punkte  in  affin  lie- 
genden Systemen,  ÄY  die  Affinitätsaxe.  Von  dem  Punkte  P,  in 
welchem  ein  io  der  Mitte  von  AA'  errichtetes  Loth  die  Axe  schnei- 
det, beschreibe  man  einen  Kreis.  Trifft  er  die  Affinitätsaxe  in 
M  und  iV,  so  stellen  die  Geraden  AM ,  A'M,  AN  und  A'N  die 
Wahrheit  der  aufgestellten  Behauptung  vor  Augeo.  Im  Fall,  dass 
das  errichtete  Loth  mit  XY  parallel  sein  sollte,  fallen  zwei  der 
in  Rede  stehenden  Richtungen  io  den  Affinitätsstrahl  AA'.. 

Wird  ein  Cylinder  mit  kreisförmiger  Basis  durch  eine  der 
Basis  nicht  parallele  Ebene  durchschnitten,  so  ist  die  Durchschnitts- 
figur  mit  dem  Grundkreise  io  räumlicher  Affin  itätslage.  Dieselbe 
wird  also  eine  Ellipse  sein,  und  um  ihre  Axen  auszumitteln,  kann 
man  sich  einer  der  vorhin  angegebenen  ähnlichen  Constructioo 
bedienen. 
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Bei  einem  schiefen  Cylinder  mit  kreisförmiger  Basis  erhält 
man  auch  noch  in  einer  andern  Richtung  als  der  des  Grundkrei- 
ses  als  Durchschnittsfigur  einen  Kreis,  nämlich  wenn  eine  von  der 
Affini  tatsaxe  aus  senkrecht  durch  die  Axe  des  Cylinders  gelegte 
Ebene  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Grundkreises  und  der 
Uurchschnittsebene  halbirt. 

Zusatz.  Ans  dem  voranstehenden  Lehrsätze  folgt,  das* 
iede  der  Gleichunsen 

und 

allemal  eine  Ellipse  bestimmt,  mag  die  Richtung  der  Ordinaten 
gegen  die  Ausrissen  sein,  welche  sie  will. 

Denn  eine  so  bestimmte  Kurve  wird  dem  Kreise  affin  sein. 

Anmerkung.  Es  l&sst  sich  zeigen,  dass  auch  ein  schiefer 
Kegel  mit  kreislurmiger  Basis  noch  in  einer  andern  Richtung  als 
der  des  Grundkreises  als  üurchscbnittsfigur  einen  Kreis  giebt 
Wir  lassen  uns  aber  aus  Mangel  an  Raum  nicht  auf  diese  Unter- 
suchung ein. 

}.  222.  Lehrsati.  Jede  einer  Hyperbel  affine  Figur  ist  eme 
Hyperbel,  und  jede  einer  Parabel  affine  Figur  eine  Parabel. 

Beweis.  Eine  der  Hyperbel  affine  Figur  hat  vier  unend- 
liche Zweige  und  ist  mit  dem  Kreise  homographisch.  Die  ein/ige 
homographische  Beziehung,  die  aber  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
Statt  finden  kann,  ist  die  Conformitfitf  folglich  ist  die  gegebene 
Figur  eine  Hyperbel ,  u.  s.  f. 

Jede  der  Gleichungen 

3,«  = -5  (*«-«,«), 

MC  =p* 


bestimmt  also  unter  allen  Umständen  eine  Hyperbel,  die  Gleichung 
Tk.il  XXIX.  14 
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eine  Parabel. 

Anmerkung.  Die  Sätze  von  der  Aehnlichkelt  and  Congruenz 
der  Kegelschnitte  übergehen  wir. 

§.  223.  Lehrsati.  Die  Ellipse  ist  mit  jedem  ihrer  Leitkreise 
in  Conformit&tslage:  Centrum  ist  jedesmal  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises,  Axe  aber  diejenige  Gerade,  welcher  die  Eigenschaft  der 
Potenzenlinie  för  den  Leitpunkt  in  Rücksicht  auf  den  Leitkreis 
zukommt   (Fig.  122.) 

Beweis.  Erstens.  Eine  Tangente  der  Ellipse  und  eine  Tan- 
gente des  Leitkreises,  deren  Berührungspunkte  auf  demselben 
Radius  liegen,  begegnen  sich  auf  der  Potenzenlinie  des  Leit- 
punkts A. 

Denn  da  die  Tangente  B'F  der  Ellipse  senkrecht  durch  die 
Mitte  von  AB  geht,  so  ist  AF=BF,  folglich  Fein  Punkt  der 
Potenzenlinie  des  Punktes  A. 

Um  die  Potenzenlinie  vollends  zu  bestimmen,  wird  man  durch 
ein  zweites  Paar  von  Punkten,  C  und  C,  die  in  derselben  Be- 
ziehung stehen  wie  2?  und  B,  Tangenten  ziehen  und  ihren  Durch- 
schnittspunkt  G  nehmen. 

Zweitens.  Das  von  Kreistangenten  und  ihrer  Berührungssehne 
gebildete  Dreieck  BCH  liegt  perspectivisch  mit  dem  Dreiecke  B'C'H', 
welches  zwei  Tangenten  der  Ellipse  zu  Seiten  hat.  (Fig.  122.) 
Die  Gerade  OH,  welche  den  Mittelpunkt  O  des  Leitkreises  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  H  verbindet,  geht  senkrecht  durch  die 
Mitte  von  BC  Desgleichen  werden  die  Strecken  AB  und  AC 
durch  B'JF  und  C'IV  lotbrecht  halbirt;  folglich  wird  H'  auf  der 
Geraden  OH  liegen,  da  die  drei  Geraden,  welche  senkrecht 
durch  die  Halbirungspunkte  der  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  geben, 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden  müssen.  Weil 
nun  aber  die  beiden  Dreiecke  BCH  und  B'C'H'  perspectivisch 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial;  folglich  treffen  sich  BC  und 
B'C  auf  der  Geraden  FGt  d.  b.  auf  der  Potenzenlinie  des  Punk- 
tes A. 

Zusatz.  Die  Gerade  FG  ist  die  Polare  des  Punktes  A  in 
Bezug  auf  die  Ellipse. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist 

W.  ß'AF=Y1.  C'AF=R. 
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Geht  also  die  Beröhrongssehne  B'C  durch  A  oder,  was  dasselbe 
sagt,  fallen  AB'  und  in  eine  Gerade,  so  falle»  AF  und 
J£  zusammen;  folglich  schneiden  sich  dann  die  Tangenten  £'Z> 
und  CE  auf  der  Potenzenlinie  XY.* 

§.  224.  Lehrsatz,  Das  von  irgend  einem  Punkte  einer  Ellipse 
auf  die  Polare  XY  eines  Brennpunkts  gefällte  Loth  steht  zu  dem 
nach  demselben  Brennpunkte  gezogenen  Leitstrahl  in  einem  con- 
stanten  Verhältniss.   (Fig.  122.  a.) 

Beweis.  Zieht  man  CK  parallel  OB,  so  ist  CK—  CC—  CA. 
Nun  verhält  sich 

CK:  B'B  =  JC :  JB' 

>  'i 

oder 

AC.AB'=zJC:JB't 

indem  J  den  Durchschnitt  der  Geraden  BC  und  B'C  bezeichnet1 
Fällt  man  nun  von  B  ood  C  die  Lothe  B*L  und  CM  auf  XY, 
so  bat  man  auch:  ' 

CM:B'L  =  JCJB'; 

folglieh  verhält  sich 

CM:B'L=AC:AB', 

■  *  ■  ii       t  i<  ii 

oder  auch 

CM-.AC  —  B'L-.AB'. 

Anmerkung.  Man  sieht  sogleich,  dass  B'L  grosser  ist  als 
AB'.  Denn  beschreibt  man  aus  B'  einen  Kreis  mit  B'A,  so 
berührt  dieser  den  Leitkreis  um  O  ira  Punkte  B  von  innen;  also 
wird  dieser  zweite  Kreis  um  Bf  auch  das  Loth  B'L  innerhalb 
des  Kreises  um  O  durchschneiden. 

§.  225.  Lehrsatz.  Auch  die  Hyperbel  ist  mit  jedem  ihrer 
Lettkreise  in  Confbrmitütslage.  Centram  und  Axe  wie  bei  der 
Eldrpse. 

'  ,  :■•«!  -  ; 

Beweis.  Es  bedarf  nur  einer  Betrachtung  von  Figur  123.  Der 

Leitpunkt  Jk\  liegt  hier  ausserhalb  des  Leitkreises  um  O.  Sind 
OB  und  OC  zwei  Radien  des  Leitkreises,  so  bestimmen  sich 
die  Punkte  B\  und  (\  der  Hyperbel ,  welche  auf  deren  Verlänge- 
rung liegen,  indem  man  in  den  Halbirungspunkten  von  A^B  und 
AiC  in  D  uod  E  Lothe  errichtet  u. s.  f. 

'         Ferner  seien  (Fig.  122.  a.)  von  zwei  Puokten  einer  Hyperbel  Bl 
and  d  die  Lothe  Bxm\  und  dMx  auf  die  Polare  X  Y  des  Leit- 
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punkts  Ax  gefallt,  J  sei  der  Punkt,  in  welchem  BiCl  der  ent- 
sprechenden Geraden  begegnet,  QA',  parallel  OB.  Alsdann  ist 
«f  ieder  das  Dreieck  CCiK<SZ  &  OBC,  also  gleichschenklig,  und  es 
verhÄlt  Aich 

\  '  JCl:JBl  =  CyK^.B^B, 

Zusatz.  Die  Ellipse  und  Hyperbel  sind  in  Confurroitatslage 
mit  jedem  Kreise,  der  einen  ihrer  Brennpunkte  zum  Mittelpunkt«  hat. 

Beweis.  Construirt  man  denjenigen  Leitkreis,  welcher  den- 
selben Brennpunkt  zum  Mittelpunkte  hat,  so  hat  man  drei  Systeme, 
von  denen  zwei  mit  dem  dritten  in  perspectivisch  axialer  Lage 
sind:  erstens  der  gegebene  Kreis  ist  mit  dem  Leitkreise  in  Aeho- 
licbkeitslage,  qpd  zwar  ist  der  Aehnlichkeitspunkt  der  gemein- 
same Mittelpunkt  beider  Kreise;  zweitens  der  gegebene  Kegel- 
schnitt ist  mit  dem  Leitkreise  in  Conformitätslage  in  Bezug  auf 
dasselbe  Centrum.  Demnach  bilden  auch  der  gegebene  Kreis  und 
der  gegebene  Kegelschnitt  zwei  homographische  Systeme,  wenn 
man  diejenigen  Punkte  als  entsprechend  auf  einander  bezieht,  die 
einem  und  demselben  Punkte  des  Leitkreises  entsprechen.  Da 
nun  aber  diese  beiden  letztern  Systeme  ebenfalls  perspectivisch 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial,  und  sind  daher,  wie  eine  korse 
Ueberlegung  zeigt,  in  Conformitätslage. 

§.  226.  Lehrsatz.  Die  Parabel  ist  mit  jedem .  Kreise  in 
Conformitätslage,  der  ihren  Brennpunkt  zum  Mittelpunkte  bat. 

v' 

Beweis.  Wir  haben  nur  nüthig,  zu  beweisen,  das»  die 
Parabel  mit  irgend  einem  Kreise,  der  ihren  Brennpunkt  'F.  iura 
Mittelpunkte  hat  (Fig.  117  ),  in  Conformitätslage  sei. 

Es  sei  Jk  die  Leitlinie  der  Parabel,   UV  die  durch  ihren 
Scheitel  P  gehende  Tangente,  A'F  ein  innerer,  A'M  ein  äusserer 
Leitstrahl ,  also  A'F=z  A'M.   Wird  nun  der  erste  dieser  Leitstrah-4» 
|en  von  einem  Kreise,  der  die  Strecke  PF  zum  Radius  bat,  in 
A,  der  andere  von  der  Scheiteltangente  in  L  durchschnitten,  'so' 
ist  AA* '  =  A'L.   Zieht  man  sodann  in  A  eine  Tangente  an  den,* 
Kreis  bis  zur  Durchschneidung  mit  der  Scheiteltangente  in  B, 
so  ist  BA'  die  Halbirungslinie  des  Winkels  LBA,  BF  diejenige 
des  Winkels  PBA;  mithin  sind  BA,  BA',  BF,  BP  vier  har- 
monische Strahlen,  und,  wofern  iV  den  Durchschnitt  der  Rich- 
tungen V V  und  AF  bezeichnet, 


ff  f  ff  ^^(Jo 

(NA,FA')=—  1, 
(NF,  AA')  +  (NA,  FA')  =  l; 

also 

(NF.  AA^L 

Die .  Strecke  NF  wird  also  von  den  beiden  Punkten  /I  und  i4' 
nach  einem  Doppelverh&Itniss  von  constantem  Wertbe  =2  ge- 
tbeilt;  folglich  hat  man  zwei  Systeme  in  perspectivisch- axialer 
Lage,  flk  welche  F  das  Centrum  und  UV  die  Convergenzaxe  ist 
Die  Gegenaxe  RS  für  das  System  des  Kreises  ist  diejenige  Tan- 
gente desselben,  deren  Berührungspunkt  Q  auf  der  Axe  der  Pa- 
rabel und  dem  Scheitel  P  gegenüber  liegt. 

§.  227.  ß c merkungen.  Aus  der  Conformität  der  Kegel- 
schnitte mit  dem  Kreise  folgt  unmittelbar,  dass  allemal  zwei  coo- 
forme  Strablenbüschel  entstehen,  sobald  man  zwei  Punkte  des 
Kegelschnitts  mit  beliebig  vielen  andern  verbindet.  Im  Allge- 
meinen werden  diese  Strahlenbüschel  nicht  congruent  sein.  In 
der  gleichseitigen  Hyperbel  erhält  man  aber  zwei  congroente 
Strahlenbüschel,  sobald  man  die  Centra  derselben  in  die  beiden 
Endpunkte  eines  Durchmessers  verlegt.  Man  wird  sich  hiervon 
leicht  überzeugen,  wenn  man  sich  des  Satzes  erinnert,  dass  der 
von  einer  Sehne  und  einer  Tangente  gebildete  Winkel  dem  ent- 
gegengesetzten Peripheriewinkel  gleich  ist.  Die  beiden  congru- 
enten  Büschel  haben  aber  hier  eine  solche  Lage,  dass  die  ent- 
sprechenden Strahlen  nicht  wie  beim  Kreise  in  demselben ,  sondern 
in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  folgen. 

Ebenso  gilt  filr  jeden  Kegelschnitt  der  Satz,  dass  zwei  Tan- 
genten durch  Transversaltangenten  in  homographischen.  Piwktr 
reihen  geschnitten  werden.  Im  Allgemeinen  werden  diese  beiden 
Reihen  conform  sein  und  ihre  Gegenpunkte  werden  durch  die 
beiden  Transversaltangenten  bestimmt,  welche  den  beiden  festen 
Tangenten  parallel  laufen.  Sind  die  beiden  festen  Tangenten  die 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  so  fallen  die  beiden  Gegenpunkte  in 
den  Durchschnittspunkt  derselben,  d.h.  in  den  Mittelpunkt  der 
Hyperbel. 

Die,  Parabel  hat,  keine  parallelen  Tangenten,  also  existiren 
auch  keine  Gegenpunkte.  Die  beiden  homographischen  Reihejj 
kOnoen  daher  hier  aur  proportionale  (bezüglich  congruente)  Reihen 
sein.   Dies  ergiebt  sich  noch  deutlicher  aus  folgendem  Satze: 

§.  22$.  Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  einer 
Parabel  von  einer  Transver*altangente  durchschnitten  i  so  «rliält 
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man  eine  richtige  Proportion,  trenn  man  die  dem  Tangentendurch- 
schnitt anliegenden  Abschnitte  zu  äusseren,  die  den  Berührungs- 
punkten anliegenden  zu  innern  Gliedern  macht. 

Beweis.  Es  seien  AD  und  BD  die  beiden  festen  Tangen- 
ten (Fig.  124.),  P  und  Q  die  Punkte,  in  denen  sie  von  der  Trans- 
versal tangente  C  geschnitten  werden.  Zieht  man  durch  P,  C,  P 
und  Q  Durchmesser  der  Parabel:  Pp.t  Cc,  Dd,  Qg,  so  wird  die 
Berührungssehne  AB  durch  den  Durchmesser  pd,  A C  durch  Pp, 
BC  durch  Qg  halbirt  Liegen  also  die  Punkte  p,  c,  d,  g  auf 
AB,  so  ist  auch  p  die  Mitte  von  AC,  g  diejenige  von  Bc.  AJsö  ist 

Ap  =  \{AB- Bc)  =  \AB-  {Bc  -  dg, 

pd-gß.  : 

Hieraus  folgt: 

ÜP.PAzzzBQ.QD. 
i    *     *    ■  i  , 

Ist  Dd  die  Axe  der  Parabel,  so  steht  dieselbe  senkrecht  asf  Aß, 
also  wird  \  , 

AD=DB, 

r  •  »  * 

und  folglich  sind  die  Reihen 

■•- 

DPA   und  BQD 

einander  congrueot. 

(.  2211.   Lehreatz,   Sind  zwei  tomographische  Büschel  in 


Beweis.  Es  seien  (Fig.  109.  und  Fig.  109.  a.)  a'  und  6'  die  Cen- 
tra  von  zwei  homographischen  Büscheln 

a'm',   a'b',   a'&,   a'd' ,  oV, 

> 

6'«!',  6'i»i',  6V,  b'd\  6V 

in  nicht  axialer  Lage,  in  denen  b'ai  in  die  Verlängerung  von  a'b', 
in  die  Verlängerung  von  b'm'  fällt.  Sind  nun  a  und  b  die 
Centra  von  zwei  congruenten  Büscheln,  die  den  beiden  Boscheln 
o'  und  b'  conform  sind;  so  folgt  zuerst  aus  der  Congruenz  der 
Büschel  a.  und  6,  deren  Strahlen  wir  uns  in  demselben  Sinne 
auf  einander  folgend  denken,  dass  die  Durchscbnittspunkte  eot- 


Goegl 


sprechender  Strahlen  «,  •  auf  der  Peripherie  eine»  Kreises 
liegen,  welche  derch  a  und  6  geht.  Nun  aber  sind  die  beiden 
Fünfecke  abede  und  a'fr&d'e'  homograpbiscb ;  folglich  liegen  die 
Ecken  des  letztern  auf  einer  dem  Kreise  horaographischen  Figur, 
d.  h.  auf  einem  Kegelschnitt. 

(.  230.  Zusatz.  Auf  ähnliche  Art  würde  sich  beweisen  las- 
sen, dass,  wenn  zwei  homographische  Punktreihen  in  nicht  per- 
spectivischer  Lage  gegeben  sind,  die  Linien,  welche  entsprechende 
Punkte  beider  Reiben  verbinden,  einen  bestimmten  Kegelschnitt 
berühren. 

Lehr  »atz.  Durch  fönf  Punkte,  von  denen  niemals  drei  in 
gerader  Linie  liegen,  ist  allemal  ein  Kegelschnitt  bestimmt. 

Beweis.  Nachdem  man  die  Punkte  a*  und  6'  (Fig.  109.  und 
109. a.)  mH  c'.rf'und  «'  verbunden  bat,  läset  sieh  der  Strahl  o'«V 
so  bestimmen,  dass  die  beiden  Büschel 

•    •  , 
afb\   aV,   tfd',  a'ef 

b'mx'tb\d,   b'd',  b'e' 

t  ■ 

bomogropMscb  werden,  Ebenso  kaun  man  den  Strahl  afm'  so 
sieben,  dass 

afm,  aV,  a'd\  a'e' 
b'a',   6'c\   b'd',  b'e* 

homographisch  werden.  Man  hat  also  zwei  homographische  Strah- 
lenbüschel a'  und  b4  in  nicht  perspectiviseber  Lage,  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  Punkte  a',  b' ,  c',  d' ,  e'  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Schaltet  man  nun  aber  dem  Büschel  a'  noch  einen  belie- 
bigen sechsten  Strahl  ein,  so  ist  klar,  dass  der  entsprechende 
Strahl  des  Büschels  b'  vollkommen  bestimmt  ist;  folglich  ist  auch 
jeder  sechste  Punkt  des  durch  a'b'&d'e'  gebenden  Kegelschnitts 
bestimmt. 

$.  231.  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  können  auf 
unendlich  viel  verschiedene  Arten  als  bomographisch  auf  einan- 
der bezogen  werden,  und  zwar  kann  man  drei  Paare  von  Punkten 
in  denselben  nach  Willkühr  als  entsprechend  setzen.  Sodann  aber 
entspricht  jedem  vierten  Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmter Punkt  des  andern. 
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Beweis.  Es  seien  a,  6,  c,  andererseits  a*,  b',  c'  (Fig.  109.  und 
109.  a.),  Punkte  zweier  Kegelschnitte.  Zieht  man  iu  a  und  b,  sowie 
io  a'  und  b'  Tangenten  an  beide  Kegelschnitte:  am,  bm,  a'm'  und 
6W;  so  wird,  wofern  man  die  beiden  Büschel 


am,   ab,  ac 
a'm',  a'b',  a'c' 

als  co d form  auf  einander  bezieht,  dem  willkürlich  gezogenen  Wet- 
ten Strahl  ad  ein  bestimmter  Strahl  a'd'  entsprechen.  Beide 
Strahlen  werden  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
d  und  d'  bestimmen.  Auf  dieselbe  Weise  lasst  sich  ein  fünftes 
Paar  von  Punkten  e  und  e*  finden  u.  s.  f.  Nun  aber  sind  die  bei- 
den Fünfecke  abcdm  und  a'b'c'd'mf  bomographisch.  Denn  zuerst 
sind  die  beiden  Büschel  o  und  6,  und  andererseits  a'  und  6', 
homographisch  gemäss  der  Eigentümlichkeit  der  Kegelschnitte. 
Zweitens  ist  der  Construction  gemäss  der  Büschel  a  dem  Büschel 
a'  homographisch;  folglich  gilt  dasselbe  von  den  Büscheln  6  und 
b'.  Nachdem  also  die  beiden  Vierecke  abcm  und  a'b'&m'  als 
entsprechend  zu  Grunde  gelegt  sind,  lässt  sich  zu  jedem  weiteren 
Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  des  andern 
nachweisen,  so  dass  beide  durch  homographische  Fünfecke  be- 
stimmt sind.  Dies  aber  ist  das  Kennzeichen  homographischer  Figuren. 


1  *    '  : 
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III. 


Ueber  die  Segmente  der  Parabel  und  des  elliptischen 


Von 


Herrn  Franz  Unferdinger, 


L«ben«rer«ioherting«  -  Calcolfttor  der  k.  k.  p.  Atienda  <A«sicaratric«  tu 

Trie.t.  * 


I.   Die  Parabel. 


1.   Nehmen  wir  den  Scheitel  der  Parabel  zum  Anfangspunkt 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  and  den  Durcb- 
derselben  zur  positiven  Halbaxe  der  Abscissen,  so  ist 


ihre  Gleichung.  'Wird  diese  Parabel  parallel  mit'  der  AbscissW- 
axe  und  im  Sinne  der  positiven  x  verschoben,  bis  der  Scheitel 
um  den  Betrag  A  vom  Coordinaten  Ursprung  absteht,  so  Ist'  diese 
neue  Lage  der  Kurve  durch  die  Gleichung 

(2)  y*  =  2p(x-h) 

dargestellt,  und  diese  zweite'  Parabel  liegt  innerhalb  der  ersten. 
Ziehen  wir  durch-  einen  Punkt  £f  der  zweiten  Parabel,  dessen 
Coordinaten  xx,  yl  sein  mögen,  so  dass  auch 

t  <3)         ■•  üit^fyt&sr-h)  ,,  ., 

ist,  eine  Tangente,  so  ist  die  Gleichung  derselben: 

(4)  »  =  J 
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wir  die  Gleichungen  (l)  und  (4)  gleichzeitig  bestehen,  so 
gibt  die  Auflösung  derselben  in  Bezug  auf  y  und  x  die  Coordi- 
naten  der  Durcbschoittspunkte  der  Tangente  (4)  mit  der  Parabel 
(1).  Schreibt  man  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (4)  unter  der 
Form: 

•o  hat  man: 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y  vom  zweiten  Grade  ist,  so 
schoeidet  die  Tangente  (4)  die  Parabel  (I)  im  Allgemeinen  in 
zwei  Punkten  L  und  ZV,  und  wenn  wir  die  Coordinaten  derselben 
durch  Ly,  LM  und  ZV,,  ZV,  bezeichnen,  so  ist 

(5)  Z,y  =  yi+V2^Ä,   Ny  =  yx-VWb 

und 


(6) 


£.  =  &  +  Vp)  -  (*,  -2A) = *,  +  » V^Ä , 
ZV,  =  ^(yi  -  V?pi)-<*i-2A)  =   -  &  V^ä. 


Da  aus  diesen  Werthen  für  die  Coordinaten  der  Punkte  L  und 
iV  folgt:  ' 

Ly  +  Ny  Lx  +  Nx. 

yv= — 5 — **  =  *   2  * 


.  •  - 


so  Hegt  der  Berührungspunkt  M  stets  auf  der  Mitte  der  Sehne 
Z.ZV.  Legen  wir  nun  an  die  äussere  Parabel  (1)  eine  Tangente, 
so  ist,  wenn  x'y'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind, 
die  Gleichung  derselben: 

(8)  3f=^*+i3f. 

und  diese  letztere  wird  mit  der  Tangente  (4)  parallel  »eftn,  wenn 
<fl)  tf^Vi*  also  nach  (3)  *'ss*i 


ist,  woraus  hervorgebt,  dass  der  Berührungspunkt  (x'y*)  auf  der 
durch  {xxyx)  parallel  zur  Abscissenaxe  gezogenen  Geraden  liegt, 
wie  leicht  vorherzusehen  war.  ,Das  parabolische  Segment,  wel- 
ches zwischen  diesen  beiden  Tangenten  (4)  und  (8)  enthalten  und 
im  Voraus  als  eine  Function  der  Coordinateu  xlr  yt  zu  betrach- 
ten ist,  soll  nun  bestimmt  werden. 
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und  des  elliv  tischen  Parabotöides.  *2\\ 

Zu  diesem  Code  denken  wir  uns  in  dem  auf  der  poeitfreu 
Halbaxe  der  x  gezählten  Abstände  kt  'welcher  kleiner  als  k  sei, 
eine  dritte  gleicbliegeude  Parabel  construirt,  deren  Parameter  2p 
ist   Zieht  man  an  diese  Parabel 

(10)  y*  =  2^(ar— Ar)  "  " 

in  dem  Punkte  fo'yi')  eine  Tangente/  so  ist  ' 


(U)  y=£.x+j;A*i'-M) 

ihre  Gleichung»  Diese  Gerade  wird  mit  jener  (8)>  parallel  «ein ,  wenn 

yt'  =  y.  also  nach  (10)  ar^x'** 

■ 

ist,  und  man  kann  in  diesem  Falle  statt  (11)  setzen: 

(12)  y  =  ^.*-f.2 — frJfy'"  * 

^  ,.!  i 

Dle€oordinaten  /„  ^  und  «„w,  der  Durchschnitte  <  and  *  die- 
ser Tangente  mit  der  Parabel  (1)  geben  aus  den  Gleichungen  (5) 
und  (6)  hervor,  wenn  man  xx\  yi k  an  die  Stelle  Ton  xlt  yu  h 
setzt   Es  ist  sonach: 


(13) 


   '    !  ift'"*  ''s  Iii 

Der  Abstand  P  des  Anfangspunktes  reo  einer  Geraden 
y^A'x  +  B*  wird  bekanntlich  durch  die  Gleichung  t 

/>=±  VITT«  " 

bestimmt,  wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt*  jenachdem 
B'  positiv  oder  negativ  ist.  Bezeichnen  daher  p  und  p'  die  Ab« 
stände  des  Anfangspunktes  von  den  parallelen  Tangenten  (8)  und 
(12),  so  ist 

vi  p,_, 


.  •  ■    '  •  i  •  .  . . 


wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  ,y*  ^  2/jA; 

ist.  Aus  diesen  beiden  Entfernungen  findet  man  den  Abstand  e/ 
der  parallelen  Tangenten  (8)  and  (12),  wenn  man  p'  von  p  abzieht. 
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sobUtd1' beide  Perpendikel  auf  derselben  Seite  des  Anfangspunk- 
tes liegen/  oder  wenn  man  p  und  p*  addtrt,  sobald'  die  beiden 
Perpendikel  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Anfangspunktes  lie- 
gen. Um  hierüber  zu  entscheiden,  ist  folgende  Betrachtung  noth- 
wendig.  Die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12)  liegen  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des  Anfangspunktes,  jenach- 
dem  die  letzten  Glieder  ihrer  Gleichungen 


i,  d.h., 

Grossen  mit  y  multiplicirt  werden,  jenachdem 

nnd    ■     „  t  ■  •  , 


2    ona   2 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.    Hieraus  folgt, 
dass  die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12),  mitbin  auch  die  Perpen 
dikel  »und  p',  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des 

•i  ^ 
Anfangspunktes  liegen,  jenachdem  y'2  o  2pk  ist  Im  ersten  Falle 

ist 


=  -^7======  und  q'  =  p—p'  =   -  » 

Falle  ist: 

mithin  ist  io  voller  Allgemelobeit : 

(14)  «'  = 

Hieraus  findet  man  den  Abstand  q  der  parallelen  Tangenten  (8) 
und  (IS)/  wenn  man  A  =  A  setzt:  .j 

(,5)  »= v^+p' 

Betrachtet  man  jetzt  £  als  eine  veränderliche  Grösse  und  lä^st 
dieselbe  nach  und  nach  alle  Werthe  von  0  bis  h  annehmen,  so 
werden  . die  stetig  aufeinanderfolgenden  Tangenten  (12),  welche 
den  verschiedenen  Parabeln  (10)  entsprechen,  das  parabolische 
Segment  in  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Streifen- zerlegen  von 
der  Breite  (ty.    Oer  Inhalt  eines  selchen  Streifens  ist  Jas  Diffe 


renzial  des  Inhaltes  des  Segmentes.  Bezeichnen  wir  dieses  letz- 
tere  mit      und  die  Länge  der  Sehne  In  mit  R,  so  ist  offenbar 

dF=R.dq'f 


und  wenn  man  zwischen  den  Grenzen'  0'  und  q  integrirt: 


(16)  F=/  R.dq' 


9 


•     .1  ': 

Nun  ist  bekanntlich: 


Ä  =  V(/,-n,)*  +  (^-iiy)», 
oder,  weil  aus  den  Gleichungen  (13) 

* 

folgt : 

(/,-n,)»+  =  8ty(l  +  £)  =  fyk.£^£.  * 

ferner  gibt  die  Gleichung  (14) : 


Werden  diese  Wertbe  von  R  und  dq'  in  das  Integral  (16)  ;sub- 
sMtuirt  und  die  Integrationsgrenzen  Ö  und  q  in  jene  0  und  h  ver- 
wandelt, wie  es  die  Gleichung  (15)  erfordert,  so  findet  man;  ; 


(</)  >=2y * V2pA.dk,  F~V2pT*l 

o  .«   iim 

also  ist  der  FlSchenraum  F  von  der  Lage  des  Punktes  (astfi) 
unabhängig,  woraus  sich  folgender  Lehrsatz  ergibt: 

1.   Lehrsatz.  ,  -,. 

Ifaben  zwei  Parabeln  denselben  Parameter  und  auT 
derselben  Geraden  gleichliegende  Durchmesser,  8« 
schneidet  jede  an  die  innere  Parabel  gezogene  Tan- 
gen te  von  der  Süsseren  Parabel  Segmente  van  .gleichem 
Inhalt  ab  uod  der  Berührungspunkt  liegt  stets  im  Mit- 
telpunkte der  Sehne.  .. 
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2.  Um  den  Schwerpunkt  eines  solchen  parabolischen Heg* 
zu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die  ans  der  Meehanik  be- 
kannten Gleichungen: 

F.X^/Xi'dF,  F.Y=fa'dF; 

in  welchen  X,  Y  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Fliehen- 
raumes  F;  xx' ,  jene  des  Schwerpunkte»  des  Differenzials 
dF  bezeichnen.  In  dem  vorliegenden  Falle  ist  offenbar  i 

1  .i .  ' 

xt  '.dF=ix'+k) .  dF=x'.  dF+k .  2  V^A.  dk =xt.dF+Wty .  A*.  dk, 
also,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt: 

•  .i  ■ 

F.  X^af.F  +  £  VlpA*  ==*'.  F+£  V^A^r'.F+g  A .  F, 

F.  F  =  y'.F; 

mithin  ist: 

(17)  X=*'  +  5A,    F  =  y.  .  . 


Da  nach  dem  Obigen  af|  =  ar' +  A,  yt  =y*  ist,  so  Hegt  der 
Schwerpunkt  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (^t/j)  und  (atyO» 
um  \h  von  dem  letzteren  entfernt. 

LSsst  man  den  Punkt  foy,)  nach  und  nach  alle  Lagen  Säf 
der  Parabel  (2)  einnehmen',  so  beschreibt  der  corrvspondirende 
Punkt  (^Y)  die  Parabel  (1),  und  der  zugehörige  Schwerpunkt 
(XY)  beschreibt  eine  Kurve,  deren  Gleichung  aus  (17)  und 
y*=2px'  hervorgeht,  wenn  man  x*  und  y\etiminlrt  Diese  Eli- 
mination ausgeführt,  erhält  man: 

08)    "  F«  =  2p(*-!A), 

welche  Gleichung  eine  gleichliegende  Parabel  mit  demselben  Pa- 
rameter 2p  bezeichnet,  deren  Scheitel,  auf  der  positiven  Halbaxe 
der  x  liegend,  um  jh  vom  Anfangspunkte  absteht.  Diese  Kurve 
ist  demnach  als  der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte  aller 
Segmente  zu  betrachten,  welche  durch  beliebige,  an  die  innere 
Parabel  gezogene  Tapgenten  von  der  Süsseren  abgeschnitten  werden. 

3.  Das  Vorhergehende  gestattet  eine  sehr  einfache  AuflBstrng 
des  Problems:  den  Flächenhlhalt  und  Schwerpunkt  eines  8 Cg* 

»,  welches  eine  beliebige  Gerade 


und  ttes  elliptischen  Petrabototde*.  Qlß 

(19)  y=Ax+B        i  .••>'•-  i 

▼on  der  Parabel  (1)  abschneidet  Denn  betrachtet  man  diese  Ge- 
rade als  Tangente  der  Parabel  y*=2f»(ar —  A),  und  sind  x^f  yt 
die  Coordinaten  des  Berührungspunktes ,  so  dass  auch 


(20)  yt=sJxt+B 
ist,  so  muss  diese  Gerade  mit  jener  (4)  identisch  sein,  und  man  hat: 

(21)  A=£,  *  =  £(*,  _2A)f 

so  dass  ans  den  drei  Gleichungen  (20)  und  (21)  die  Unbekannten 
*\»  Vi  und  A  immer  bestimmt  werden  künneo.  Id  der  That  folgt 
aus  den  Gleichungen  (21):  t,tU} 


i1  ■  i"  • 


(22)  ^  =  2+2*,  yi  =  ^J 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (20)  substituirt,  so 
gibt  diese  die  Unbekannte  1 

folglich  sind  auch  die  Coordinaten  xt ,  yt  des  Berührungspunktes 
bekannt,  und  weil  x'z=xv—ht  ff=yx  ist,  so  findet  man  leicht: 

2A*'  s  ~  A  1  • 
und  hiermit  nach  den  Gleichungen  (d)  und  (17) : 

^     _    Wp{p-*AB)*     y.   Ap-UB  p 

.....   3^  ö^a  '.4  ;  .,, 

Zusatz.  lstA=0,  d.  h.  p±2AB,  so  wird  1 

■  ■i       •  . ,    •»      ;•!'*»  I»  »  . 

F=0,   *  =  Y=2B  =  tfi 

denn  in  diesem  Falle  bezeichnet  y  =  Ax-{-B  die  durch  den  Punkt 
<*Y)  gehende  Tangente. 

■  • 

1 

IL   Das  elliptische  Paraboioid. 

Nehm«»  wir  den  Scharrel  eines  ellrpflschen  Paraboloides  zuW 
Coorilinaien,  den  Durchmesser  desselben  am* 
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positiven  Halbaxe  der  z,  und  die  Richtungen  der  Parameter  p  and 
g  zu  A*en  der  x  nnd  y,  so  int  die  Gleichung  dieser  FtSche: 


■ 


(1)  t  =  —  +  £. 

Wird  dieses  elliptische  Paraboloid  so  fortbewegt,  das*  alle  Punkte 
desselben  Parallelen  zur  Axe  der  z  beschreiben,  bis  sein  Ast  um 
die  Länge  h  vom  Anfangspunkte  absteht,  so  wird  diese  neue  Lage 
der  Fläche  durch  die  Gleichung 

-!-•  i   I'.      4  •    r  .  •  y  •  «  '  ' i  •  ■' 

dargestellt.  Das  elliptische  Paraboloid  (2)  Hegt  dann  in  seiner 
ganzen  Ausdehnung  innerhalb  des  elliptischen  Parabbtolds  (I). 

Es  seien  ,rlt  yt,  Zf  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punk- 
tes auf  dem  elliptischen  Paraboloid  (21),  so  dass  auch 

(3)  ^i-y +^  +  * 

ist  und  die  durch  diesen  Punkt  geführte  Berührungsebene  durch 
die  Gleichung 

2y, 


w  • 

I 


(4)  —  .x\—  .y-(h-2h) 

dargestellt  wird.  Wir  haben  die  Absicht,  im  Folgenden  das  "Vo- 
lumen desjenigen  Segmentes  zu  berechnen,  welches  die  Ebene  (4) 
von  dem  äusseren  Paraboloid  (1)  abschneidet,  und  es  kommt  hier- 
bei zunächst  darauf  an,  die  Gestalt  und  Dimensionen  der  Kurve 
zu  ermitteln ,  in  welcher  eben  die  Ebene  (4)  das  elliptische  Para 
boloid  (1)  schneidet  Die  Gleichungen  dieser  Kurve  sind  offenbar 
jene  (1)  und  (4),  sobald  man  die  laufenden  Coordinaten  x,  y,  * 
auf  dieselben  Punkte  des  Raumes  bezieht.  Elimioirt  man,  aus  Urnen 
die  Coordinate  z,  so  erhält  man: 

J  +  q  -  p      +  (  l  h 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

als  Gleichung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  auf  die  Ebene 
der.jry.  Diese  bezeichnet  eine  Ellipse,  deren  Hittelpunkt  die 
Coordinaten  xt,  yt  hat, und  deren  Halbaxen  VpÄ,  V^Ä 
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Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Durchschnittslinie  im  Räume,  deren 
Gleichungen  (1)  und  (4)  sind,  eine  Ellipse  ist,  welche  den  Berüh- 
rungspunkt {xtfiH)  tum  Mittelpunkte  hat. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  (^yV)  des  äusseren  Paraboloi- 
des  (1),  für  welchen  also  die  Gleichung 

m  ^=7  +  7 

gilt,  eine  tangirende  Ebene,  so  ist  die  bekannte  Gleichung  derselben: 

(7)  z  =  y.x  +  -*-.y—*', 

und  diese  wird  zur  tangirenden  Ebene  (4)  parallel  sein,  wenn 

(8)  x*  =  xl9  y  =  3f!,   *'  =  h-A 

ist,  wodurch  also  der  Punkt  {x^t1)  in  Hinsicht  auf  den  Punkt 
(*\9\H)  vollkommen  bestimmt  ist.  Das  zwischen  diesen  beiden 
Ebenen  enthaltene  paraboloidische  Segment  ist  dasjenige,  d< 
Volumen  bestimmt 


Wird  iu  dem  Abstände  k  <  k  vom  Anfangspunkt  ein  drittes 
elliptisches  Paraboloid  beschrieben,  welches  mit  den  beiden  erste- 
ren  (1)  und  (2)  seinen  Durchmesser  auf  der  positiven  Halbaxe  der 
t  und  dieselben  gleichliegenden  Parameter  p  und  q  hat ,  so  ist 


(9)  *  = 


die  Gleichung  der  Fläche,  und  eine  durch  den  Punkt  (xi'yfc'siQ 
gelegte  Berührungsebene 


(10)  x=z^,x^,y^W^U) 
wird  mit  der  Ebene  (7)  parallel  sein,  wenn 

ist,  so  dass  man  in  diesem  Falle  statt  (10)  hat: 

(11)  *  =  y.*+f  .*-<*'-*). 

Diese  Ebene  wird  das  elliptische  Paraboloid  (1)  in  einer  Ellipse 
schneiden,  welche  den  Berührungspunkt  (*l'jri/*iO  2un*  Mittelpunkt 
und  deren  Projection  auf  die  Ebene  der  xy  die  Haibaxen  Vpk, 
V~p  hat.   Der  Flächenraum  der  ProjecÜons- Ellipse  ist  Vpq.kn, 
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und  wenn  wir  den  Neigungswinkel  der  parallelen  Ebenen  (7)  und 

(II)  zur  Ebene  der  xy  mit  y  bezeichnen,  so  ist  — ^os^  **** 
Flächeninhalt  der  Durchschnitts -Ellipse. 

Fällen  wir  vom  Anfangspunkte  aus  auf  die  Berührungsebeno 
(7)  ein  Perpendikel  und  bezeichnen  die  Länge  desselben  mit  p 
und  den  Winkel  mit  der  positiven  Halbaxe  der  x  mit  /,  ferner 
die  analogen  Stöcke  für  die  ßeriihrungsebene  (11)  mit  p'  und  ff9 
so  ist  bekanntlich: 

jp_         (  p' 
cöäy'""""1'*    cösy"  =  ~(*~k)- 

Aua  der  Gleichung  (7)  ist  ersichtlich,  dass  die  durch  dieselbe 
dargestellte  Berührungsebene  stets  die  negative  Halbaxe  der  s 
schneidet,  mithin  ist  y'  =  lH0°  —  y.  Die  Beröhrungsebene  (11) 
achneidet  die  negative  oder  positive  Halbaxe  der  z,  jenachdem 
—  (x'—ä-)  negativ  oder  positiv  ist,  d.h.  jenachdem  x'  >  A  oder 
z'<k.  Im  ersteren  Falle  ist  auch  y"=180°— y  und  die  Perpen- 
dikel p  und  p'  liegen  beide  auf  derselben  Seite  des  Aoiangspunk- 
tes.  Im  zweiten  Falle  ist  y"=y  und  die  Perpendikel  p,  p'  liegen 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Anfangspunktes.  Bezeichnen 
wir  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  (7)  und  (II)  mit  q',  10 
hat  man  nach  dem  Obigen,  wenn  z'>£  ist: 

■  • 

cösy     2  '    cosy  ~X 

mithin 

V  =  — —  V  und  tf=p— p'  =  ^; 


wenn  x'  <  k  ist : 


cosy      '  cosy 


mithin 


jfc  — x'  £p 
P'  =  — —  P  und  o'=p+p'  =  ^ 


Es  ist  also  in  voller  Allgemeinheit: 
(12)  f  =  * 


Hieraus  findet  man  den  Abstand  9  der  parallelen  Ebenen  (7)  und 
(11),  wenn  man  &  =  A  setzt: 
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(13)  9  =  7' 

Betrachten  wir  nun  k  als  eine  variable  Grosse,  welche  successive 
alle  Werthe  von  0  bis  h  annimmt,  so  werden  die  den  stetig  auf- 
einanderfolgenden Paraboloiden  (9)  entsprechenden  parallelen  Be- 
reit rangsebenen  (11)  das  zwischen  den  Ebenen  (4)  und  (7)  ent- 
haltene paraboloidische  Segment  in  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  dq'.  Der  Inhalt  dV  einer 
solchen  Schichte  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  V  des  Segmen- 

tes»     4^ 8  ist  SOOÜC^l  h 

cosy       7  cosy  J  * 

o  « 

nun  folgt  aus  der  Gleichung  (12): 

d<t  =  V-,dk, 

■ 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  dg'  substituirt  und  der  Gleichung 
(13)  entsprechend  in  Bezug  auf  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  A 
integrirt: 

oder  weil         =  ist: 
cosy 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  das  Volumen  V  von  den  Coordinaten 
xx ,  glt  tx  des  Berührungspunktes  unabhängig,  mitbin  filr  alle 
Punkte  des  Paraboloides  (2)  constant  ist. 

Es  gilt  daher  folgender 


2.  Lehrsatz. 

Haben  zwei  gleichliegende  elliptische  Paraboloide 
dieselben  Parameter,  so  schoeidet  jede  an  das  innere 
Paraboloid  geführte  Berührungsebene  von  dem  äus- 
seres Paraboioid  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab, 
und  der  Berührungspunkt  liegt  stets  im  Mittelpunkte 
der  Durchschnitts- Ellipse. 

2)  Bezeichnen  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  des  Schwerptiok- 

16* 
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tes  de«  Votomeus  V  und  xx't  yx't  *i'  jene  des  Schwerpunktes 
des  Differenzials  dV,  so  ist  aligemein: 

V.X=fxx'dVt    V.r=fyx'dV,  V.Zzzf^'dF; 

wobei  die  Integration  auf  das  ganze  Volumen  V  auszudehnen  ist. 
Weil  der  Schwerpunkt  der  Ellipse  in  ihrem  Mittelpunkte  (xj'^'zjO 
liegt  und  nach  dem  Obigen  a,1'  =  ar',  =  i|'=:z'  +  &  ist,  so 
hat  man  für  den  besonderen  Fall  unseres  paraboloidischen  Seg- 
mentes : 

xx'd V=  nVpq .  x'kdk,    yx'd F= «Vj^ .ykdk, 

mithin,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt,  die 
Resultate  beziehungsweise  gleich  V.X,  V.Yy  V  .Z  setzt»  wo- 
bei V  aus  der  Gleichung  (4)  zu  nehmen  ist,  und  dann  abkürzt, 
was  sich  abkürzen  iSsst: 

(14)   X=x'=xl,    V=y'=yx,    Z=zz'  +  ih=zzx —\h; 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  der  Schwerpunkt  ebenso  leicht  durch 
Construction,  wie  durch  Rechnung  gefunden  werden  kann. 

Laset  man  den  Punkt  (xxyxzx)  »ach  und  nach  alle  Lagen  auf 
dem  Paraboloid 

(2)  ,=  -  +  ^  +  * 

annehmen,  so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  {x'y'x')  das 
elliptische  Paraboloid  (1);  der  Schwerpunkt  (AFZ),  welcher  nach 
dem  Obigen  in  der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  liegt, 
beschreibt  eine  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  erhalten  wird, 
wenn  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (14)  x1 ,  y' t  z*  eliminirt. 
Die  Ausführung  dieses  Geschäftes  gibt  die  Gleichung: 

(16)  z=i  +  i-+;*( 

welche  ein  gleichliegendes  elliptisches  Paraboloid  bezeichnet,  mit 
denselben  Parametern  p  und  g  wie  die  gegebenen  Flächen  (1) 
und  (2),  dessen  Scheitel  auf  der  Axe  der  x  liegt  und  um  *A  vom 
Anfangspunkte  abstellt.  Diese  Flüche  ist  sonach  der  geometri- 
sche Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  durch  be- 
liebige Berührungsebenen  des  inneren  Paraboloides  (2)  Ton  dem 
äusseren  (1)  abgeschnitten  werden. 

3)  Wir  wollen  schliesslich  das  Obige  noch  anwenden,  um 
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and  Schwerpunkt  eine«  Segmentes  zu  bestimmen,  wel- 
ches irgend  eine  gegebene  Ebene 

(16)  z=Ax  +  Bti+C 

■ 

▼on  dem  elliptischen  Paraboloid 
abschneidet. 

Betrachtet  man  die  gegebene  Ebene  als  Berühre ngsebene 
eines  elliptischen  Parabnloides,  wie 

j/b  mit 

(2)  z=-+!L+h, 

wobei  h  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  ist,  und  sind  X\,y\,  t\ 
die  Coordinaten  des  Berührungspunktes,  so  dass  auch 

(17)  x,  =  Äxx  +  Byx  +  C 

ist,  so  nioss  die  Ebene  (16)  mit  jener  (4)  identisch  sein,  woraus 
folgt: 


oder 


P  9 


xx  =  \Ap,  yxTzz\Bqt  zt=2Ä—  C\ 


welche  Werthe  von  xXt  yx,  ix  auch  der  Gleichung  (17)  genügen 
müssen.  Die  Substitution  gibt  alsdann  mit  Leichtigkeit  den 
Werth  von 

(18)  h  =  \(A*p  +  ß*g  +  4C) , 
mithin  ist  nach  (J),  (14): 

(19)  F=  y>,«  Vyg(A*p  +  B*g  +  4C)«» 

(20)  A=Mp,    F  =  iÄy,   Z  =  M#P  +  B*1)  +  IC, 
womit  also  der  beabsichtigte  Zweck  vollkommen  erreicht  ist. 

Zusatz.  Ist  A  =  0,  d.h.  C=  —  i(4*p  +  ^*^)#  80  wir^  d,e 
gegebene  Ebene  (16)  das  Paraboloid  (1)  berühren,  und  man  hat 
F=0,  A=*',  Fsrj/,  Z=i',  »dem  der  Punkt  (*'yV) 
eigener  Schwerpunkt  ist. 
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III.   Die  Ellipse  und  die  Parabel. 

■ 

In  der  Abhandlung:   „Ueber  die  Segmente  der  Ellipse 
Hyperbel,  de»  EHipsoides  und  des  zweiteiligen  Hyperboloides" 
(s.  Archiv.  Tbl.  XXVIII.  p.  52.)  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Seg 
raente  der  durch  die  Gleichung 


(1) 


x2      V2  , 


dargestellten  Ellipse,  welche  durch  beliebige  an  die  Ellipse 

(2)  ^  + 

gezogene  Tangenten  abgeschnitten  werden,  einen  Constanten  Flfi- 
cbenraum  haben,  dessen  Grösse  F  durch  folgende  Gleichung  be- 
stimmt wird: 

1     VA*—  I 

(3)  F=a6.lArcCosJ-— Ä. -}, 

und  wobei  nur  die  Bedingung  obwaltet,  dass  h  nicht  kleiner  als 
die  Einheit  sei.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  in  denjenigen 
Scheitel  der  Ellipse  (1),  dessen  Coordinaten  —  a  und  0  sind,  und 
lässt  die  Coordinatenaxen  ihre  alten  Richtungen  beibehalten,  so 
werden  die  Ellipsen  (I)  und  (2),  auf  das  neue  System  bezogeo, 
durch  die  Gleichungen 

und 

(5)  -^-  +  gä  =  £» 

dargestellt,  für  welche  immerfort  die  Gleichung  (3)  ihre  Giltigkeit 
hat.   Setzt  man  nun 

.  a       h— 1 

(6)  A|  =  o — =  «  — 35—  » 

(7)  *-=P. 

wobei  also  A,  der  Abstand  der  gleichliegenden  Scheitel  der  iwei 
gegebenen  Ellipsen,  p  die  dritte  stetige  Proportionale  zwischen 
a  und  6  ist,  fahrt  in  den  Gleichungen  (4),'  (5)  und  (3)  statt 
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6  und  A  die  Constanten  p  und  At  ein,  nnd  löget  die  beiden  ersten 
Gleichungen  in  Bezug  auf  y2  auf,  so  ergibt  sich  nach  einer  leich- 
ten Rechnung  beziehungsweise: 


(8)  y*=z*px 


(9)  ,«  =  Ipx -ph,  (2  -  ^)  . 

(10)  *-=  2  5-4  

Wenn  man  jetzt  bedenkt,  dass  die  Gleichungen  (I),  (2)  und  (3), 
von  welchen  wir  ausgegangen  sind,  fSr  beliebige  Werthe  von  «,  6 
und  //  ihre  Giltigkeit  haben,  wofern  nur  h  nicht  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  so  kann  man  behaupten,  dass  auch  die  Gleichungen 
($)»  (9)  nnd  (10)  für  beliebige  Werthe  von  a,  p  und  At  gelten» 
wenn  nur  At,  der  Gleichung  (6)  entsprechend,  nicht  kleiner  als 
Null  ist.  Lässt  man  also  a  und  6  sich  dem  Unendlichen  und  h 
der  Einheit  dergestalt  nahern,  dass  kt  und  p  bestimmte  constante 
Grössen  bleiben,  was  laut  der  Beziehungsgleichungen  (6)  und  (7) 
immer  möglich  ist,  so  erhält  man  als  Grenzen  statt  der  Ellipsen 
(8)  nnd  (9)  die  durch  die  Gleichungen 

(11)  y*  =  *P*. 

(12)  y*  =  2p{x-hx) 

dargestellten  Parabeln,  und  F  bezeichnet  den  Flächenraum,  wel- 
chen irgend  eine  Tangente  der  Parabel  (12)  von  jener  (11)  ab- 
schneidet.   Dieser  Flächenraum  erscheint  aber  für  a  =  ao  unter 

der  unbestimmten  Form  q,  und  muss  sein  bestimmter  Werth  erst 

nach  den  Vorschriften  der  Oifferenzialrechnuog  ermittelt  werden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  den  Zähler  von  F  gleich  Z,  den  Nen- 
ner gleich  iV,  und  ^—-^-  =  ht  so  wird  für  a  =  oo: 

dZ   

_  Z  da  „  A  r  l  *fh*-l  dZ  dZ  dh. 
Fz=N=dN>    Z  =  ArcCos5  -jj--  ,  de^dhda' 

Zo- 
es ist  aber 
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VÄ*Zj     dh  A,  hxh\ 


also 

dZ 
da- 

und 


mitbin  fttr  a=  o»: 
oder  weil 

a(,_^=a„_^V<*L^=(2_*)A, 

ist,  für  a  =  oo: 

F=  JA,  V/»  •  ^(2  —  ~)A,  =  JA,  Vp .  , 

(13)  F  =  1V^V- 

Aue  der  Uebereioetimmang  der  Gleichungen  (11),  (12)  und  (13) 
mit  jenen  (1),  (2)  und  (A)  des  I.  Artikels  dieses  Aufsatzes  er- 
sieht man  schon,  dass  der  obige  erste  Lehrsatz  in  dem  a.a.O. 
für  die  Ellipse  gegebenen  gewissermassen  als  besonderer  Fall 
enthalten  ist,  sobald  man  die  Parabel  als  Species  der  Ellipsen 
betrachtet. 

■ 

IV.   Das  Ellipsoid  und  das  elliptische  Paraboloid. 

In  der  am  Eingange  des  vorigen  Artikels  citirten  Abhandlung 
wurde  auch  gezeigt,  dass  die  Segmente  eines  durch  die  Gleichung 

<'>  «5+|i  +  ?  =  l 


1 


I 
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repräsentirten  Ellipsoides  einen  constanten  Inhalt  haben,  wenn  die 
schneidende  Ebene  eine  Berührungsebene  des  Ellipsoides 

und  h  kleiner  als  die  Einheit  ist,  und  swar  wird  da« 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 


(3) 


Wenn  man  den  Anfangspunkt  in  denjenigen  Punkt  des  Ellipsoi- 
des (1)  verlegt,  in  welchem  dasselbe  von  der  negativen  Hatbaxe 
der  z  geschnitten  wird,  und  die  Richtungen  der  Coordinatenazen 
unverändert  beibehält,  so  werden  die  Ellipsoide  (1)  und  (2)  nun- 
mehr durch  die  Gleichungen 

(4)  5  +  £+(-^=i. 

dargestellt  Ist  nun  Aj  der  Abstand  des  neuen  Anfangspunktes 
von  demjenigen  Durchschnitt  der  positiven  Halbaxe  der  z  mit  dem 
Ellipsoid  (2),  welcher  ihm  am  nächsten  liegt,  mit  andern  Worten, 

dir  Unterschied  der  Halbaxen  c  und  £  der  Ellipsoide  (1)  und  (2); 

ist  ferner  ip  die  dritte  stetige  Proportionale  von  e  und  a,  ig  jene 
▼ob  e  und  b,  so  hat  man  offenbar: 

^  ,  C         Ä  — 1 

(6)  =c — j=c— jj— , 

• 

e» 

(7)  7  =  4p. 

(8)  7  =  10- 

Wr erden  jetzt  die  Constanten  ht,  p,  q  statt  jener  h,  a,  b  in  die 
Gleichungen  (4),  (5)  und  (3)  eingeführt,  so  findet  man  mit  Leich- 
tigkeit beziehungsweise: 

**    eÄ  z 
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v2  A.  :* 

(10)  '  =  ^+Ml-£)-£. 

(H)     .  F=}V^V(1-^)- 

• 

Da  nun  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  für  beliebige  Werlbe 
▼on  a,  b,  c  und  ä  gelten,  sobald  nur  A  ntcbt  kleiner  als  I  ist, 
so  wird  sogleich  ersichtlich,  dass  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten 
Gleichungen  (9),  (10)  und  (11)  filr  beliebige  Werthe  von  pt  y,  c 
und  At  Geltung  haben,  wenn  nor  Aj  grosser  als  Null  ist,  wie  die 
Gleichung  (6)  erfordert.  Wenn  sich  daher  a,  b,  c  dem  Unend- 
lichen und  A  der  Einheit  dergestalt  nahern,  dass  Aj ,  p,  q  stets 
endliche  Grössen  bleiben,  was  nach  den  Beziehungsgleichungeii 
(6),  (7)  und  (8)  immer  möglich  ist,  so  erhalt  man  aus  (9),  (10) 
und  (11)  für  die  Grenzen  folgende  zusammengehörige  Gleichungen: 

(13)  *=p+7  +  Ai> 

Da  diese  Gleichungen  mit  jenen  (1),  (*2)  und  (J)  des  zweiten 
Artikels  übereinstimmen,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  in  der 
citirten  Abhandlung  für  das  Ellipsoid  aufgeführte  Lehrsatz  obigen 
xweiten  Lehrsatz  involvirt,  sobald  man  das  elliptische  Paraboloid 
als  eine  Species  der  Ellipsoide  betrachtet 
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< 


■V. 

9 

Die  Lehre  vom  Wurfe. 
(Ein  Kapitel  ans  der  mathematischen  Physik.) 

Von 

Herrn  Director  Dr.  Brenne  ehe 
an  der  Realschule  an  Posen. 


Es  bezeichne  A  einen  Punkt  im  Horizonte,  von  welchem  eine 
Kugel  unter  dem  Winkel  a  abgeschossen  wird,  so  wird,  wenn 
man  von  der  Anziehungskraft  der  Erde  absieht,  die  Kugel  sich  in 
der  Richtung  der  geraden  Linie  AD  mit  einer  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit bewegen ,  d.  h.  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume 
zurücklegen.  Von  dem  Luftwiderstande  wollen  wir  in  der  folgen- 
den Behandlung  ganz  absehen.  Die  mitgetheilte  einmalige  Ge- 
schwindigkeit wollen  wir  durch'c  bezeichnen,  d.  h.  annehmen,  dass 
die  geschossene  Kugel ,  wenn  keine  Einwirkung  der  Anziehungs- 
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kraft  der  Erde  erfolgte,  in  jeder  Secunde  cFum  durchflöge.  Wir 
können  alsdann  den  in  t  Secunden  durchlaufenen  Weg  der  Kogel 
mit  et  bezeichnen: 

I)   AB  =  e.t 

Während  auf  der  einen  Seite  durch  das  Beharrungsvermögen 
die  Kugel  die  Richtung  AB  beibehält,  wird  ihr  durch  die  Schwere 
in  jedem  Momente  ein  senkrechter  Impuls  mitgetheilt,  der  sie  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  zieht.  Die  Kugel  wird  daher  in  jedem 
Momente  ihrer  Bahn  fallen,  und  ihr  Weg  wird  nicht  durch  die 
gerade  Linie  AB,  sondern  durch  die  Curve  AE  dargestellt  wer- 
den. Nach  Verlauf  von  t  Secunden  wird  daher  die  Kugel  einer- 
seits in  B  angekommen  sein,  andererseits  g(*  Fuss  nach  den 
Gesetzen  des  freien  Falles  gefallen  sein,  wo  unter  g  der  Fallraum 
in  der  ersten  Secunde  im  luftleeren  Räume  verstanden  wird,  also 
ungefähr  152  preuss.  Fuss: 

2)   BE  =  gt*. 

Es  ist  nun  möglich,  nach  t  Secunden  die  Weite  AF  und  die  Hohe 
EF  der  abgeschossenen  Kugel  zu  bestimmen : 

3)  AF=ct.cosa, 

4)   £JF=cf.sina  —  g(*. 

Es  ist  nun  leicht,  die  Zeitdauer  des  ganzen  Wurfes  zu  berech- 
nen. Man  hat  dazu  nur  nöthig,  zu  untersuchen,  für  welchen  Werth 
von  t  die  Höhe  EF  =  0  wird.   Zunächst  geschieht  dies  fär  *=0, 

und  dann  für  c.sina  —  gt=0;  man  erhält  dadurch: 

■ 

5)  Zeitdauer  des  Wurfes  =  c'*ln?  • 

9 

Die  Zeitdauer  des  Wurfes  ist  daher  ein  Maximum  für  o=90°, 
d.  h.  beim  seokrechten  Wurfe.  Setze  ich  den  Werth  von  5)  in  3) 
ein ,  so  erhalte  ich : 

6)  Weite  des  Wurfes  =**  ^p2a. 

Die  Weite  ist  daher  ein  Maximum  für  «=45°,  und  beträgt  dann  ^ 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Hohe  des  Wurfes  zu  bestimmen. 
Dafür  muss  man  sehen,  för  welchen  Werth  von  t  der  Ausdruck 
för  EF  in  4)  ein  Maximum  wird.  Wir  werden  uutersueben,  was 
daraus  wird  für  die  drei  benachbarten  Werthe  t—r,  (,  f  +  r,  wo 
v  sehr  klein  angenommen  werden  soll. 
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Zeit  *-t  ist  =e*.»««-^-»(c.»lii«~2^)-^» 
I       „  =ct.a\na-~ gP, 
»  <  +  t  z=et.9U>u-gP+T(e.s\na-2g()-ffr* 


Es  erhellt,  da 88  der  mittlere  Werth  grosser  ist  als  der  vor- 
hergehende und  nachfolgende,  wenn  c.sina — fyi=0,  d.h.  für 

(s^,  oder  nach  5)  ffir  die  halbe  Zeitdauer  des  Wurfes 
Setzen  wir  diesen  Werth  für  t  in  4)  ein,  so  erhalten  wir: 


Ä  _         ,      c.sina       c^sin1«     ,  c*sin*a 
OP  =  c.sina.-^  9  Hg— 

c"2.sin2a 

Dieses  ist  ein  Maximum  für  «=90».  d.h.  beim  senkrechten  Wurfe. 

c* 

wo  wir  als  grösste  Höhe  erhalten  ^*    Vergleichen  wir  diesen 

Werth  mit  6),  so  erhellt,  dass  man  im  günstigsten  Falle  nur  halb 
so  hoch  schiessen  kann  als  weit 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Richtung  des  Wurfes  nach 
der  Zeit  t  zu  bestimmen,  welche  Richtung  in  der  obigen  Figur 
durch  die  Linie  EJ,  Tangente  an  die  Curve  in  E,  angedeutet 
worden  ist.  Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  eine  Parallele  EG 
mit  dem  Horizonte,  so  tat  der  j£JEG,  den  wir  durch  6  bezeich- 
nen wollen,  der  gesuchte.  Sind  nun  E  und  M  zwei  benachbarte 
Punkte  der  Curve,  so  wird  die  Tangente  in  E  mit  dem  Bogen 
EM  (einem  Elemente  der  Curve)  zusammenfallen.  Fällen  wir  fer- 
ner von  M  ein  Loth  auf  den  Horizont  und  bezeichnen  seinen 
Durchscbuittspuokt  mit  EG,  welches  parallel  mit  dem  Horizonte 
sein  soll,  mit  N,  so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ENM, 
indem  wir  das  Element  EM  der  Curve  als  eine  gerade  Linie,  als 

TiM 

die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks,  ansehen  können.  Es  ist  ^y^tgd. 

wo  EN=h  der  Zuwachs  der  Weite  des  Wurfes  für  die  Zelt  t 
ist  und  NM  =  A  der  Zuwachs  der  Höbe  sein  soll.    Wir  können 

daher  auch  sagen  tgÖ  =  j.    Es  handelt  sich  jetzt  darum,  Aund  Ar 

als  Functionen  voo  t  darzustellen.  Aus  3)  ergiebt  sich  A=«.  cos  a, 
aus  A)  A=cT8ina— fylv— g*: 

■ 

h  —  CX.  COS  Ct , 

k  =  ct.  sin  a — %gtr — gi*. 


1 
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Dividiren  wir  nun  k  durch  h  und  setzen  nachher  Grenze  von 
v  =  0,  so  erhatten  wir: 

Betrachten  wir  den  fiir  0  in  9)  erhaltenen  Werth ,  so  Goden  wir 
zunächst,  das«,  för  <  =  0,  tgö  =  tgo;  dass  dann  der  Z.6  abnimmt, 

bis  tgct—  =0  wird,  d.  b.  fiir  <=C'*ll>a,  d.  b.  nach  5)  für 

e.cosa  z// 

die  halbe  Zeitdauer  des  Wurfes,  oder:  Wenn  die  Kugel  auf  ihrer 
höchsten  Höhe  angekommen  ist,  fliegt  sie  einen  Augenblick  paral- 
lel mit  dem  Horizont.  Nachdem  die  Kngel  ihren  Culminationspunkt 
passirt  hat,  wird  tgÖ  negativ,  d.  h.  der  Winkel  6  wird  negativ, 
oder  die  Richtung  wird  entgegengesetzt  der  ursprünglichen  AB. 
Nach  Verlauf  der  ganzen  Zeitdauer,  in  dem  Augenblicke,  wo  die 

Kugel  den  Horizont  wieder  erreicht,  fiir  t  =  -1— ^  nach 8),  erhal- 
ten wir  tgö=— tgc 

Es  kann  ferner  nach  der  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach 
Verlauf  irgend  welcher  Zeit  gefragt  werden.  Dazu  müssen  wir 
folgende  Betrachtung  anstellen.  Die  Geschwindigkeit  ist  derjenige 
Quotient,  welchen  man  erhalt,  wenn  man  den  Weg  durch  die  Zeit 
dividirt.  Wir  erhalten  also  die  Geschwindigkeit  der  geworfenen 
Kugel'in  £,  d.  h.  nach  Verlauf  von  t  Secunden,  wenn  wir  KM  durch 
t  dividiren,  wo  wir  die  Grenze  von  x  gleich  Null  nehmen. 

EM  =  VÄ^T^  =  T.Vcacos»«  +  (c.8ina--2^--inr)a. 
Es  ergiebt  sich  daher: 

10)  Geschwind,  nach  Verlauf  von  t  See.  =\f  c*.cos*a-f  (c.sina— 2gij*, 

von  t=0. 


Dieser  Aosdruck  ist  ein  Maximum  für  1  =  0  und  <=£^La,  den 

letzten  möglichen  Ausdruck  für  t,  d.  h.  am  Anfange  und  am  Ende 
des  Wurfes,  wo  wir  alsdann  die  Geschwindigkeit  e  erhalten. 
Dagegen  ist  der  Ausdruck  ein  Minimum  für  c.sina —  2p*  =  0, 

• 

d.  b.  für    oder  nach  5)  in  der  Mitte  des  Wurfes,  wenn 

9 

die  Kugel  auf  ihrem  höchsten  Punkte  angekommen  ist.  In  dem 
höchsten  Punkte  hat  jeder  geworfene  Korper  die  Geschwindigkeit 
c.  cos  er.  Bei  dem  senkrechten  Schusse  also  giebt  es  einen  Au- 
genblick, wo  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  Null  ist. 
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Der  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  hat  noch 
die  praktische  Bedeutung,  dass  er  uns  in  jedem  Augenblicke  die 
Kraft  des  Schusses  angiebt,  z.  ß.  anzeigt,  dass  die  Kugel  beim 
senkrechten  Schusse  auf  ihrem  höchsten  Punkte  todt  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  frage  zu  beantworten  über  die 
Beschaffenheit  der  Curve,  welche  die  Kugel  beschreibt  Zu  die- 
sem Zwecke  denke  ich  mir  den  Anfangspunkt  des  senkrechten 
(Koordinaten systems  in  den  höchsten  Puokt  O  gelegt  und  nehme 
als  Abscissenaxe  an  das  auf  den  Horizont  gefällte  Lotb  OP.  Die 
positive  Halbaxe  der  Ordinaten  denke  ich  mir  nach  der  Seite  ge- 
richtet, wo  der  Anfangspunkt  A  des  Wurfes  liegt.  Ist  nun  die 
Kugel  in  £  angekommen,  so  ist  EG  =  y,  OG  =  x.  Es  handelt 
sich  darum,  zwischen  beiden  Grössen  y  und  x  eine  Gleichung 
aufzustellen. 

y  =  AP—AF. 

Es  ist  aber  AP  nach  6)  3= —  ,  dagegen  AF=ct.eo*ct,  wo- 


folgt ; 


Dagegen  ist 


...  c*.  sin  2a 

1 1>   Jf  =s   t-  Ct. Cosa. 


xz=  OP-EF, 

lm  ca.sin2a 

12)    x  = — j—  —  ct.  s\n  a  +  gt*. 


Man  kann  nun  aus  II)  t  berechnen 


c 


sin  2«         y  _c.sino 


ig.  cos        c.cosa        2g  c.cosc' 

c*.sin*a  ya  y.sina 

4^*         c*.cos*tt     ^.  cos  er' 

Setzt  man  diese  Werthe  fqr  t  and  <*  in  12)  ein,  so  erhfilt  man: 

1 

lo*  .      .         -  CÄ.C0S»O 

13)   x  =  c^coÄ*S'    °der  y  g 

Die  Curve  AEO,  welche  die  geschossene  Kugel  beschreibt,  ist 
I,  deren  Parameter,  d.  h.  der  Abstand  ihres  Brenn- 

von  der  Leitlinie,  =£^i!?  ist.     Die  Beschaffenheit 
dieser  Parabel  hängt  also  ab  von  den  drei  Werthen  gt  c,  a. 
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Jodes  Element  der  Parabel  ist 

=  ».    c*.co8  *a+(c.sina  —  tyf )  * 
(verRl.  die  EntwlckctorogTor  Nr.  IQ)  oder 


ss  f .  V  c*— 4c#  sin  «.*  +  4p*.  I*. 

Es  ist  demnach  leicht,  die  Länge  des  Weges,  welchen  die  Kugel 
beschreiht,  von  J  bis  jE  nach  Verlanf  der  Zelt  t  an  berechnen; 

14)   Bahn  = fät^  Vd'-^äBa.t  +  ^.l». 

Beim  ganzen  Wege  ist  die  obere  Greese  des  bestimmten  Inte- 

c.sino 
grals  ■ 

Nehmen  wir  das  obige  unbestimmte  Integral  mit  Weglassnng 
der  Constente,  so  Inden  wir: 

15)  fdt  V  **-4<^«.<+4irH«=?2T^.  V  +-Ug+mn*& 
+  t^p1 .  |ogt2j,t-«»™«+  * *-*€g**a.t+*gfr\ 
=  |  V^c^TR*  +  ^?log|C  +  VeW«+G»l. 

wo  G  =  %gi — esina. 

Für  den  ganzen  Weg  hat  man  als  obere  Grenze  t=c  ^pa  ttnd 
als  untere  Grenze  t  =  0  einzusetzen,  und  man  erhält: 


c* si na  .  c*cos*a  1+srin« 
16)   die  Bahnlänge  =-^-  +  "4^~-lo8r^sTno 

c*  _  .     .  cos*« .    1  -I-  sin  «1 
=  ^  [«n  « + -~2~  log  n^iBli  ]• 

Dieser  Ausdruck  wird  für  den  senkrechten  Wurf,  d.  h.  för  o=90°, 
.gleich  ^,  was  mit  7)  übereinstimmt,  d.  h.  gleich  der  grössten 
Weite  bei  45° 
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Es  ist  hier  immer  der  natürliche  Logarithmus  gemeint  für  die 
Basis  e  =  2,7182818.... 

Der  erste  Differenzialquotlent  des  Ausdrucks  für  die  Bshn  ist 

cacosar„      .  1+ sin  er. 

[2 -sin«. log  Y^^n-l 


sina' 


Setzt  man  den  in  der  Klammer  befindlichen  Aasdruck  gleich  Null, 
so  findet  man  nahezu  «  =  56°  27'  57*,  während  der  zweite  Dif- 
ferenzialquotient  dann  negativ  wird,  also  die  Hahn  selbst  ein  Maxi- 
mum.  Alsdann  erhält  man  för  die  Länge  der  Bahn  ^.  1,1996786, 

d.  h.  dieselbe  ist  in  ihrem  Maximum  um  beinahe  ein  Fünftel  län- 
ger als  die  grösste  Weite  (bei  46°).  Berechnet  man  die  Länge 
der  Bahn  Ah*  a  =  45°,  so  erhält  man  einen  viel  kleineren  Ausdruck, 
nämlich  das  l,1477937rache  der  grossten  Weite,  d.h.  die  Bahn  ist 
länger  als  der  siebente  Theit  der  Weite  des  Wurfes. 


kann   man  auch  umformen 


Den  Ausdruck  ilog  j—*"1" 


logtgi(90° -f  a),  wodurch  sich  die  Rechnungen  noch  mehr 
einfachen.   Die  Bahn  selbst  ist  dann 


c 

2~  [sina  +  cos*a.logtgJ(9O°+*0]- 

Um  das  Maximum  von  der  Länge  der  Bahn 
die  Gleichung 

1  —  sin« .  logtg(45«  +  io)  =  0 


zu  finden,  bat 


nach  a  aufzulösen. 


Thtü  XXIX. 
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V. 

Uebungsaufgahen  für  Schüler. 


Von  Herrn  Frana  Unferdinger,  Lebensversicherung« -Calculator  der 
k.  k.  p,  Alien  du  Assicuratrice  zn  TrienU 

1.  Es  sind  aus  folgenden  vier  Gleichungen  die  vier  Unbe- 
kannten »i,       ylt  yt  zu  bestimmen: 

2.  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  der  folgende  Ausdruck  A 
eine  symmetrische  Function  von  a,  b,  c  ist: 

A  =  Co,  i(b + c  -  .)  +  2  Si"  %f J  '1S'°  i(f  +  C)  ■ 

'  8in4(a+6+c) 

3.  Wenn  h  und  F  constante  Grossen  bezeichnen,  Jfc=e* 
ist  und  n  als  Function  von  £  betrachtet  wird,  so  soll  aus  folgen- 
der Gleichung  ^|  durch  Differentiation  bestimmt  werden: 

Resultat: 


rf|  -  Ä  +  l  kk  g '  2Ai?- V  (2*ii)»  —  A1  W  +  *  j* ' 
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iM  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Bemerkungen  zur  analytischen  Geometrie 

Von  dein  Herausgeber. 

Besonders  bequem  fär  viele  Untersuchungen  ißt  der  folgende 
Ausdruck  der  Bedinguogsgleichung,  dass  drei  gerade  Linien  sich 
in  einem  Punkte  schneiden. 

Die  drei  geraden  Linien  seien  bestimmt  durch  die  Punkte: 

(*y),  (*'**);  <*V).  (A^n;  (*V).  (AT*); 

so  sind  ihre  Gleichungen : 

V—u* 

■ 

und  wenn  nun  JT,  F  die  Coordioaten  ihres  gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkts  sind,  so  hat  man  die  drei  folgenden  Glei- 

k-»"  =  |^£  <*-*"). 


* 
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oder,  wie  mau  hieraus  leicht  findet: 

(J'~arOK-(F-.y')-¥  =  y(J¥'-^)-a:'(r-yO. 
{X"—x")  Y—  (  Y»-y") X=ya(XH-x")-x»(  F"-y). 
(Xm-x'n)  Y—(YM  -y")  X=ya,(Xtu-xw)-x»(  Ym—ym). 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

-  **)  (Y"-<f)-(Y'  -y')  (A*  -*") 

und  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  erhalten  wir  die  gesuchte 
Bedingungsgleichung : 

0={y'(X'-*0-*/(  Y'-y')  \  { (A*-*")<  Ym-yuf)~{  Yu—y't)(Xm—xm) } 
-f  F'-^) }  { {X»-x»){  Y'-tf)-(  Y«-f){X'-x») } 

+  \y»(Xm-xH,)-x»(  Y^-y»))  {(A'-x'X  F"-y)-(  F'-y'XA"-**)}, 

oder: 

Ym-y")(  Y'-y%X"-x'^+(tfn-y,){Xm-xm)(X,-x')(  ¥"-y"), 
oder  auch: 

0=   (x1  T  —y'X')  { ( X"  -     ( F"-/')  -  ( Y»  -  y)  (Xm—xm)  \ 

+  (x-" Y"—yf"Xm)  \ (X*  -  x'){  F"-jf  )-<  F'-y') 
Setzt  man  z.  B. 

A*=tf**+*'),    F"  =  Uy" 

so  zeigen  sich  die  obigen  Gleichungen  identisch  erfüllt,  woraus 
der  bekannte  Satz  vom  ebenen  Dreieck  folgt,  dass  die  drei  Gera- 
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Mlscelien. 

■ 

den,  welche  die  Spitzen  des  Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  verbinden,  »ich  immer  in  einem  Punkte  schneiden. 

Liegen  die  drei  Punkte 

{X'Y')y   (^»P),  {X~Ym) 
respective  auf  den,  den  Punkten 

(*y),  (*y),  (*V) 

gegenüberliegenden  Seiten  des  durch  die  drei  letzteren  Punkte 
bestimmten  Dreiecks,  so  ist: 


Y'»-y<=^£„(Xm  -r) 

oder: 

*"  -  y " + (y"  -  f) = ^E*?  i         + (*" -xm)\, 

woraus,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

=  (*y-y^)+(^v-y1'0+(arV-y,ff*/) 

setzt,  sogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen  erhalten  werden: 

(xn  -  x")  ( Y'  -  y')  -  (y«  -  y M)  ( X'  -  x1)  =  4 , 
(x*  -  x')  ( Y" -y")  -  (y"-yf)  (X"-x")  =  J. 
(xt-x»)(Ym-ym)-{y'-y")(X'"-xm)  =  ^; 

die  sich  durch  ihre  symmetrische  Form  gleichfalls  tiir  manche 
Untersuchungen  empfehlen. 


■ 
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au«  einem  Briefe  de«  Horm  Franz  Unferdioger  tu  Triebt 
an  den  Heranigeber. 

lo  letzterer  Zeit  beschäftigte  ich  mich  mit  der  Untersuchung 
des  sphärischen  Dreieckes  in  Bezug  auf  die  Radien  seiner  ein- 
geschriebenen und  umschriebenen  Kreise,  und  bin  dabei  zu  einer 
ziemlichen  Anzahl  interessanter  Relationen  gelangt,  von  welchen 
ich  Ihnen  einige  hier  mitzutheilen  mir  erlaube,  in  der  Absicht, 
Ihnen  später  darüber  ausführlich  zu  berichten.  —  Bezeichnet  man 
die  Radien  der  vier  BeKibrungskreise  mit  q,  fe,  f>3,  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r  und  mit  rg,  ra,  rs  die 
Radien  der  den  drei  Nebendreiecken  umschriebenen  Kreise,  so  ist 

tg?~Sioi(«  +  o+c)'         ~  Sin  l(Hc-o)'    ge*  "Sintfa+c-*)' 

u.  s.  vv. , 

2SiniaSinl6Sinjc      /  1         1       J  \\ 

»x  Mg*.  +  tg(*+tgo,  X^)' 

2SinioCosi6Cosic    ./III  1\ 

Sin«if  = 

4(JL  +  _L+-L} 


/ J_ . _L.  J  i  y  i    i    i  i  y  1  ■  1  i  1  LV 

Vtg^tg^  tgy3  tgo,y\ tgp'tgpjMgp,  tgoJ\tg<r t&oJtJto  tg(>8>/ 

tgr 

Sin*ie  =  r  r-2 — j  ,  u.  s.w., 

tgMgratgrs' 

wobei 

Bt*  «  Sin  i(a  +  6  +  c)  Sin  {(b  +  c  -  a)  Sin  \(a  +  c — 6)  Sin  *(a  -f  6  -  c) 
und  «  der  sphärische  Excess  des  Dreieckes  ist. 


De  yero  valore  coustautis,  quae  in  logarithmo  integrali  occurrit. 
AueU  D™.  Chriatiano  Fr.  Lindman,  Lect.  Strengn. 

In  supplementis  (U.  pag.  813.),  quibus  Cel»  Grunert  Lexi- 
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Klügeliannm  auxit  et  locupletayit,  duo  bojos 
(=  C)  valores  exsistunt.   Mascheroni  invenit 

C==0^77215Ü641K)J532860618112(W008239  ; 
et  Soldner 

£=0,57721506490153-28606065. 

Quoniam  decimales  horum  valorom  XX0,  XXI*,  XXII0  inter  se 
discrepant,  mihi  venit  in  m entern  quaerere,  quid  verus  valor  esset. 
Constans  illa  multis  raodis  computata  est;  quod  si  multae  deci- 
males desiderantur ,  via,  quam  secuta«  est  Eytelwein  (Grand- 
lebren II.  pag.  643. ,  044.),  facillima  videtur.  Si  igitur  in  forraula 
cognita  (Gronert,  Sappl.  I.  p.599.): 

- 

+  etc. 

1 

ponimus  <p(x)  =  -,  invenitur 

abi  est  C  constans ,  de  qua  agitur.   Posita  serie 
2jr  +  2ar2_4^  +  6xö""elC'  z' 


habebimus 


C=61, 

j-l  X  XX 


vel,  x  —  n  +  \  posita, 


*=»+l  1  1  1 


vel 


Numero  n  =  99  poaito,  inveni: 
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S    -  =  5,1773775176396202608051 176750582531 6 

+  Cy-^  ==0,00500833325000396783737732379^772 

5,18238585088962422864249499945113088 
-/100  =  4,60517018598809136803598290936872841 
C= a5772156649015328606065120i)008240247. 

r=99  1  1 

Valores  S  G  jqq  ipse  computavi  et  e  ratione,  qoa  usus  sum, 

*=99  1 

sequitur,  ut  in    Ä    -  decimales  XXXIII  veri  sint.   /100  e  tabu- 

Iis  C all eti  sumpsi.  Ne  quid  incerti  hac  io  re  nianeret,  con* 
stantem  denuo  computavi,  posito  n  =  19.   lta  inveni 

1s9  i  =  3,5477396571436819114837691 

+  6^=0,0252082813118419425579669 

3,5729479384565238540417360 

-  /20=*2,9957322735539909934352236 

C=0,5772156(a9015328606065l54, 

nbt  XXIII  decimales  certo  sunt  verae.  Sequitur,  ut  valor  a  Sold- 
ner datus  recte  8e  habeat. 


Berichtigungen. 
Theil  XXVI. 

S.  476.  Z.  2.  v.  u.  statt  ar=0  setze  man  x=  «. 
„  479.  „  5.  v.  o.    „    26ar«y    „  2A*Y 

Theil  XXVII. 

S.    6.  Z.  9.  v.  o.  statt  „major"  setze  man  „minor.*' 

n                 cCos(/l—y)                   cCo8(B— y)  —  jr 
„  296.  „  9.  v.  u.    „   —  setze  man  —  


„  296.  „  3.  v.  u.    „    l  ^  -  — *  =  0  setze 

*i  a^ 

«Cos«     .            aCosy— ar 
„  297.  „11. v.o.    .,  — — *  setze  man   — • 
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Literarischer  Bericht 

exiv. 


Theorie  and  Anwendung  der  Determinanten.  Mit 
Beziehung  auf  die  Originalquellen  dargestellt  von  Doc- 
tor  Richard  Baltzer,  Oberlehrer  am  städtischen  Gym- 
nasium su  Dresden.   Leipzig.  (Hirzel.)    1857.   hoch  4°. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CVIII.  S.  4.  haben  wir  die  schone 
Schrift  you  Francesco  Brioschi  in  der  mit  einer  Vorrede  des 
Herrn  Prof.  Schellbach  in  Berlin  versehenen  deutschen  (Jeher- 
Setzung  von  Herrn  Oberlehrer  Bertram  in  Berlin  angezeigt. 
Herr  Doctor  ßaltser  sagt  in  der  Vorrede  zu  seiner  Schrift :  „Dass 
er  den  Muth  gehabt  habe,  seine  Schrift  neben  und  nach  der 
Schrift  von  Brioschi  herauszugeben,  gründe  sich  hauptsächlich 
auf  die  Verschiedenheit  in  der  Anlage  und  Ausführung  seiner 
Arbeit.  Um  den  theoretischen  Kern  des  Gegenstandes  möglichst 
rein  herauszuschälen,  habe  er  die  Haupteigenschaften  der  Deter- 
minanten und  die  darauf  gegründeten  Algorithmen  in  synthetisch 
genau  articulirtem  Vortrage*  wie  er  den  Lehrbüchern  von  Alters 
her  eigne,  abgehandelt  und,  wo  es  nothig  schien,  durch  einfache 
Beispiele  erläutert  Es  kenne  zur  klaren  -Einsicht  in  die  Lehr- 
sätze  eines  Systems  nur  erwünscht  sein,  hei  jedem  Lehrsatze  die 
Summe  der  Prämissen,  auf  denen  er  beruht,  immer  gegenwärtig 
zu  sehen.  Dagegen  habe  er  die  Anwendungen  auf  Algebra,  Ana- 
lysis  und  Geometrie  in  einen  besonderen  Abschnitt  vereinigt,  um 
durch  grösseren  Zusammenhang  leichtere  Auffassung  und  in  den 
einzelnen  Materien  eine  gewisse  Vollständigkeit  erreichen  zu  kön- 
nen. Ueberall  aber  habe  er  mit  unablässigem  Bemühen  den  Lehr- 
sätzen und  Beweisen  möglichste  Präeision  zu  verleihen  gesucht, 
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wo  sie  derselben  noch  zu  entbehren  schienen.   Bei  Annahme  von 
Bezeichnungen  und  Benennungen  in  diesem  Gebiete  habe  er  ängst- 
liche Vorsicht  anwenden  zu  müssen  geglaubt,  weil  die  neuere 
Mathematik  ohnedies  von  manchen  Ausschweifungen  zügelloser 
Terminologie  mit  Sprachverwirrung  bedroht  werde*).  Besonders 
aber  habe  er  gewünscht,  seiner  Arbeit  dadurch  einigen  Werth  zu 
verleihen,  dass  er  so  viel  als  möglich  bis  zu  den  Originalquellen 
vorzudringen  suchte,  um  die  ersten  Erfinder  von  Methoden  und 
die  ersten  Entdecker  von  Lehrsätzen  citiren  zu  können.  Solche 
Citate  seien  nicht  nur  ein  Opfer,  welches  die  spätere  Zeit  den 
früheren  Offenbarungen  des  Genius  schulde,  sie  bilden  ein  Stück 
Geschichte  der  Wissenschaft  und  laden  zum  Studium  der  hohen 
Werke  ein,  aus  denen  die  Wissenschaft  aufgebaut  ist,  und  in 
denen  noch  immer  reiche  Schatze  ruhen.   Freilich  könne  er  nicht 
erwarten,  dass  sein  Sueben  hierbei  allemal  zum  Finden  des  Rich- 
tigen geführt  habe;   er  hoffe  aber,  dass  verlautete  Irrthümer  zu 
gelegentlicher  Aussprache  des  Richtigen  Veranlassung  geben  wür- 
den." —  Wir  haben  über  diese  so  bescheidenen  Aeusserungen 
über  eine  wahrhaft  tüchtige,  offenbar  mit  grosser  Liebe  zur  Sache 
von  ganz  selbstständigem  Standpunkte  aus  unternommene  Arbeit 
eine  grosse  Freude  gehabt,  und  stimmen  dem  Herrn  Verfasser 
im  Allgemeinen  überall  vollständig  bei,  namentlich  aber  auch  da- 
rin, dass  seine  Arbeit  neben  der  allerdings  trefflichen  Arbeit 
von   Brioscbi   aus   den  von   ihm  selbst  angegebenen  Grün- 
den sehr  wohl  bestehen  kann  und  ihren  eigentümlichen  Werth 
hat.   Will  uns  jedoch  der  Herr  Verfasser  erlauben,  uns  selbst 
noch  auszusprechen,  worin  wir  den  Hauptunterschied  zwischen 
beiden  Arbeiten  finden,  so  wollen  wir  bemerken,  dass  uns  der* 
selbe  hauptsächlich  ctarin  zu  liegen  scheint,  dass  der  Charakter 
der  Darstellungsweise  seiner  Schrift  hauptsächlich  und  .  vorherr- 
schend ein  combinatoriscb er  ist  und  schon  darin  den  deut- 
schen Mathematiker  erkennen  lässt,  dass  dagegen  der  Italie- 
nische, vorzugsweise  der  franzosischen  Darstellungsweise  sich 
zuneigende  Mathematiker  darin  sich  kund  glebt,  dass  seine  Eni- 
Wickelungen,  wenn  auch  allerdings  vielfach  combinatoriseber  Na* 
tur,  doch  auf  einem  Weit  mehr  eigentlich  analytischen  oder 
calculatorischen  Wege  zu  den  gesuchten  Resultaten  gelangen. 


*)  Eine  zelir  richtige  und  sehr  so  beherzigende  Bemerkung!  Man 
denke  nnr  z.  B.  an  die  Ohm 'sehen  babylonischen  Thurm«  in  dieser  Be- 
ziehung! an  denen  aber,  Gott  »ei  Dank,  freilich  jetzt  nicht  mehr  ge- 
baut wird,  und  die  daher  dem  vollständigen  Einstürze  zehr  nnhe  «ind. 
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Was  wir  hierait  ganz  in  der  Kürze  sagen  find  andeuten  wollen, 
wird  Jeder  wissen,  wer  den  Entwickelungsgang  der  ganzen  ana- 
lytischen  Wissenschaft  nach  den  verschiedenen  Richtungen  hin 
genau  kennt  und  sorgfältig  verfolgt  hat;  grösserer  Ausführlichkeit 
bedarf  es  hier  nicht.  Aber  eben  dieser  verschiedenartige  Charak- 
ter beider  Schriften  Ist  filr  uns  interessant  gewesen,  und  bestimmt 
uns,  nochmals  auszusprechen,  dass  wir  vollkommen  der  Meinung 
sind,  dass  beide  sehr  wohl  neben  einander  bestehen  können,  und 
dass  jede  ihren  eigentümlichen  Werth  hat,  weshalb  wir  auch 
nicht  anstehen,  die  neue  Baltzcrsche  Schrift  unseren  Lesern 
recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen,  ganz  eben  so,  wie  wir 
dies  früher  mit  der  Schrift  von  Brioschi  gethan;  das  Studium 
derselben  wird  einem  Jeden  vielfache  Belehrung  gewähren,  wobei 
wir  uns' auf  die  oben  von  uns  angegebenen,  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser selbst  namhaft  gemachten  Gesichtspunkte  beziehen. 

-       «  •    ■ 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  Dritter  Folge  Sechster  Band.  Jahr- 
gang 1856.  Wien.  1S57.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  wieder  einen  neuen  Band  der  Annalen 
der  so  thatigen  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  anzeigen  su  können, 
durch  deren  überaus  regelmässige  Publicirung  ihr  so  vielfach  verdien- 
ter Director,  Herr  v.  Littrow,  sich  ein  grosses  Verdienst  um 
die  Wissenschaft  erwirbt,  und  wünschen  sehr,  dass  er  in  dieser 
so  erfolgreichen  und  wichtigen  Thätigkeit  nie  ermüden  möge. 
Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender:  Resultate  der  «Pla- 
neten-Beobachtungen am  Meridiankreise  in  den  Jah- 
ren 1844  bis  1850.  -  Beobachtungen  der  neuen  Planeten 
am  Refractor  in  den  Jahren  1853  bis  1856  von  Doctor 
K.  Hernstein,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte,  wobei  wir 
bemerken,  dass  überhaupt  alle  Rcfractorbeobachtungen  an  der 
Wiener  Sternwarte  von  Herrn  Doctor  Hornstein  herrühren  und 
von  demselben  redigirt  werden.  —  Den  Schiusa,  als  Fortsetzung 
von  Annalen  Folge  3.  Band  III.,  bilden  Zusätze  und  Verb  es- 
aernngen  zu  dem  Kataloge  der  nördlichen  Argelander- 
schen Zonen  beobachtung^n  von  Herrn  Wilhelm  Oeltzen, 
Assistenten  der  Sternwarte.  —  Neben  diesen  eigentlichen  astro- 
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in  den  Kreis  der  Arbeiten  der  Wiener  Sternwarte  gezogen, 
die  sich  anf  Barometer,  Thermometer,  Dunetdruck,  Wind,  Wit- 
Maximum^  und  Minimum -Thermometer  nod  Ombrometer, 
»meine  Bemerkungen  beziehen,  und  täglich  dreimal:  C  Uhr  Mor- 
gens, 2  Öhr  Nachmittags,  10  Uhr  Abends  angestellt  werden;  von 
diesen  meteorologischen  Beobachtungen  liegen  uns  die  ven  Herrn 
Adolf  Joseph  Pick  sorgfältig  redudrten  und 
ten  Jahrgänge  1851,  1852,  1853,  1854,  1855  vor. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienzo  matematiche  e  fisiche  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.    (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  CXU.  S.  7.) 

Gennajo  1857.  Snlla  partizione  dei  numeri.  Nota  del  Sig. 
Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  5.  —  Teorema  de  Sig.  Syl- 
vester. Sulla  partizione  dei  numeri  (Estratto  dal  2°.  Quaterly 
Journal  ec.  e  dall'  illustre  autore  comunicato  al  redattore  nell* 
epoca  deUa  sua  dimora  in  Napoli.)  p.  12.  —  Sulla  partizione  dei 
numeri.  Nota  del  Sig.  Prof.  Paolo  Volpicelli.  p.22.  — Sülle 
rariazioni  periodiche  del  magnetismo  terrestre.  Memoria  seconda 
de  P.  A.  Secchi  D.  C.  D.  G.  p.  27. 
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VII. 

Theorie  der  wahren  and  scheinbaren  Bewegung  eines 
nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Schwere  die  Sonne 
umkreisenden  Weltkorpers,  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  Aufgabe  von  der  Bestimmung  der  Bahn  aus 
drei  vollständigen  geocentrischen  Beobachtungen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Da«  grosse  Problem,  in  welchem  alle  Untersuchungen  der 
tbeorischen  Astronomie  zuletzt  wie  in  einem  gemeinschaftlichen 
Brennpunkte  zusammenlaufen,  ist  die  Aufgabe:  „die  Bahn  eines 
nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Gravitation  um  einen  Central« 
kOrper  sich  bewegenden  Weltkorpers  ans  drei  vollständigen  Beob- 
achtungen desselben  zu  bestimmen/'   Dieses  Probl  em  bildet  auch 
den  Hauptinhalt  der  „Theoria  motus"  von  Gauss,  und  die 
von  diesem  grossen  Geometer  gegebene  Auflösung  ist,  wenig- 
stens in  Deutschland,  in  der  Astronomie  gegenwärtig  allgemein  im 
Gebranch.    Was  die  theoretische  Darstellung  dieser  Auflösung 
betrifft,  so  wird  schwerlich  Jemand  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein,  dass  es  besondere  Schwierigkeiten  hat,  dieselbe  in  ihrem 
innersten  Wesen  vollständig  zu  durchdringen,  wovon  der  Grund 
allerdings  wohl  hauptsächlich  in  der  von  dem  berühmten  Geometer 
gebrauchten,  weit  mehr  synthetischen  als  analytischen  Darstel- 
lungsweise zn  suchen  ist;  jedoch  ist  dies  nach  meiner  Meinung 
nicht  der  alleinige  Grand,  indem  es,  wie  mir  scheint,  noch  tiefer 
liegende  Gründe  giebt,  die  selbst  gewisse  Zweifel  erregen  können, 
ob  durch  die  gegebene,  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  vorbereiten- 
der Rechnungen  in  Anspruch  nehmende  Auflösung  wirklich  ganz 
im  Allgemeinen  eine  fortwährende  successive  Annäherung  erreicht 
wird,  oder  ob  dieselbe  vielmehr  nur  in  einem  gewissen  einge- 
schränkteren, der  praktischen  Anwendung  übrigens  wahrscheinlich 
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keinen  wesentlichen  Eintrag  thuenden  Sinne  erreicht  wird,  wobei 
ich  ausdrücklich  hervorhebe,  dass  der  Unistand ,  dass  alle  nume- 
rischer) Rechnungen  in  der  Tbat  zu  einer  solchen  successiven  An- 
näherung geführt  haben,  durchaus  noch  kein  Beweis  a  posteriori 
ist,  dass  die 'successive  Annäherung  nicht  vielleicht  bloss  in  einem 
gewissen  eingeschränkteren  Sinne,  also  in  Bezug  auf  das  vorlie- 
gende Problem  nicht  in  völliger  Allgemeinheit,  stattfinde  und  vor 
sich  gehe.  Es  ist  aber  gar  nicht  meine  Absicht,  meine  Ansich- 
ten hierüber  an  diesem  Orte  weiter  zu  entwickeln,  was  einen  viel 
zu  grossen  Raum  in  Anspruch  nehmen  und  eine  besondere  Ab- 
handlung erfordern  würde. 

Eine  andere  Auflösung  unsers  Problems  hat  Lag  ränge  in 
der  Mecanique  analytique.  Tome  II.  Nouvelle  Edition. 
Paris  1815.  Septieme  section.  §.  III.  gegeben,  ganz  in  der- 
*  selben  überaus  lichtvollen,  alle  wesentlichen  Punkte  mit  der  gröss- 
ten  Deutlichkeit  hervorhebenden  Weise,  welche  die  sämmtlichen 
Arbeiten  dieses  grossen  Mathematikers  so  sehr  auszeichnet.  Die 
vonPontecoulant  in  seinem  bekannten  Werke  gegebene  Auflösung 
ist  eigentlich  nur  als  eine  weitere  Ausführung  der  Lagrange'- 
seben  Auflösung  zu  betrachten,  welche  derselben  wesentlich  Neues 
nicht  hinzufügt,  übrigens  sich  ziemlich  häutige  Vernachlässigungen 
und  Abkürzungen  gestattet,  die  nicht  immer  vollständig  gerecht- 
fertigt und  theilweise  in  der  That  etwas  gewagt  erscheinen.  Haupt- 
sächlich hat  man  bei  der  La grange' sehen  Methode  als  ein  ihrer 
vortheilhaften  Anwendung  entgegenstehendes  Moment  geltend  ge- 
macht, dass  sie  eine  fortwährende  successive  Annäherung  nicht 
gestatte,  was  allerdings  auch  bei  der  von  ihrem  berühmten  Urhe- 
ber gebrauchten  Darstellungsweise  ganz  richtig  ist. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  eine  neue  Auflösung 
des  berühmten  Problems  gegeben,  welche  zwar  mit  der  Lagran  ge'- 
schen  Auflösung  im  Wesentlichen  auf  gleichen  Gründen  beruhet, 
aber,  wie  ich  hoffe,  klar  zeigt,  dass  diese  Auflösung  iu  veränderter 
Darstellung  sehr  wühl  auch  eine  fortwährende  successive  Annä- 
herung gestattet,  und  sich  überhaupt  nie  und  nirgends  annähernde 
Voraussetzungen  erlaubt,  über  deren  Einfluss  auf  das  Resultat 
•ich  nicht  ein  sicheres  Urtheil  fälJen  lässt,  wobei  ich  mir  noch  be- 
sonders hervorzuheben  erlaube,  dass  ich  bei  dieser  Auflösung  die 
Näherung  durchaus  nur  von  den  verschiedenen  Potenzen  der  so- 
genannten Constante  des  Sonnensystems  abhängig  gemacht  habe, 
was  wenigstens  mit  derselben  vollständigen  Consequenz  wie  hier 
früher  noch  nicht  geschehen  ist,  mir  aber  in  der  Tbat  der  theo- 
retisch allein  richtige  Weg  bei  diesen  Untersuchungen  an  sein 
scheint  Auch  ist  die  Auflösung  ganz  allgemein  für  jede  Art  des 
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Kegelschnitts  anwendbar,  und  fi|b#t,zu  e/iclieien,  CliMepen  ÜJb«f;di& 
Art  des  Kegelschnitts  in  jedem  besonderen  Falle.  Dabei  bin  ich 
zugleich  zu  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  neuer,  nach  meiner 
Meiuung  »um  Tbeil  sehr  bemerkenswertber  Analytischer  Ausdrücke 
ia  Bezug  auf  die  allgemeine  Theorie-ider  nach  den  Gesetzen  der 
allgemeinen  Gravitation  vor,  sieb  gehenden  Bewegung  geführt  wer,-, 
den,  die  ich  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  zu,  empfehlen  mir 
erlaube,  aber  hier  naturlich  nicht  einzeln  namhaft  machen  kann, 
indem  ich  nur  noch  im  Allgemeinen  hinzufuge,  dass  diese  Aus- 
drücke besonders  bei  der  Berechnung  der  eigentlichen  Elemente 
der  Bahn  vortreffliche  Dienste  leteten  kjfedtji.  Auf  die  von  mir  bei 
der  näherungsweisen  Auflosung  der  betreffenden  Gleichungen  an- 
gewandten Methoden,  die  immer  anf  eine  zwischen  bestimmt  .an- 
gebbaren möglichst  engen  Gränzen  eingeschlossene  Grosse  zurück- 
gehen, erlaube  ich  mir  gleichfalls  noch  besonders  hinzuweisen. 

Ausser  der  so  eben  näher  besprochenen  Auflösung  der  Auf- 
gabe von  der  Bestimmung  der  wah  ren  Bahn  ans  drei  vollständi- 
gen geocentrischen  Beobachtungen  habe1  ich  noch  eine  zweite  Auf- 
lösung dieser  Aufgabe  gegeben,  die  sich  unmittelbar  an  die  Be- 
stimmung der  scheinbaren  Bahn  anschliesst  und  -ans '  dieser 
letzteren  abgeleitet  wird ,  lege  aber  hierauf  weniger  praktischen 
als  theoretischen  Werth,  in  Bezug  auf  die  von  mir  mit  grosser 
analytischer  Allgemeinheit  entwickelten  Eigenschaften  der  schein- 
baren Bahn,  worüber  schon  früher  C auch y  einige  speziellere  Un« 
tersuchungen  angestellt  hat,  die  ich  unlängst 'in  einem,  in  den 
Astronomischen  Nachrichten.  BandXLIIl.  1856. S.  146. 
abgedruckten  Aufsatze  in  systematischer  Folge  zussmm engestellt 
und  auf  eigenthümltche  Art  bewiesen  habe,  da  sie  sich  sonst  nur 
sehr  zerstreut  in  verschiedenen  Jahrgängen  der  Com pt es  rendu* 
finden.   Bei  den  vorliegenden  Untersuchungen  habe  ich,  wie  sehest 
erwähnt,  alle  mögliche  Allgemeinheit  zu  erreichen  gesucht,  und 
eine  ziemliche  Anzahl  neuer  Beziehungen  hinzugefügt.  Eine 
hierher  gehörende  Untersuchung  bat  schon  Lambert  im  vori- 
gen Jahrhundert  angestellt«  und  ist  insbesondere  zu  einem  be- 
rühmten Satze    (Memoire«  de  Berlin.  .1771.  pag,  352.) 
gelangt,  mittelst  welches  man  aus  der  Gestalt  der  scheinbaren 
Bahn  beurtheilen.  kann,  ob  zur  Zeit  der  Beobachtung  die  Entfer« 
nung  des  Weltkörpers  voo  der.  Sonne  grösser  oder  kleiner  war 
als  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne.    Die  Untersuchungen 
von  Lambert  über  diesen  Gegentsand  halte  ich  aber  für  sehr 
wenig  genügend^  und  b'yi  der  Meinung,  dass  der  von  ihm  gege- 
bene Ausdruck  seines  Satzes  nicht  der  wahre  ist,  derselbe  alsp 
auch  in  dieser  Gestalt  wenig  Werth  für  die  Praxis  tat.  Den 
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allein  wahren  analytischen  Ausdruck  dieses  allerdings  sehr  merk- 
würd  igen  Satzes  ,  mit  allen  dabei  zur  Geltung  kommenden  analy* 
tischen  Bedingungen,  wodurch  derselbe  nach  meiner  Meinung  auch 
erst  fruchtbar  für  die  Anwendung  wird,  glaube  ich  in  dem  letzten 
Anhange  zu  dieser  Abhandlung  gegeben  zu  haben,  und  erlaube 
mir  daher  denselben  schliesslich  noch  besonders  der  Aufmerksam- 
keit der  Leser  zu  empfehlen. 


Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  Bewegung  eines  Weltkorpers 

um  die  Sonne. 

}.  1. 

Wir  wollen  uns  zwei  Körper  denken»  welche  vermöge  der  all- 
gemeinen Gravitation,  und  ganz  nach  deren  Gesetzen,  entweder 
anstehend  oder  abstossend,  auf  einander  wirken.  Die  Massen 
dieser  beiden  Körper  seien  M  und  m.  Indem  wir  uns  nun  vor- 
nehmen, die  Bahn  des  Köpers  ro  in  Besag  auf  den  Körper  M, 
oder  um  denselben,  zu  bestimmen,  legen  wir  ein  festes  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  im  Räume  zu  Grunde,  und  bezeichnen 
in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem,  immer  ein  bestimmtes 
Zettmoment,  welchem  die  von  einem  bestimmten  Anfange  an  ge- 
rechnete Zeit  t  entspricht,  im  Ange  habend,  in  diesem  Zeitmo- 
mente die  Coordinaten  des  Korpers  M  durch  X,  F,  Z.  Denken 
wir  uns  dann  durch  den  Körper  M ,  in  welcher  Lage  im  Räume 
er  sich  auch  befinden  mag,  ein  dem  angenommenen  festen  pri- 
mitiven Systeme  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeich- 
nen in  diesem  Systeme,  also  In  Bezug  auf  M  als  Anfangspunkt, 
die  Coordinaten  des  Körpers  m  durch  xf  y,  x\  so  sind  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlang  der  Coordinaten  X+x,  F+y,  Z-f  x 
die  primitiven  Coordinaten  des  Körpers  m. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Körpers  m  von  dem 
Körper  ti  durch  r,  alle  Grössen  natürlich  immer  auf  die  Zeit  I 
bezogen ,  so  ist  die  Wirkung  des  Körpers  M  auf  den  Körper  m 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation : 

M 

und  diese  Wirkung  ist  von  m  nach  M  hin  oder  von  M  nach  m 
hin  gerichtet,  jenachdem  der  Körper  M  anziehend  oder  abstossend 
auf  den  Körper  m  wirkt   Bezeichnen  wir  also  die  180°  nicht  über- 
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•teigenden  Winkel,  »eiche  die  von  V  nach  m  hin  gezogene  Linie 
mit  den  positiven  Theiten  der  Coordioatenaxen  einschliesst,  durch 

M 

<p,  ^,  2;  00  sind  die  Composaoten  der  Kraft        nach  den  drei 

Coordinatenaxen.  jenachdem  der  Korper  M 
stosseod  auf  den  Körper  m  wirkt: 

M      .  M 
^008(180° -9)  =  —  ^coagp, 

^  cos  (180°  —  tj>)  =  -  p[  CO»  ^ , 

^jcos  (ISO0— — ^co«x 


oder: 


^3  cos  <p  =  +  p  cos  <p, 

^008*=+  ^COS*. 

-jcosj  =  +  ^cosX; 


+  ^  cosqp,  +^  cos  tf>,  ^  ^cosji; 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
der  Korper  M  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Körper  m  wirkt. 
Nun  ist  aber  offenbar: 


=-,co«^=^,cos  z  =  -; 


also  sind  die  drei  in  Rede  stehenden  Composanten : 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie 
her.  Betrachten  wir  aber  die  Masse  M  nicht,  wie  bisher, 
als  positiv,  sondern  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  der 
Körper  M  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Körper  m  wirkt, 
•0  können  wir  die  obigen  Composanten  allgemein  durch 
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  -Mx      My  Mz 


.1 


•Mx      Mv  Ms 


1 1 

ausdrücken;  und  nach  den  Grundlehren  der  Mechanik  haben  wir 
daher  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

•  ■ 

&(X+x)_&X  .  &x  Mx 

1}  )^{Y^y)_^Y    *9_  My 

l)   '   '   '    }      dfi  f  -BP+Bfi-  1*' 

a«(z+2)  &z  .  a»x  Mz 

Die  Wirkung  des  Körpers  m  auf  den  Körper  M  ist  nachdem 
Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation: 

m 

und  diese  Wirkung  ist  von  JM  nach  m  oder  von  m  nach  AI  hin 
gerichtet,  jenachdem  der  Korper  m  anziehend  oder  abstossend 
auf  den  Körper  M  wirkt;  also  sind,  wenn  g>,if>,%  ihre  aus  dem 
Vorhergehenden  bekannte  Bedeutung  behalten,  die  Composanten 
der  obigen  Wirkung  nach  den  drei  Coordinatenaxen,  jenachdem 
der  Körper  m  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Körper  M  wirkt: 

i 

^cos<p=  + ^cos?, 
^cosifss+^cosi//, 


m  m 


oder: 


^  co*(180°— <p)  =  —  -t  cos  9 , 

■ 

■ 

*n  m 

■a  cos  (180°  —  ^)  =  —  ^  cos  ij> , 

>  .J  .•  .;>       ,  »■' 


■I .     I  I* 
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db^cos  <p,  db^cos  ^,  db^C08Z; 

wenn  man  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Masse  m  anziehend  oder  abstosserid  auf  M  wirkt;  folglich, 
weil  nach  dem  Vorhergebenden  bekanntlich 

x  *  t 

cos9=-,  cos^=^ ,  co«x  =  - 

mx  m 


immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vor- 
her. Betrachten  wir  aber  die  Masse  m  nicht,  wie  bisher,  immer 
als  positiv,  sondern  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  die- 
selbe anziehend  oder  abstossend  auf  M  wirkt;  so  können  wir  die 
obigen  Composanten  allgemein  dnrcb 

tnx      tny  mt 
+  Ts  '  +        +  }J 

ausdrücken,  und  haben  daher  nach  den  Grundlehren  der  Mechanik 
die  folgenden  Gleichungen: 

$*X    mx  d*Y    my  <PZ _mz 

2)  .   .    .   .    -^»-7i-'äf2-=  'äti=78- 

Ziehen  wir  nun  die  Gleichungen  2)  von  den  Gleichungen  1) 
ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

Px        (,V+  mi)*  ■  B*g        (M + m)y  9*z        {M  +  m)x 

5?-       ^     '  äi*=  *'j?  =  r1 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  Af-t-m=p  setzen,  die  Glei- 
chungen : 

3)  {S  +  ST--. 

durch  welche  die  Bewegung  des  Körpers  m  in  Bezug  auf  den 
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Korper  fit,  oder  um  denselben ,  offenbar  charakteristrt  wird.  Um 
aber  diese  Bewegung  des  Korpers  m  wirklich  vollständig  kennen 
so  lernen,  müssen  wir  die  vorstehenden  Gleichungen  zu  integriren 
versuchen,  wozu  wir  jetzt  fibergehen  wollen,  indem  wir  dabei 
immer  festhalten,  dass  im  Vorhergehenden  die  Massen  M und  m 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  worden  sind,  jenachdem 
sie  respective  auf  die  Massen  m  and  M  anziehend  oder  ab- 
»tossend  wirken. 


Um  jedoch  ein  vollständiges  Verständniss  des  Folgenden  zu 
vermitteln,  müssen  wir,  bevor  wir  zur  Integration  der  drei  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  wirklich  fibergehen,  vorher  noch  Nachste- 
hendes bemerken.  Hätte  man  einen  festen  Punkt  von  der  Masse 
M+m—p,  der  nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation, 
und  swar,  jenachdem  p  positiv  oder  negativ  ist,  anziehend  oder 
abstossend  auf  einen  anderen  Punkt  wirkte,  von  dessen  Wirkung 
auf  den  ersteren  Punkt  ganz  abgesehen  würde;  so  lege  man,  um 
die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  kennen  zu  lernen,  durch  den 
ersten  festen  Punkt  von  der  Masse  p  als  Anfang  ein  rechtwink- 
liges Coordinateusystem,  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zwei- 
ten Punktes  in  diesem  System«  zur  Zeit  t  durch  xt  t/,  z.  Wird 
dann  zu  dieser  Zeit  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  ein- 
ander durch  r  bezeichnet,  so  ist  nach  dem  Gesetze  der  allge- 
meinen Gravitation  die  Wirkung  des  ersten  Punktes  auf  den  zweiten: 

indem  man  diese  Wirkung  von  dem  zweiten  Punkte  nach  dem 
ersten,  oder  von  dem  ersten  nach  dem  zweiten  Punkte  hin  ge- 
richtet annimmt,  oder  als  anziehend  oder  abstossend  betrachtet, 
jenachdem  die  Grosse  p=;W  +  w  positiv  oder  negativ  ist.  Be- 
zeichnen nun  (p,ty,%  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  dem  ersten  Punkte  aus  nach  dem  zweiten  Punkte  hin 
gezogene  gerade  Linie  r  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliefst,  so  sind,  jenachdem  ft  positiv  oder  negativ 
ist,  die  Composanten  der  obigen  Wirkung  nach  den  drei  Coordi- 
natenaxen: 

£coa(180°-9)=-£cosa>, 

£ws(l80°-tf0=-£cos</, 
•3 cos  (180°— 1)  =5  —Ja cos* 


4 
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cog  9  2=  —     cos  <p , 


^  cog 


—  f4  r* 


also  allgemein: 


— £co«Vf  —  £cog*,— 

und  folglich,  «eil 


x  y  M 

COS  tf>~~~  9  t'08  1i»  =  v  >  C08  T  =  - 


Daher  erhfilt  man  zur  Bestimmung  der  Bahn  des  zweiten  Punkte« 
nach  den  Lehren  der  Mechanik  die  Gleichungen: 

d*x        tun  Ö*y        f*.y  3*x  as. 


Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  in 
J.  1.,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  das»  die  Bewegung  des  Korpers 
m  in  Bezug  auf  den  Körper  M,  oder  die  relative  Bewegung  des 
KOrpers  m  rücksichtlich  des  Korpers  M ,  ganz  eben  so  vor  sich 
geht,  als  wenn  die  Summe  \x~M\rn  der  mit  ihren  gehörigen  Vor- 
seichen genommenen  Massen  M  und  m  der  beiden  Körper  in 
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einem  gewissen  festen  Punkte  vereinigt  wäre,  und  dieser  Punkt 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation  auf  einen  zweiten 
Punkt  wirkte ,  von  dessen  Wirkung  auf  den  ersten  Punkt  ganz 
abgesehen  würde.  Aus  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  wollen 
wir  nun  alles  Folgende  auffassen,  was  cur  Erhöhung  der  Deut- 
lichkeit wesentlich  beitragen  wird. 


{.  3. 

Aus  den  drei  Gleichungen 

64  +  r3  ' 


SU*-«. 


wo  r  =  y*+ 2*  ist,  ergeben  sieh  sehr  leicht  die  drei  fol- 

genden Gleichungen: 


oder,  wie  sogleich  erhellet: 


dt  ~U' 

— di  = 


=0; 


.  i  •.■  •  . 

also.,  wenn.  CY       Ct  0>ei  will*  Öhr  liebe  Conetanten  bezeichnen: 
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Bz  By 

*J  <  1  ]jf—"Ä  ^=cl» 


.r 


By  Bx 
Bt^Tt  =  C^ 


Mulripllciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Heike  mit 
x,  y,  z,  und  addiren  die  dadurch  hervorgehenden  Weich  ungea  dann 
au  einander,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

6)  Gr  +  C*+&=0, 

aus  welcher  unmittelbar  hervorgeht,  dass  die  Bahn  des  Körpers 
m  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung  ist,  welche  ganz  in  einer, 
durch  den  als  Anfang  der  xyt  angenommenen  Punkt  Jtf-  gehenden 
Ebene  liegt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  M  als  Anfang  ein  neues  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  X\V\Z\  gelegt  denken.  Die  Ebene 
der  xxyx  soll  mit  der  Ebene  der  xyt  und  die  Axe  der  x±  soll 
mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m 
mit  der  Ebene  der  xy  zusammenfallen.  Den  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  der  x,  in  der  Ebene  der  xy  genommen,  liegenden 
Theil  der  Axe  der  xx  wollen  wir  als  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  xt  annehmen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  yx  soll  so 
angenommen  werden,  dass  man  steh,  um  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  xx  an  durch  den  rechten  Winkel  (xxyx)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yx  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  bin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen 
mu ss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  (ary)  hindurch  zu  dem  positiven7  ITieile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  zx  endlich 
soll  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  z  zusammenfallen. 
Den  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x  und  xx  einge- 
schlossenen, 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  durch 
6  bezeichnen,  und  der  180°  nicht  fibersteigende  Winkel,  unter 
welchem  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theil  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m  nach  der  Seite  der 
Axe  xx  bin ,  auf  welcher  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liegt, 
gegen  die  Ebene  der  ajy  geuetyt  ist,  soll  durch  t  bezeichnet  werdqq. 

Weil  nach  5)  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Ebene 
der  Bahn,  des  Körpers  m  mit  der  Ebene  der  xyt  o*.  i.  die  Glei- 
chung der  Aie  der  jJ,,  in  dem  Systeme  «der^ry 


uigmze 
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Grunert: 


Cx+  C^y=0   oder  e»  =  —  -gZ 

ist,  mo  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

C 

O)  tangdrs—  jr* 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  hat 
man  »wischen  den  Coordinaten  der  beiden  Systeme  der  xyx  und 
«ty,Si  die  folgenden  Gleichungen: 

x =xt  cos  $  — jfg  «in  6, 
sin  0  + cos  6, 

und  fassen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  der  Durchschnittslinie 
der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m  mit  der  Ebene  der  in's 
Auge,  so  ist  för  diesen  Punkt  ^=0,  also  nach  den 
Gleichungen: 

x=—ifi  einÖ,y=  +y!Cosö,  »=*, ; 

folglich  nach  5): 

— Cft  sind  +  Cis/ cos  0+  CbX,  =0, 


x,      Csinö  —  C,cos0 

»"  5  " 


folgt. 


Wenn  nun  suerst  6  ein  spitser  Winkel  ist,  so  ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

tang,=  -, 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

.     Csiod— Cicosd 
tangts  ^  

Da  in  diesem  Falle  sin6\cos6\taogd  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist 

tangfl  .  1 


sin  ß  =    -     6     ^,  cos  0  = 


^♦tango*'  Vrl+tangs* 


*  * 


< 
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also  nach  6): 


C 


und  folglich,  wie  leicht  erhellet,  wenn  man  die  oberen  oder 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  Q  positiv  oder  negativ  Ut: 


C  Ct 


folelich  nach  Hern  Obigen- 

Wenn  ferner  0  ein  stumpfer  Winkel  ist,  so  ist 
völliger  Allgemeinheit: 


tang»  =  -^, 


also  nach  dem  Obigen: 


.        Csinfl  — C,cos0 
tang<==  ~3  

Da  io  diesem  Falle  sind,  co«6\  tangö  respective  positiv,  negativ, 
negativ  ist,  so  ist 


V^+tango*'        "  Vl+tang0* 
also  nach  6} : 


*S-   t  VU»  \J  —  F=   _  , 


und  folglich,  wenn  man  wieder  die  oberen  oder  die  unteren  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  Ct  positiv  oder  negativ  ist: 
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C  C 

also:  ,  < 

Csin  9  -  £  cos      ±  v^j^  =  ±  V  » 
folglich  nach  dem  Obigen: 


t    .  Tvca  +  cl> 

Abo  ist  immer,  $  mag  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Win- 
kel sein, 

„  ..;  .  .  ^.^^v^S. 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenaebdem  Ct  positiv 
oder  negativ  ist. 

Durch  die  beiden  Formeln: 

■ 

8)  .   .  .  tang  6= — jr ,  tangi^T  ^— -  ^  —  » 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  Q  positiv 
oder  negativ  ist,  ist  die  Lage,  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpern 
m  im  Räume  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  drei  Constanten  C, 
C,,  C»  bekannt  sind. 

Nach  7)  ist: 

8101  -c+c^+c**''081  "  c+c^+cy 

Setzen  wjr  nun 

9)  VP+V+cp. 

wo  also  AT  eine  positive  Grösse  bezeichnet,  so  ist,  weil  sin»  immer 
positiv  ist,  cos  t  mit  tang  i  stets  einerlei  Vorzeichen  hat,  nach 
dem  Obigen  offenbar: 


ßuii=  ~jt~~   '  eostrsT-^ 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher.  Ist 
$  ein  spitzer  Winkel,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 
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ein  ösin  t  —  ^  -^,cos  0  sin  1  =  L 

Ä  A 

Ist  0  ein  Stampfer  Winkel,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

si  n  ö = ±   =====  ,  cos  0  =  T  TF^F^I » 


also: 


einö«ini  =  J:^.»  cos  0  sin  t  s=    -j»  . 


Folglich  ist 

10)  C=  T  ATsindsin  t,  C,  =i;Ä*co8  0  sin  >,        T JTcos  i 
oder 

10*)    C=±Ä-sinÖsint,Cl  =  T iTcosösin t,  C,=T* eosi  . 

jenachdem  ö  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist,  natürlich 
immer  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem 
C,  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist 

Aus  der  Form  der  Gleichung 

Gr  +  Ciy+C,z=0 

geht  aber  auf  der  Stelle  hervor,  dass  «s,  ohne  die  Allgemeinheit 
irgend  wie  zu  beeinträchtigen,  verstattet  ist,  Ct  immer  als  positiv 
anzunehmen.   Unter  dieser  Vorausssetzung  hat  man  nach.  10)  und 

10*)  die  Gleichungen: 

,  ■ 

11)  C=TAsinösini,  r^iÄ-cosösini,  C,=?ij:cosi;  1 

in  denen  die  oberen  oder  die  «nteren  Zeichen  zu  nehmen,  sind, 
jenachdem  6  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist. 

«.4 

■ 

Wenn  wir  jetzt  die  drei  Gleichungen 
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nach  der  Reibe  mit 

multipliciren  und  dann  tu  einander  oddiren,  eo  erhalten  wir  die 
Gleichung: 

$F+srs?+5<  •»/+i?v*ori  +*fc+,cV=0- 

Nan  ist  aber 

und,  weil  r«=**+^  +  *»iat: 

dr        3a:  8z 

+  *  Bt+%dt; 

also  wird  die  obige  Gleichung: 


Bezeichnet  daher  %  eine  Conatante,  ao  ist: 

Wenn  ferner  die  ana  $.  3.  bekannten  Gleichungen 
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quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt  werden,  so  erhält  man  mit 
Rticksicht  aof  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gleichung: 

^Ksy+oov-s-s 

also,  wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Grösse 
addirt  und  suhtrahirt,  die  Gleichung: 

»  *  * + " '!(!) '+  ®  +©'1- 

folglich  nach  dem  Obigen: 


Weil  nun  aber  nach  12) 

(©•♦(SO'*©'-*- 

iat,  so  wird  die  Gleichung  13): 
oder 

14)   ...   .  r*(j£y=V-*r»--Ä*, 
oder 

l6> s^-£-s*' 
woraus  sieb 

Th«il  MIX.  18 
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l6) f?~±  V^tJäi*-ä» 
oder 

ergiebt,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  wenn 


.  i  zunimmt  1  f  zunimmt ) 

'}  abnimmt  ire,Pect,Terf  abnimmt}' 


oder  wenn 


M  (  zunimmt  \  j  abnimmt  { 

*  1  abnimmt  i  rCÄPectiv«  r  i  zunimmt !  ' 

was  in  jedem  Falle  besonders  entschieden  werden 


In  der  Ebene  der  Bahn  des  Korpers  m  wollen  wir  uns  jetzt 
von  M  aus  eine  beliebige  gerade  Linie  gezogen  denken»  die  wir 
der  Kürze  wegen  die  Axe  nennen  werden,  und  wollen  den  Winkel, 
welchen  zur  Zeit  t  der  Vector  r  des  Körper«  m  mit  dieser  Axe 
einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  von  der  Ax4  an  nach  einer 
solchen  Richtung  hin  fortwährend  wachsen  lassen,  dass  er  mit 
der  Zeit  t  gleichzeitig  zunimmt  und  abnimmt,  durch  V,  den  die- 
sen Winkel  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Halbmesser  beschriebenen  Kreise  aber  durch  p  bezeichnen.  Lassen 
wir  dann  die  Zeit  t  um  At  wachsen,  so  wächst  9  um  Av ,  und  r 
verändert  sich  um  Ar.  Das  Quadrat  der  die  Endpunkte  der  Vec- 
toren  r  und  r+Ar  mit  einander  verbindenden  Sehne  der  Bahn  ist 

r»  +  (r + Ar)* — 2r(r  +  Ar)  cos  Ax> = 4r(r  +  Ar)  sin  \A  r«  +  Ar*. 

Das  Quadrat  dieser  Sehne  ist  aber  auch  Ax*-\-  Ay*+Ai%.  Da- 
her ist 

Ax*+Ai,*+Ai*=z4r(r +^r)sin  \4i*+Ar*. 
also  « 

m*  w*  er-*  ♦  (3^* 

und  folglich,  wenn  man ,  indem  man  sich  At  der  Null  nfihem  lässt, 
auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  zu  den  GrSnzen  übergeht: 
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oder 

(^©^©■-(D^KI)' 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  13),  so  erhält 
man  die  Gleichung 


8r 

woraus  sich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ^  und 
auch  K  stets  positiv  ist,  die  Gleichung 

18)  ...  .  r$=*  „d,r    r«|.£  =  K 


ergiebt.    Also  ist  jjach  16): 
woraus-  mau 

19) 

K~ss 4-  *■  i.     1  ^ —         oder    Bv~  A  , _■  ■  •^^r-_     _  — • 

erhalt,  indem  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
gebenen Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen  naturlich  auch  jetzt 
noch  ganz  ihre  Gültigkeit  behalten.  ,  u  f. 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

und  es  muss  also,  weil  wegen  der  Gleichung  14)  die  Grüsso 
2pr— Är*—  K*  nothwendig  positiv  ist,  offenbar  auch 

Jf*        —  ^s 

eine  positive  Grösse  sein,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  das« 
auch  p*-2iA:e  positiv  ist.   Setzen  wir  nun 

18» 
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so  wird 


typ 

also  nach  19): 

K*  Br 


vi 

Setzen  Wir  aber  der  Kürze  wegen 

AT2       /l     fi  \ 
20)    .    .    .    .  u,-^^r^--KtJt 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

A"2  dr 

also  nach  dem  Vorgehenden: 

S*2)  30  =  ^  ^~==. 

Nach  den  Lebren  der  Differentialrechnung  ist  nun  bekanntlich 

dw 


B  Arccostcr=^: 


V  i  -  ir* ' 


wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  Are  cos  w  sich  im  ersten  oder  zweiten,  oder  im 
dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt.  Also  kann  man  offenbar, 
wenn  a>  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  allgemein 

e=s»+  Arccosto   oder   v  —  g>  =  ArccoKtc 

«etren,  woraus  sich 

m 

te=cos(©  — «), 

folglich  nach  20) 

K*      (\     n  \  j 


■  •  ■ 


uiguizeo 


by  Google 


also,  wie  mau  sogleich  findet: 

23)  .   .    .   .   r=  *   

f»-  +  V  pr — ÄÄ*.  co«  (e—  w) 

ergiebt.   Auch  ist 

24)  .  .  ,=  {£  +  30^15 •  .. 

oder,  wenn  wir 

netzen,  wo  ,4  gleiches  Vorzeichen  mit  p  bat,  B  aber  stets  po- 
sitiv ist: 

26)  r  =  (  J+Ä  cos  (ü— «)}-*. 

Differentiiren  wir  diesen  Ausdruck  von  r  in  Bezug  auf  v  als 
unabhängige  veränderliche  Grosse,  so  erhalten  wir: 


27)   .  . 


6V 

ö~v=  J?r»sin(»-»), 
8*r 

=  ßr*cos  (v  —  »)  +  2Ä*r3  aio  (©—*)*. 


Bezeichnen  wir  den  Werth  von  e,  fflr  welchen  r  ein  Minimum 
wird,  durch  t0,  so  ist  wegen  der  ersten  der  beiden  vorstehenden 
Gleichungen: 

sin(r0  — w)=0, 

also,  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 
r0 — cd  =  2n »r    oder    c0  — -  © = (2n  +  1)  w. 

Fflr  o0  —  <o=2fift  ist  der  entsprechende  Werth  des  zweiten  Dif- 
t'ereutiuiquotieuten  von  r  positiv,  dagegen  ist  dir  t?0 — G>=(k2#-f  \)ic 
der  entsprechende  Werth  des  zweiten  Differentialquotienten  von 
r  negativ;  also  ist  für  das  Minimum 

r0  —  to=2n7t,  o>  =  r0— 2«3t: 

folglich  nach  26): 

r  =  \A  |  Äco*(r  —  r0  f  2«*)!-1. 
Weil  aber  allgemein 
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cos(e— r0-f  2njT)=c«»(t>— 1>0) 

ist,  so  ist: 

28)  r^M  +  BcosCo-fco)!"1- 

Bezeichnen  wir  den,  dem  Werthe  v0  von  v  entsprechenden 
kleinsten  Werth  von  r  durch  r0.  so  ist  nach  der  vorstehenden 
Gleichung: 


■ 


29)  r0=(A+ß)r*. 

Nimmt  man  den  kleinsten  Vector  selbst  als  Axe  an,  so  ist 
«0=0,  folglich: 

30)  r=(i*+Äcost>)->. 

Bekanntlich  hat  A  mit  der  Masse  p  gleiches  Vorzeichen  und 
B  ist  stets  positiv. 


fr  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  die  Masse  p  positiv 
sei.   Dann  sind  die  Grössen  A  und  B  beide  positiv. 

Wenn  nun  K  verschwindet,  so  ist  nach  26): 

A  =  ^>2»  ^==  jfä *  A^=B. 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegeschnitte*)  die 
Bahn  von  m  um  M  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  M  ist. 

Wenn  *  nicht  verschwindet  und  positiv  ist,  so  ist  nach  25): 

•  

A  =  jfp*   ^=Ä* V1- *  AyB. 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 
Bahn  von  m  um  M  eine  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  M  Ist. 

Wenn  B  nicht  verschwindet  und  negativ  ist,  so  ist  nach  25): 

A=zjp,  B—j^y  i — »  ^<ß. 

^.  Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 
Bahn  von  m  um  M  der  erste  Zweig  einer  Hyperbel,  deren  einer 


•)  M,  e.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Rau- 
mes für  polare  Coordinatensy  steioe.  Greifswald  and  Leip- 
sig.  1867.  S.  84.  —  Archiv  der  Mathematik  and  Physik.  Theil 

xvn.  s.54. 


I 
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Brennpunkt  M  ist,  so  dass  nämlich  die  Kahn  der  Zweig 
Hyperbel  ist,  innerhalb  welches  der  Brennpunkt  M  liegt. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Masse  ft  negativ  sei. 
Dann  ist  von  den  Grössen  A  und  ß  die  erste  negativ  und  die 
/.weite  positiv. 

Wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

©'♦00'+©*-*-» 

ist  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  »<0.  Wäre  nun  —  A~B, 
also  nach  25) 


so  wäre 
folglich  offenbar 

i 

*  HK*^0,     also  Jl^O, 

was  gegen  das  Obige  streitet.  Daher  ist  —  A<Bt  und  folglich 
nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  in  diesem  FaUe,  wenn  näm- 
lich die  Masse  p  negativ  ist,  die  Bahn  von  m  um  M  immer  der 
zweite  Zweig  einer  Hyperbel,  deren  einer  Brennpunkt  M  ist,  so 
dass  nämlich  die  Bahn  der  Zweig  dieser  Hyperbel  ist,  ausserhalb 
welches  der  Brennpunkt  M  liegt 

§.  6. 

Nach  17)  ist 

 rfr  

und  ausserdem  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen leicht: 

also  ist 
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Nun  ist  aber  oacb  20)  und  25): 
also  nach  30): 

«p=  cost>; 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

in  welcher  Formel  nach  dem  Obigen  offeobar  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  genommeo  werden  muss,  jenachdem  0<e<»  oder 
w<p<2*  ist.   Nun  ist  aber 


siop=  £  Vi— cos o*, 

wenn  mau  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
0<r<»  oder  7r<r<2«  ist  Also  ist  offenbar  in  völliger  Allge- 
meinheit 

dt- 

~ ßK*üio  ' 

Weil  aber  r  =  (<4  +  J?cos  »)-»  ist,  so  ist 

0r=        +  Ä  cos  c)-*  sin  »8c, 


25): 


/i  '  (4  +  ß  cos  c)» " 


Von  nun  an  wollen  wir  die  Zeiten  immer  von  dem  Zeitpunkte 
rechnen,  wo  m  seine  kleinste  Entfernung  r0  von  JU  hat. 


§.  7. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  nun  zwei  beliebige 
Zeiten  t  und  tk ,  wo  ft  grösser  als  t  sein  soll ,  betrachten ,  und 
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wollen  annehmen,  das»  zu  diesen  Zeiten  die  Lage  de«  Vectors 
des  Körpers  m  in  Bezug  auf  dessen  kleinsten  Vector  als  Axe 
durch  die  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winkel  V  und  Pj, 
welche  durch  die  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen 
Kreisbogen  v  und  Vi  gemessen  werden,  bestimmt  sei.  Ferner 
wollen  wir  annehmen,  dass  in  dem  Zeitintervall  ^  —  t,  welches 
durch  r  bezeichnet  werden  mag,  der  Vector  von  m  den  ganz  be- 
stimmten Sector  Sr  beschrieben  habe. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall  der  Ellipse,  so  ist  in  dem- 
selben offenbar  nach  32)  in  völliger  Allgemeinheit: 


1  p  J      (A  +  Bcobv)* 


Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  ist  aber 
gleichfalls  io  völliger  Aligenieinheit: 

Sr=i 

p 

also  nach  30): 

c_,  r*s  dc~  

"~V      M  +  Äcost)»" 

v 

Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden  in  diesem  Falle  in  völliger 
Allgemeinheit: 


-VI 


—  •  Ar« 

Im  Falle  der  Parabel  nnd  Hyperbel  müssen  wir  die  folgenden 
Fälle  unterscheiden. 

Wenn  zuerst  0<e<«,  0<»<«l  ist,  so  ist  nach  32)  offenbar: 

T-}l(<i'J      (4  +  tfcosc)*' 

und  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der  analytischen 
Geometrie: 


,=,/•■ 


r2dvt 

» r 

also  nach  30): 
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V      <4  +  Äcosr)*' 

•  » 

■ 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

1  fi 


Wenn  ferner  «  <©  <2«,  *  <pt  <  2*  ist,  so  ist  nach  32)  offenbar 
T=\pJ     M  +  *cosp)*' 

v 

und  nach  demselben  Satze  der  analytischen  Geometrie  ist  in  die- 
sem Falle  augenscheinlich 


/**-•  Bv  x  dp 

(A  +  ßco8v)*~  V  M+Äcose)»' 

o  o 

Setzen  wir  t=2»— m,  also  8p=  —  8u,  cost  =  cosM,  so  ist 

9p  du 


(A  +  B  cos  p)*  —     (4+2*  cos  «)» ' 
und  folglich,  weil  filr  p=0,  =2»— p  respective  h=2ä,  =  r  ist: 

8p  -  /* »  811 

(i4  +  #COSP)*"~      «/       (4  +  ÄCOSM)« 
o  *n 

oder 

(A+BC08t)*~~  J  (A+ßc08V)** 

und  naturlich  ganz  ebenso: 

/«*-*.         ar  /***   Bv  

(A  +  tfcos  p)*  M  +  #  co*  *)* " 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

1  Bv  ,   9p  

*^=V       (i*  +  Z?cosr)*~  V       M  +  Äcost>)** 

Nun  ist  aber 

/**         ar    fr    Z127  8p  

(4  +  i?cosp)*  (4  +  tfcosr)*  V       (4  -f  Äcosr)*' 
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also  offenbar 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Wenn  endlich  7S<r<2«,  0<t>!<7t  ist,  so  ist,  wie  leicht  er- 
hellet, nach  32): 

rZ=^r*'J*     (i!  +  i«*»)t+V"f  ^  (^T^osT)»* 

I 

Nun  ist  aher  in  diesem  Falle  offenbar:  .   .  . 

ÄT~  V  +  +  V  (Xfßcost,)«' 

o  o 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

'5t  — V        (/l+tfcosp)*'1'  V       M  +  #co*r)** 
folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Hieraus  sehen  wir  also,  das«  in  völliger  Allgemeinheit  fifr  alle 
Kegelschnitte  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

 r  =  *\R.S, 

ist,  oder  auch 

34)  .....   .  *=*yflg^'S<' 

§.& 

Zwischen  den  Grossen  ^,  Ä  und  den  Constanten  finden 
nach  25)  die  folgenden  Beziehungen  Statt: 


33) 
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K*'   **—      K*  ' 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  da  bekanntlich  K  eine  po- 
sitive Grösse  ist: 

*>  «-vi 

und 

36)  

Fflr  die  Parabel  ist  bekanntlich  A=  B,  also  *=0.  Beieich- 
nen  wir  nun  fflr  die  beiden  anderen  Kegelschnitte  die  beiden 
Halbaxen  und  den  Parameter  durch  a,b,p,  so  ist  nach  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  fflr  die  Ellipse  bekanntlich : 

,2     a  Vca— o» 

u 

also  K=^-    Fflr  die  Hyperbel  ist,  wenn  man  für  den  ersten 

Zweig  die  oberen,  fflr  den  zweiten  Zweig  die  unteren  Zeichen 
nimmt: 

■  a 

Nach  12)  ist  nun 

(sr+®)*+S),-¥+»=o. 


wenn  man  fflr  die  Ellipse  und  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
das  obere,  für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  untere  Zeichen 

nimmt,  und  fär  die  Parabel  -  als  verschwindend  oder  a  als  un- 

a 

endlich  gross  betrachtet. 

Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  m  iu  seiner 


also  »=Ta 
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Bahn  am  Ende  der  Zeit  t  durch  »,  so  ist  nach  den  Lehren  der 
Mechanik  bekanntlich 

-V(5) 

also  nach  36): 

»7)  t>  =  VKFS' 

die  Zeichen  wie  vorher  genommen. 

Für  die  Ellipse,  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
ist  daher  rcspective: 

»<V? .  »>V¥- 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich  p  nega- 
tiv, weshalb  wir  in  diesem  Falle 

setzen  wollen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  immer 

ist.   Aach  findet  man  leicht,  dass  in  diesem  Falle,  jenachdem 

r  <4a,   r=4a,  r>4a 

ist,  respective 

»<V"^?.  »=vr;:?.  »»V1? 

■ 

Von  jetzt  an  wollen  wir  grosserer  Einfachheit  und  Bestimmt- 
heit wegen  annehmen,  dass  die  Massen  M  und  m,  und  also  auch 
die  Grössen  fi  und  A  positiv  seien,  weil  dieser  Fall  fflr  die  An* 
Wendungen ,  ivelche  wir  von  diesen  allgemeinen  Lehren  späterbin 
zu  machep  beabsichtigen,  uns  zunächst  interessirt. 

Noch  34)  ist  in  «Slliger  Allgemeinheit 
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also  unter  der  vorder  gemachten  Voraussetzung : 

r  =  y  *  Är» 

und  folglich: 

38)  VM=     ^A     .S„  "  " 

oder,  weil  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  wenn  p  den  Para- 
Bieter  bezeichnet,  fllr  die  Parabel,  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 

2 

der  Hyperbel  allgemein  »st: 

2\/2 

39)  •    .   v'  ^ =  i-      —  5j. 

Hieraus  siebt  man,  das»  für  jedes  System,  von  Kicperu,  die 
sich  sämratlich  um  den  Central körper  M  bewegen,  also  z.  6.  für 
das  System  der  um  die  Sonne  als  ihren  Centralkurper  sich  bewe- 
genden Planeten  und  Cometen,  die  Grösse 

WA  2^2 

St  = 


V«+5 


eine  Constante  ist,  welche  wir  durch  k  bezeichnen,  und  daher 

■ 

40)  .  .    k  =  ¥       St  =  _  .  --— «ST 

setzen  wollen,  wo  sich  nach  dem  Vorhergeheoden  von  selbst 
versteht,  dass 

41)  k=VN, 

ist. 


T 


Wenn  einer  der  in  Rede  stehenden  Körper,  dessen  Masse  m 
mag,  um  den  Centralkurper  M  eine  Ellipse  beschreibt,  wie 
z.  B.  die  Erde  um  die  Sonne,  und  E  und  T  den  Flächeninhalt 
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der  ganzen  Ellipse  und  die  ganze  Umlaufszeit  in  derselben  be- 
zeichnen, so  ist  nacb  40) : 

2EVA 


Sind  aber  a  und  b  die  beiden  Halbaxeo  der  Ellipse,  so  ist  «ach 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekanntlich 

A  =  ~,  E=z  abn; 

i 

also  EvA=aint  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden; 

42)  k=  2a!* 


Nimmt  man  a,  etwa  die  mittlere  Entfernung  der  Erde 
Sonne,  als  Längeneinheit  an,  so  ist 

43)  k  =  

Beschreiben  zwei  Körper  m  und  mt  um  die  beiden  Centrai- 
korper  M  und  Jlf,  Ellipsen,  deren  Halbaxen  a,  6  und  al9  bt  sind, 
so  ist,  wenn  die  Fläch enräume  dieser  Ellipsen  durch  E  und  El, 
die  Umlaufszeiten  in  denselben  durch  T  und  Tt  bezeichnet  wer- 
den, überdies 

»  •  ■ 

gesetzt  wird,  nach  dem  Obigen: 

1EVA  2£,V4  . 

also  auf  ähnliche  Art  wie  vorher: 
und  folglich 


oder 
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folglich 

Ist  nun  Ml=m,  d.h.  ist  M  der  Centraikörper  fiir  m,  und  m 
der  Centraikörper  flBr  mt,  wie  z.B.  die  Sonne,  die  Erde  and  der 
Mond,  so  ist 


m      7\*  as  fm  ,  m,  \ 


^  »=  ,  r.«  «» 

ergiebt.  ^ 


Kann  man  aber  den  Brueb  ~^  seiner  Kleinheit  wegen  ohne 

merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  geht  vorste- 
hende Formel  in  die  folgende  Aber: 

oder 

mittelst  welcher  Formeln  der  Bruch  ^  aus  a,  alf  T,  Tx  gefun- 
den werden  kann;  dann  kann  man  aber  auch  die  Constante  k  mit- 
telst der  Formeln  42)  oder  43)  finden. 

Für  das  System  der  Planeten  und  Cometen  in  Bezug  auf  die 
als  Centraikörper  bat  man  auf  diese  Weise  gefunden : 

k  =  0,0I72Ü2ÖW95 
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welch»  Zahl  man  die  Constante  des  Sonnensystems  zu 
nennen  pflegt,  wobei  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  als  Längeneinheit  zu  Grande  liegt. 

Bie  auf  eilf  und  zehn  Decimalatellen  genau  ist : 

k  =  0,01720209895 
*•  =  0,00029591227 
=  0,0000501)0310 
k*=  0,00000008756 
**  =  0,00000000151 
.    k*  =  0,00000000003 

und 

.  log  k  =0,2355814414—2 
log. **  =  0,4711628828-4 
log  0,7067443242— 6 
log .  k*=  0,9423257656— 8 
log.  *»=  0,177907*070-9 
log.  =0,4134886484-11. 
Bis  auf  sieben  Decinialstellen  abgekürzt  tat  aber: 

,  .  log  k  =0,2355814-2  " 
log.**=0,4711629-4 
log.A3  =  0,7067443  -6 
log.  A*  =  0,9423258-8 
log.A»=0,1779072-9 
log.  A«=  0,4134886- 11. 

§.10. 

Wir  wenden  ans  nun  zunächst  noch  zu  einigen  allgemeinen 
Betrachtungen,  welche  für  alles  Folgende  von  der  grössten  Wich- 
tigkeit sind,  und  daher  hier  der  sorgfältigsten  Beachtung  empfohlen 
werden  müssen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  j=r  setzen.  Weil 
nun  nach  30)  .<  i 

r=z(A+Bco8t>)-1 
Tktil  XXIX.  19 
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ist.  »  ißt 

x  =  A  +  Bcobv. 

* 

Ferner  ist  nach  18) 

dv  K   ^ - 


■  t 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  durch  euccessive  Differentia- 
tion die  folgenden  Formeln: 


T  =  A-f- ß  cosr, 
dt  =  —Bnnv^, 

^=  -  B  j  ein  *  ^  +3 cos ^.p-smti  ^  j  , 

^=2*1^+3^.^. 

^=-B  |sineg?+4coarg?  ^+3coat^^ 

-  .    /dv\*  SH  /dt 


1.  s.  w. 


sogleich,  dass  überhaupt  die 

5?  ttnd 

)n  Beaug  auf  die  Grosse  K  von  der  Ordnung  A  sind,  d.  h.  in  allen 
Gliedern  die  Poteni  &  enthalten.   Weil  nun  aber  nach  26) 

41) 


uiginzea 


by  Google 


A~-      A      *  A 

also 


48) 


ist,  so  siod  die  Differentialquotienten 

offenbar  aoch  in  Bezog  auf  die  Grösse  A  von  der  Ordnung  X,  und 
enthalten  also  in  allen  Gliedern  die  Poteni  k*. 


Aus  r  =  r~l  erhält  man  leicht  durch  successive  Differentiation t 

>  «  • 

3r  .fr 


8V 


a*r  _  mar  av  .  „  /a*ry ,  oß  t  /arv  **» 

-^(S)Y, 


and  fiberzeugt  sich  hieraus  sogleich,  dass  auch  der  Differential- 
SV 

qnotient  ^  in  Bezog  auf  die  Grösse  k  von  der  Ordnung  1  ist. 

Weil  endlich 
S.t»  ,.8r 


IS* 
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}1  *.s 


8? 

a*.r» 


u.  s.  w. 


ist,  so  ist  klar,  dass  auch  der  Differentialquotient  ^  in  Bemj 
auf  die  Grosse  £  von  der  Ordnung  l  ist. 

■ 

■ 

Nach  3)  ist  bekanntlich 
also,  weil 


ist: 


Also  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung, 
wenn  man  die  Binotnial-CoefGcienten  auf  gewöhnliche  Weise  be- 
zeichnet: 

■ 

ar = -  w  +     aFczi  +  (^-2)1    •  w=^ 

cP.  r'  8^ — ^  x 
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u.  s.  w. 


,       ox  <r—.ra 


U.  8.  W. 

+0— 2)A-i-grr*gi 
+(A-2)A-* -5^5-1 

Kaan  man  nun  beweisen,  dass  die  Differentialquotienten 

dar    dv  dx 
^'  ff 

in  Bezug  auf  dte  Grösse  k  von  der  ersten  Ordnung  sind,  so 
schliesat  man,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differential- 
quotienten 

B2x    dhf  d*z 

in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  hieraus 
und  aus  dem  Obigen  leicht,   dass  überhaupt  die  Differential 
quo! 


&x    d*y  B*s 


3<* 

in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  Ordnung  X  sind. 
Bekanntlieh  tat 
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und  folglich  durch  Uiffereotiatieo : 

dx  ,     du       dt  dr 

Ferner  iet  nach  4): 

dx      di  n 


dt/  $x 


mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  zwei  vorher- 
gehenden  Gleichungen  die  DifferentiaJqnotienten 

.  dx    dy  Bt0 

di'  dt'  dt9 

eo  erhält  man  leicht: 

dx     Qi— C»y  dr 
Tt  =  r  +r-'Si' 

i  dt      Cy—CtX     t  dr 
31  —      r*      +  r*oT 

Nach  11)  ist  aber: 

C=?*ein0ent,  f}«:!:*  coatoin«,  C^-JTcoei; 

also  nach  48): 

"»+5 


m 


— j-cosösini. 


1  + 


Ct=-*%/  — r^cosi; 
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indem  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
6  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist;  also  sind  C,  Ci,  C% 
in  Bezug  auf  die  Grosse  k  von  der  ersten  Ordnung,  und  da  nun 

nacb  dem  Vorhergehenden  noch  ^  in  Bezug  auf  diese  Grosse 

von  der  ersten  Ordnung  ist,  so  sind  nacb  49)  in  der  Tbat  auch 
die  Differentialquotienteu 

dx  By  Bx 
Bi*  FC  Bi 

in  Bezug  auf  die  Grosse  {  ton  der  ersten  Ordnung,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

Wenn  wir  die  Gleichungen  49)  quadrireri  und"  dann  zu  einan- 
der addiren,  so  erhalten  wir  nacb  einigen  leichten  Reductionen 
die  Gleichung  "  '  : 

nach  9)  und  5):  j 


*■  ■     ...  .t 


Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  49)  tefenft 
^Bt     **Bt        ^  +       r  dt' 

und  wenn  man  nun  die  Gleichungen  49)  differentiirt,  so  erbftlt 
man  in  Verbindung  mit  den  Vorhergehenden  Gleichungen  leicht 
die  folgenden  Ausdrücke: 


8*x         Klx      x  8*r 


52>    •        •   '  IT  +  r 
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oder  nach  48):  ■  " 

.  '.  ■       -   .  » 

d*x  X     X  8h 

Weil  üud  nach  (km  Obigen 

5i)  ....   fB— ^"HM-  r  (. 


■  i 


ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorl 
heoden  Gleichungen  einführt,  die  folgende  Formel: 

Hieraus  erhSIt  man  durch  fernere  Differentiation: 

66)  ....  +  ^    •  ^ 
und 

a*r-  /,,/,  ,  «J6(2-Jr)  /6>y    3-2^r  B*ri 

67)  ff  =  W  +  Ä  j—p^,^.--^.^!. 

welche  Differentialquotienten  man  auch  leicht  noch  weiter  ent- 
wickeln könnte. 


f.  IL 

Weil  nach  30)  bekanntlich 

rte(i4+Bco*e)-1 

ilt,  so  tot 
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dv  B  sin  e 

jj  =  (A  +  Bcq*v)-*.  £T sin c  =  {A  +  6eoB9)*> 


und  folglich,  weil  nach  18) 


dt  —  r2 


ist: 


58)  ft=KBamv 


Setzt  man  aber  für  die  Ellipse  uod  Hyperbel  respective 

 . " 

6Ü)  e  =r  ■  — 

a 

und 

«)  e=yr*+v 


und  nimmt  im  Folgenden  für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
immer  die  oberen,  für  den  zweiten  Zweig;  der  Hyperbel  die  unteren 
Zeichen,  so  ist  nach  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

B=±Ae, 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 


62) 


j£  =  A«^±J(l+£).s»ne. 


Weil,  wie  man  sogleich  findet, 


BcOB  t 

1-Ar=  M  .  Pcoßv  =  Br cose 


ist,  so  ist  nach  56): 
63)   ...   .    ^=Ä*£cosi>(^  +  tfcos*)» 


oder 


64)     .     .    .    fä  =  k*j(l+%)tM9(A+Bc*99ri 
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oder  auch  für  die  Ellipse  uod  Hyperbel,  immer  mit  derselben  Be- 
stimmung wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher: 

66)   .    .   .  i£=z±k*e(}  +  £)co*v(A+Bco*i>)*. 

Weoo  man  die  Gleichung  63)  unter  der  Form 

Jj- =  ßC*Br-*  co*  v 

darstellt,  und  dann  differeutttrt,  so  erhält  mau : 

^  =-K*B (2r- »  cos e j£  + r~« sin » fj). 


» 

setzt,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 


66)   .   .   .  ^=-^esinr(il+3Bco8r). 


'    '  8t*  ~  ~  r»  \  A  J 


67>   •   •  ÄS  ^-^V-ry  sins(^ +3ücost). 


also  für  die  Ellipse  und  Hyperbel: 


d*r  PAefl+]ä) 


68)    .   .  ^i  =  :F~^r\fc^3f"y  sin©M+3Äcose.) 

Will  man  B  ganz  elimioiren,  so  ist,  immer  mit  derselben  Be- 
stimmung wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher: 

ft  =  ke^~±A(l  +  ~).8\ni>, 
m)    ^    l^=±^e(I  +  ^)cose(liscoee)» 
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Für  die  Parabel  muw  man  A  =  B~  ^  setzen,  wenn  p  den 
Parameter  bezeichnet.    Die«  giebt  nach  dem  Vorhergehenden: 


70) 


i  ■   ^  

£=JM8int>  =  A  ^A(l  +  J).  ein  o = k  \f?(l  -f  $  •  «in  •  J 


71)  .   .  Ss=Ä-«^»cose(l  +  coee)»=4Ä«Jscos©coeJcS 


* 


oder 


72)  .   .    .    |£=4AM*(I  +  £)cost>cosio*. 


.  : 


1  - 

73)  ...  .  ^ä=  —*0  +  jjj)co*t>cos4p«; 
endlich  ist 

3«r  K*Ä* 

74)  ...    .    3|t  =  - — ^jr«inp(l  +  3cose). 

v  •  •  •  . 

oder 

75)  .   .    |£=— ^^(l  +  ^«sine(l  +  3cose)r 

9 

_ 

oder 

$.  12. 

Die  besonders  wichtigen  Falte  der  Ellipse  und  Parabel  wollen 
wir  nun  noch  der  folgenden  Betrachtung  unterwerfen. 

* 

üeber  der  Hauptaxe  der  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  C  sein 
mag*),  als  Durchmesser  denke  man  sich  eben  Kreis  beschrieben 
und  bezeichne  den  Brennpunkt  der  Ellipse,  in  welchem  sich  der 
Korper  Af  befindet,  durch  M.  Die  beiden  Scheitel  der  Haut» 
der  Ellipse  seien  P  und  A,  so  das«  P  der  dem  Brennpunkte  M 


*)  Eine  Figur  beizufügen  wird  nicht  nöthig  «ein. 
Falb  wurde  lieh  dietelbe  ein  Jeder  eelbet  aeichnen  können. 
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nächst  liegende  Scheitel  ist.  Oer  Ort  des  Körpers  m  cor  Zeit  I 
in  der  Ellipse  sei  ro.  Von  m  denke  man  sich  ein  Perpendikel 
auf  die  Hau p tax e  gefallt,  und  verlängere  selbiges  über  m  hinaus 
so  weit,  bis  der  beschriebene  Kreis  in  ro'  geschnitten  wird.  Dann 
ziehe  man  Cm'  and  Mm,  und  bezeichne  den  von  Cm'  mit  CP  ein- 
geschlossenen Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  CP  an  nach 
derselben  Seite  hin  von  0  bis  360°  zählt,  nach  welcher  hin  der 
von  Mm  mit  MP  eingeschlossene  Winkel  v  von  MP  an  von  0 
bis  360°  gezählt  wird,  durch  «*);  so  ist  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

a  cos  u=  Va*—6* +r  cos*, 
oder,  wenn  wie  früher 

77)  V^?_y^ 

gesetzt  wird  : 

78)  .....    .   acö»u  —  ae  +  rco9v 

oder 

79)  r  cos  o  =  o(cos  u  —  e). 

Nun  ist  aber  nach  30) 

r         +  *  cos*)-», 
also,  wenn  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  einfährt: 

a  J(cos  u — e) 


woraus  steh 

i     „  A   A  ) 

A  +  Beo"=l—B(«»«-e)'=  i  +  eaB-aß«»»'  ' 

folglich  nach  dem  Obigen 

\+eaK  aß 
...  res  — —  -j-cobu 

ergiebt.    Nun  ist  aher  bekanntlich 


*)  Eigentlich  sind  9  und  U  die,  die  entsprechenden  Winkel  roeesea- 
den  Kreisbogen  in  eine»  mit  der  Einheit  ah 
Kreue.  (S.obeo.) 
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1  =  fti'  ß  =  gi   6*' 

also,  wie  man  leicht  6ndet:  f 

B  1+eoB 

folglich : 

80)  r  =  a(l  —  e  cos  u). 

Nach  79)  und  80)  ist:  * 

COS«  —  g 

ol)  cose  —  |  ccoou* 

>  > 

woraus  sich  mittelst  leichter  Rechnung 

.  (l-e«)8inu» 
aioD»  =  (l__6cos 

also,  weil  offenbar  sinu  und  sino  immer  gleiche  Vorzeichen  haben 
und  1  — icosu  stets  positiv  ist, 

^     *  .  sin«VT=^ 

w)  8,0  r  =  l-ecos« 

ergiebt. 

Aus  der  Gleichung  81)  folgt  ferner  mittelst  leichter  Rechnung^ 


also : 


(l±e)(lTcoBu) 


cos;c*  =  i  cos,  u*; 

'        1— ccosu 


woraus  sich  durch  Division 


1  +  e 

tang  i»*  =  j-^tang i  u% 


(1  -  e)tang  J  t>*  =  (1  +  e)  tang  4«« 

ergiebt.  Offenbar  ist  aber  immer  zugleich  0<e<Jt,  0<tf<9*  und 
*<e<2»,  Jt<,u<2«,  also  zugleich  0<it><i*t,  0<iu<i» 
und  4 woraus  sich  ergiebt,  dass  sin}e 
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und  sini«,  co« l©  und  cos\u,  tan g 40  und  tangji 
Vorzeichen  haben.   Also  igt  nach  dem  Obigen: 

83)   .   .  . 

cos  Je  =  cos  4«  i_~clsu 


84)   .   .   .    tang;».VT^=stanriu. Vr+e. 

Rechnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Zeit  t  von  dem  Zeitpunkte 
an,  wo  der  Körper  1»  seine  kleinste  Entfernung  von  M  hat,  so 
ist  nach  32): 


1  "  V  p  \f   (A  +  Äcose)»* 
o 


Difterentiirt  man  aber  die  Gleichung  81),  so  erhält  man : 


(1 — #2)sinn 
(1  —  ecoBÜ)*™9 


82): 


85)  öe  =  i  du. 


Ferner  ist 


.     _  •         1   I 

A  +  i*C0SV  =  r"=  a(l-eco*u)' 


Bv  =a*VT=3i.(l-eco8u)du, 


(J  +  Äcoae)* 
und  folglich ,  weil  «  und  v  zugleich  verschwinden : 

o 

Abo  ist  nach  dem  Obigen: 

a«V(l -e*)A 
f=  ~  '—  («  —  estntf). 

Nun  ist  aber 


i.  . 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 

^  *«in*). 

oder,  weil 

■ 

■ 

und  nach  41)  bekanntlich  k-VM  ist: 


87)   ...    .     f  —  1  (u  —  e  sinu) 

m 


v 


88)   ...   .   — j  t  —  u  —  e  oio  au 

Die  drei  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen 


* 


*-  — r  (»-«sinn), 

89)    ....  {  T  M 

r=a(l -ecosu), 


tang.e=V  f^.tangi«; 


dorch  welche  t%  r,  v  sftmmtlich  dnrch  u  ausgedrückt  werden,  sind 
für  die  elliptische  Bewegung  der  Weltkörper,  am  die  Soone  von 
der  grössten  Wichtigkeit. 

Für  die  Parabel  müssen  wir 


4 


4  =  £  =  £ 
p 


;  also  ist  in  diesem  Falle: 

m  _        1        _       1  p 

}   '   '  r~il(l+cose)"2Jco8iü«~4^osT^' 


Ferner  ist  für  0<t<»  bekanntlich,  wenn  t  die  seit  dem 
Zeitpunkte,  wo  der  Körper  m  seine  kleinste  Entfernung  von  M 
hatte,  verflossene  Zeit  bezeichnet: 
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t'J       (A  +  B  COS 


also  fllr  A  =  B: 

» 


4co«ic*      2Vl^»Jo    cos  |p* 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformei  der  Integralrechnung  ist 
aber 

P  8je  _  sjnjg        P  Bjv       f  d\t>  _sinjt> . 
J  cos*©*— 3cosiü»rV  cosjp*'  ,/  coeie«~cosi» ' 

alao,  wie  man  leicht  findet: 

^^rrztangie  +  itanglr», 

0 

folglich  nach  dem  Obigen: 

1   

'=2V^ (taDg  lr  +  '  ***  4t,,)* 

Bezeichnet,  wenn  «<p<2«  ist,  (  die  Zeit,  welche  bis  zu 
dem  Zeitpunkte  verfliegst,  wo  der  Körper  m  «eine  kleinste  Ent- 
fernung von  M  hat,  so  ist  offenbar: 

l~  1  #i  ,/       (il  +  Äcosr)*' 
also  nach  dem  Obigen: 


I  »        <!•  I 


1  f%nj*P 


Nun  ist  aber  allgemein 

/Biv 
^T^  =  tangiü+itangie», 


.  ■  \ 


also 

n 


/  3o7^4 =— tangio-itangic», 
9 


folglich 


•  •  • 


<=~2^('an8l,,  +  ,t",gJ,',): 


...  ;  .  • 
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Bezeichnen  wir  nun  aber,  jenachdem  0<o  <  ?t  oder  sc  <e<2« 
ist,  die  seit  dem  Zeitpunkte,  wo  m  seine  kleinste  Entfernung  von 
M  bat,  verflossene,  oder  die  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  noch  ver- 
fliessende  Zeit,  indem  wir  zugleich  diese  Zeit  im  ersten  Falle  als 
positiv,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachten,  durch  t,  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  io  völliger  Allgemeinheit: 

91)  ...    .     <  =  ^~=(tangjt/+jtangi©») 

oder,  weil  A  =  -  ist : 
V 

92)  ....    i  =  ^L(tangic  +  'tangip3),  , 


oder  : 


Weil 


ist,  so  ist: 


94)  ...   .   f=    "r^=^(tangiP  +  itang|r») 


2(1  +n) 


oder 


771 

w 

♦ 


95)  ...   .    «  =  —  (tang  Jt>  +  Wang  Je)', 

welche  Formeln  besonders  für  die  Theorie  der  Coineten  von  sehr 
grosser  Wichtigkeit  sind. 

Nach  dem  berühmten  Lambert' sehen  oder  Euler'schen 
Theorem  von  der  Quadratur  parabolischer  Sectoren  *)  ist,  wenn 
dem  Sector  &  die  Vectoren  rL,  rs  und  die  dazwischen  liegende 
Sehne  entsprechen: 


S,=  r',Vf. 


\  (rt  +  ra  +  rt  *)<  T  (r,  +  r%  -  *)*  | , 
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indem  man  das  obere  oder  untere  Ze?ehen  hinimt/  jenachdeitt  der 
von  den  Vectoreff  r,,  nach  def  Seite  def  Parabel  h\ri  einge- 
schlossene Winkel  ein  eoncaver  odeY  ein  convexer  Winkel  ist. 
Weil  nun  nach  34)  allgemein 


•  c  - 


i*t.  so  iat  ffir  die  Parabel: 

- 

» 

■ 

96)    .   r=  i====-l(r1  +  r,+f|il),T(ri+f.-W^. 

<*yf  i+S 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
▼on  den  Vectoren  T\ ,  r2  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  einge- 
schlossene Winkel  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel  igt. 


Anhang. 

Es  giebt  noch  eine  Klasse  sehr  merkwürdiger  allgemein  gül- 
tiger Formeln,  zu  deren  Entwickelung  «ich  im  Vorhergehenden 
noch  keine  Gelegenheit  dargeboten  hat.  Diese  nach  meiner  Mei- 
nung sehr  heraerkenswerthen  Formeln  will  ich  daher  in  diesem 
Anbange  noch  entwickeln. 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel^  welche  die  von  der 
Sonne  als  dem  Anfange  der  Coordinaten  nach  dem  Perihelium  ge- 
zogene gerade  Linie  mit  den  positiven  Theiten  der  Axen  der  x,  y,  z 
einschliesst,  wollen  wir  respective  durch  X,       v  bezeichnen. 

Daun  ist,   weil  offenbar  ^*  ^'  l   aie  Cosinus  der  180°  nicht 

r      t  t 

übersteigenden  Winkel  sind,  welche  der  Vector  r  mit  den  positi- 
ven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  %  einsohliesst,  wie  man  sogleich 
ubersieht,  in  völliger  Allgemeinheit: 

x  y  z 

97)  .   .    .    .  cosr=  —  cosA+J:Cosf4+-cosv, 

oder: 

98)  .   .   .   .   xcobX  -f  ycosfff  icos v=rcosp. 
Nun  ist  aber  nach  30)  allgemein: 


uiginzea 


by  Googl 


also: 

und  folglich  nach  dem  V orhergeh enden : 

1  —  Ar 

100).    .    .    jtcosA  +  yco»/4  f  2CO«  v  =  — — . 


also,  wenn  man  differentiirt :  ■• 

Bx      .     By  dz  A  Br 

IUI)    .    .    £j  co8*  +  0j  CO8P  +  ^C0ÄV=~2?' 87* 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

— g — = x cos k \ y cos (i  f  zcosv, 
^   Br     Bx  • 

erhÄlt  man  sehr  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
1  —  Ar  Bx    Ax  Br     .  Bx       Bx.  By  Bx^ 

Yt  +  -R '  ft  = (2  Bi-xBz)M*  v~{*  dt*  Bi)co*f ' 


1  —  Ar  By     Ay  Br        By       Bx  Bz  dyv 

"ft  +  ~BB~t  ^(*fr  -9Bi)€(t*k-ÜBt 


I  —  Ar  dz     Az  B^    .  Bz       fly.  ,  Bx  BzK 

—ß    'Bt  lB  ^h^Bt  -^)w»r*-(*5-*a)^A; 


B 

folglich  nach  4): 


\-Ar  Bx    Ax  Br  „ 

Bt+  ^  ä(  =  CiC08V-^C0^» 


inn<        1    1  —  Ar  By  t  Ay  Br     „      ,  _, 
luzj        <    — —  ' dt  *~  B  '  di=  ^C08*~  Ccosv , 

1—  Ar  Bx  .  Az  Br     _  _ 
~B~  '  Bt  +  B  '  Bt  =  Cc08't-  C»c08i' 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  und  addirt 
sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,  weil 

COsA*+rOSfA*  +  COSV*=  1 

ist,  sehr  leicht  die  folgende  Gleichung: 
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(\  -Ar  dx     Ax  9rV      (V  —  Ar  dy    Ay  dr\% 
\B~'  dl*  B  di)   +V    B  dt+B'BtJ 

a  f\-Ar  dz  ,  Az  3rV 
und  folglich  nach  9): 

\~~B~~  et+  b  dt)  +v  ä  'a/+ß'aj 

=  Ä»  —  (CC0«A+  C^C08jtt+  Qcosv)*. 

Entwickelt  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  auf  der  linken 
Seite  de«  Gleichheitezeichens,  so  erhält  man  für  dieselbe,  weil 

dx      dy     dz  dr 

*Tt+9dt+ldt-rFt 

ist,  suvOrderst  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

4  *   ß  rw  • 

also  nach  50)  den  Ausdruck: 

fl-Ary  v.     i  fl-Ary  ,  /IV  ,  0l-/*r       i  /dry 

/l  — i4r\'  1  /arV 

=  (-sr)*,  +  »  (§?)• 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

*    ^r=cost>,  und  nach  58):    ■^•^  =  Afsinr; 


also  ist  offenbar: 


uigmze 


d  by  Google 


/I — Ar  dx     Ax  dr\% 
V   B      dt*  B  dt) 

(\-Ar  dt      Ax  dr\ 

+  \~B~  ei  +  b  dt) 

also  oach  dem  Obigen  die  Gleicbuog 
K*  =  Ä*  -  ( Ccos  k  +  (\  coa  p  +    cos  v)Ä 
bat,  aas  welcher  sich  die  Gleichung 

103)  .     .     .    .  CcOSA+QcO8(*+^COSVr=:0 

ergiebt 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

/  1  —  Ar 

I    xcosX  +  yco8fi  +  zcosv  =  — , 

104)  <   dx       ,  a  dy  dz  A  dr 

)  dtcoak^dtcoa^dtcosv=-B'Ft' 

\    Ccosl  -f  Qcosp  -f  Qcosv  =0. 

Um  aus  diesen  Gleichungen  cosA  zu  bestimmen,  multiplicire  man 
dieselben  nach  der  Reibe  mit 

«it-ftfr  »8-1 

und  addire  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man: 

d  dt     dx  dx  dt/ 

»*  <  ^  dl "  Cl    +  dl ( ^ * "  ^ + c  a*  -  *  I> 1  c  08 1 


=  lz^(C^_c^)- i. 


ar 


IT" £  ~  Cl  ä< )  ~  B  *  dt ( Cl  1 

Fahrt  man  in  den  Factor  von  cosX  auf  der  linken  Seite  des 
Gleichheitszeichens  für  C,  6\.  Ca  ihre  Ausdrucke  aus  4)  ein,  so 
erhält  man  für  diesen  Factor  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 


x* 


>  (50* + CO'*  ©  Vc*4+*- 
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und  die  obige  Gleichung  aar  Bestimmung  von  cosil  erhält  daher 
die  folgende  Form: 

KW  =l^-r eng  -  <\  *>-  ±         -  Oy). 


i 


Führt  man  nun  auch  in  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  fär  Ct  und  C*  ihre  Ausdrücke  aus  4)  ein,  so 

erhält  man  fär  diese  Grösse  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

i   

»TT1"?"  +*W  ~rä  ^ 

,  i*r\  8a?  Br 
l-Ar  K*x  ,  1      /örV      &r  Br 


I 


=i~^  .^+£Ä»*sinr»-ffr~sin«r 


Nun  ist  aber 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 


» 


also  obige 


l-Ar     „.    m  A-(A*-B*)r. 


■ 
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Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

_     a     Kx  A-(A*-B*)r 

JSTcotU  =  -   •  ß  r  smr, 

r 

und  man  hat  also  jetzt  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

„     x     Kx  A-(A*-B*)r  Bs 
KcosX  =  —  •  ß  r%l  smr, 

105}    .    <  Äcosf*  =  -j^  •  —g  r-gjsine, 

Kz  A—(A*—B*)r      dt  . 
A  cos  v  =  —  -  K—ß   —  rgjSin  9 ; 


oder: 


x  A—(A*—B*)t     r   dx  . 
c.°^  =  r  ^  tf'¥<Mnf?' 

inR,      ]  y  A-(A*-B*)r     r  3y 

106)  J  co*p  =  f   ß  ^.gjsinr, 

coavze-  ß  -J-^-el8,n*» 

oder  nach  35),  wenn  wir  M+m  für  das  dortige  p  setzen: 

'   "          ar  4— (-rf*--£*)r      4/     Ä~  Bx  . 
i   cosA  =  7.         ß  r\  ^■^.n«, 

107)  <j  eo^^f.—-  _ry  __.^81Dr, 


♦ 

Sind  die  Massen  positiv,  so  ist  nach  48): 


ro 


■  i    *  1  1 


und,  wenn  man  4«n  Hruch  jj  vernachlässigt: 

also  unter  diesen  Voraussetzungen  nach  106):         • -1  v.ii.*i  1 
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*  A-(A*-H*)r    rs'A  Bx  . 

cosA--.— B  7T'di*mv* 

im     }             V  A-(A*—B*)r    rVA  du  . 
108)     j  C0Sf4  =  .r.  ;/ _  ^__._^lnp, 

cosv=-  ^   r  .^s.nr; 

wo  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


IUI»)    .    .    .    .  sin 


ist,  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeoacbdetn 
v  zwischen  0  und  180°  oder  zwischen  180°  und  360°  liegt 

Im  Falle  der  Ellipse  ist  bekanntlich: 


also 


und  folglich: 


A      a  Va*-b*  ea 


A-  (A*-ß*)r  a-r 
B  -  ea 


Folglich  ist  in  diesem  Falle: 

,     x  a—r    erVa  Bx  . 
ecosA=-.—  _.-_glnCt 

HO)   .      1.^1.^-^.11  +  .. 

f              x  a  —  r    erVa  Bx 
\  eco8v=  -  •  —  _._-inr; 

wo  bekanntlich  b  =  a  V^J^-"**  ist. 

Ferner  ist  i- 
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./I  — /frV      2Ar  —  \-(A*—ß*)r* 
\   Bf  )   ~  B*r* 

g1— 6*— (gg— 2nr  +  r1) 


und  folglich: 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  v 
zwischen  0  and  180°  oder  zwischen  180°  und  360°  liegt.  Also  ist 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens: 

i 

,     x  a  — r    1  BxaI      "    /a— r\* 


Hl) 

P 

i  .  > 


ecos  v 


f  cos 


ecosv 


Digitized  by  Google 


'298  Grunert:  Ueöer  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  Weltkörpert 


Zweites  Kapitel. 

Bestimmung  der  Bahn  eines  Weltkörpers  aus  drei 
geozentrischen  Beobachtungen  desselben. 

Fundamental  -  Gleichungen, 
f  L 

Die  Zeiten  der  drei  Beobachtungen,  aufsteigend  nach  ihrer 
Grosse  geordnet,  seien  f, ,  tt,  t^;  die  Zeitintervalle    — i^,  t$ — 

—  tt  sollen  aber  respecrive  durch  tj ,  ra,  ts  bezeichnet  werden, 
so  flass  also 


ist.  Die  Sonne  nehmen  wir  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
(Koordinatensystems  der  xyz  an  ;  die  Rhene  der  Ekliptik  sei  die 
Ebene  der  xy ;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  nach  dem 
Anfangspunkte  der  Längen,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  sei 
nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z  sei  nach  dem  Nord  pole  der  Ekliptik  gerichtet. 
Die  den  Zelten 

entsprechenden  Coordinaten  des  Weltkörpers,  dessen  Bahn  be- 
stimmt werden  soll,  in  diesem  Systeme,  und  seine  denselben  Zei- 
ten entsprechenden  Vectoren  seien 

*x>  yi,  *i;       h*  y>»  *s 

nnd 

ri »   rs»  r»-  . 

Die  den  obigen  Zeiten  entsprechenden  geocentriscben  Lfngen  und 
Breiten  des  Weltkörpers  seien 

Die  Coordinaten  der  Erde  für  dieselben  Zeiten  seien 

X\*  Yi »   X%»  J*5   ^i»  J»i 
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c  heliocentriecheu  Langen  und  ihre  Vecteren  seien 
/^i »  i*a»  X<a   und  Äj,  #3. 

Die  heliocentrischen  Längen  der  Erde  können  immer  leicht  au« 
den  geocentrischen  Längen  der  Sonne,  welche  bekanntlich  die 
Tafeln  geben,  gefunden  werden,  weil,  wenn  £ehte  beliebige  geo- 
centrische  Länge  der  Sonne  und  L  die  entsprechende  helioceo* 
trische  Lange  der  Erde  ist,  offenbar  immer 

L=£±180° 

ist,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenaclidem  £  kleiner  oder  grösser  als  180°  ist. 

Die  den  Zeitintervallen 

■ 

entsprechenden  Sehnen  der  zu  bestimmenden  Bahn  unsere  Welt- 
kürpers,  und  die  denselben  Zeitintervallen  entsprechenden  Seh- 
nen der  Erdbahn  wollen  wir  reepectiv«  durch 

«i »  H>  h   und    Sl9  Äj,  S9 

bezeichnen. 

Endlich  sollen  die  den  Zettintervallen 

entsprechenden  Dreiecksflächen  der  zu  bestimmenden  Bahn  unser» 
Weltkörpers  und  der  Erdbahn,  welche  respective  von  den  Seiten 

'ir*rs>   ri¥s>  nr**3 

und 

S|  lt.l  ft3 ,    Hx  -Sji  //s ,    Hx  Nt  S9 
eingeschlossen  werden,  durch 

f\>  f%>  h    u»d    *i»  Ft*  F% 
bezeichnet  werden. 

$.  2. 

Nach  einem  sehr  bekannten  Satze  der  aualytischen  Geometrie 
ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den  folgen- 
den Formein  auf  einander:   


Digitized  by  Google 


ti  lauert:  Vtttr  dte  ßetl/mmung  der  Bahn  einet  WelMrpert 

2*',=±(Jin-j[,rt), 

also,  wie  man  hieraus  leicht  badet: 

Die  Projectioneo  von 
auf  der  Ebene  der  xy  seien  respective 

xy      My  xy 

fit   fi*  /a» 

so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  auf  ei 
der  nach  demselben  Satze  wie  vorher: 

*y 


*y 

2A  =  ±(*ijf8  — *i.Vi)> 


woraus  sich  Kauz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  die  beiden  Glei- 


xy  sy  sy 

fax  -/a*t  +  /l*t=0, 

ergeben.  Nach  einem  allgemein  bekannten  geometrischen  Satze 
ist  aber 

xy  xy  xy 

also  uach  dem  Vorhergehenden  auch: 

Ä*i-A*a  +  A*«=0. 

Ayi  — /kyt  +  /zya=0. 


Stellt  man  nun  die  so  eben  fiir  die  Ebene  der  xy  angesteifte  Be- 
trachtung ganz  in  derselben  Weise  auch  für  die  Ebenen  der  yt 
nnd  tx  an ,  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen : 
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$.  3. 

Legen  wir  jetzt  zu  jeder  der  drei  Zeiten  t\*  t%>  durch  die 
Erde  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Coordina- 
tensystem,  und  bezeichnen  in  diesen  drei  Systemen  die  Coordi- 
naten  des  Weltkörpers,  dessen  Bahn  bestimmt  werden  soll,  zu 
den  Zeiten  tlf  t*,  t9  respective  durch 

Vi*        *V.       H'i  ***  V**  V; 

so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordt- 
naten  bekanntlich  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Glei- 
chungen : 

4?lS=I,+*,',    91=  Zl=*l'5 

ans  denen  sich,  in  Verbindung  mit  2),  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen ergeben: 

fi  (*i  +  *i 0 -  f% Ä  +  *»')  +  A (*s  +  *30  =  0, 
Multipliciren  wir  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

yaV— yaV.  ^sV-^a'yt'; 

dann  nach  der  Reihe  mit 
endlich  nach  der  Reihe  mit 

yiV— y«V»  *i'*a'— Vy*'— *«'yi';  * 

und  addiren  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  einander,  so  erhal- 
ten wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

3)  ä=*, V-y.  VH *.'(y,'*, '-y, '*,9+*3'(yi  V-y.'*,  0 
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sesetet  wird,  sehr  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

— /*t*t(y*V-yiV)  +  V*t)i 
+  A I    (y.V  -  *  V)  +    («■'«■'-»i'*t')  l . 

ö'^-/'1Ä+/l|A1(*v-jikV)  +  Ki(hV-V*iOI 

Auch  bat  man  nach  I)  offenbar  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

5) 

0  =    Fx \XX  (y.V-yaV)  +  Yi         -V*«) ! 
-FÄ|.Va(yaV--jr»V)  +  ^(^a'-V^)l 

0=   F^tev-yiV)*  ri(V*i'-«i'«tOI 

-F,|Aa(y8V--yiV)  +  n{*s'*i'-*i'*s')l 

+  #s<*.<3%V--yiV)+  F,(v*i'-«i'*,0i. 

f  F,tX,(y,  V~3&V)  f  Jr8(*i'**'-V*t')*. 

Offenbar  ist  nun: 

j  A,  =  i?1coaL|1  Fj  =  /?,  sin  ; 

6)   .    .         ]         RtcosL^,  >'t= /^»in  L^: 

'  As^coel*.  f^Ä.eioL,; 


i 
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und  wenn  wir  die  sogenannten  euffirten  Entfernungen  unser«  Weir- 
k&rpers  von  der  Erde  tu  den  Zelten  f , ,  fa,  f,  durch  ?, ,  o,, 
bezeichnen,  so  ist  offenbar; 

x\~Qi  c«sA, ,  yx'-=zqx  sinij,  at'  =  |>t  tätigt ; 
7)   .       ^'  =  ^00»^,  jf«'=«i»ioAa*  V  =  (*ta«SrV 
V  ^s/==98Cos^8*  ^»^^»»»nit,      —  fttangß,. 
Was  nun  zuerst  die  Grosse  &  betrifft ,  so  ist  nach  3)  und  7) : 
t     co»  A,  (sin  A*  tatig  03  —  sin    tang  0^)  j 
Ä  =  Pi^s  |  +  rosA4(sinA,tangj3,-sinA1tang|?,)  [> 
*  +  cos  Aa  (sin  A,  tangß* —  sin  A^ tang ßx)  ■ 

also  offenbar: 

Ä  =  Qi  QtQ*  I  sin(As— A*)tang0,  - sin(As  -  A, )  tang&+sin(  A*— A, )tang& } , 
oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

8) 

w  =  sin  (A3  —  Afl)  tang  ß,  —  sin  (Aj  —  At )  tang  ß%  r  sin  (A,  —  A^  taogj33 
oder 

.  8*) 

ö  =  - 1  sin  (A,  -  A,)  tang ß%  -f  sin  (Aa  - A, )  tang &+sm  (A,  -  A*)  tang/5,1 


9)  ä  =  ^^o. 

Wenn  man  von  der  Sonne  oder  einem  anderen  beliebigen  Punkte 
im  Räume  aus  Link*i  zieht,  welche  mit  den  zu  den  Zeiten  *, ,  t^, 
von  der  Erde  aus  nach  dem  Weltkörper  gezogenen  Geraden  pa- 
rallel und  gleich  gerichtet  sind,  und  auf  diesen  Linien  von  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  aus  Stücke  abschneidet,  welche  den 
entsprechenden  Entfernungen  des  Weltkörpers  von  der  Erde  gleich 
sind,  so  sind  die  Endpunkte  dieser  abgeschnittenen  Stücke  und 
der  Punkt,  von  welchem  aus  die  drei  Linien  gezogen  worden  sind, 
die  vier  Ecken  einer  dreiseitigen  Pyramide,  deren  sechsfacher  kör- 
perlicher Inhalt  der  absolute  Werth  der  Grosse  &  ist  *).  Also 
ist  nach  9)  die  Grosse  ö  der  sechsfache  Inhalt  dieser  Pyramide, 


*)  M.  «.  den  Aufdruck  %»m  Q  mid  meine  Elemente  Her  an» 
Ivtiachen  Geometrie.    TM.  I.    Leipzig.  1839.    S.  257. 
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durch  das  Prodoct  der  drei  curtirten  Entfernungen  des  WeltkSr- 
per«  von  der  Erde  oder  durch  da«  von  diesen  drei  curtirteo  Ent- 
fernungen als  in  einer  Ecke  zusammenstoßenden  Kanten  gebil- 
dete rechtwinklige  Parallelepipedon  dividirt,  wobei  es  sich  natürlich 
nur  um  den  absoluten  Werth  der  Grösse  ö  handelt. 

Ferner  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

/  Ax  =  sin  (Li — A,)  tang  ß2 — sin  (Lx  — A*)  tang  ßt , 

10)   .   J  ^^sinCL^^tang^-sind^-^tangft, 
(  As  =  sin  (Ls — A3)  tang ß% — sin  {Ly— A*)  tang  ß3 ; 

|  Bt=Bin(Ll  —  A^tang^—sin^— Agjtangft, 


11)   .    <  B,=sin(La-A1)taiig/J3-8'n(^-A,)tang|?1, 
'  Bt = sin  (L, — A, )  tang  /?,  —  sin  (Ls— Aa)  tang  & ; 

/  (\  =  sin  (L,  - Aa)  tang 0, — sin  (I*  - Aj)  tang jS2 , 


12)   .    <  CB=sin(La-A4)tang/?1-sin(Z^~A1)tang/?a, 
(  C,=sin(X3-A18)tangft-sin(£(,-A1)tangi?s 

setzen,  nach  den  Gleichungen  4)  und  5),  wie  man  leicht  findet: 
l     fyiQi  +  A\ R\f\  -  ^a#*/s+ ^a^/a =0, 


Die  Coordinaten  der  Sonne  in  ßezug  auf  die  zu  den  Zeiten 
Ii,  <2,  <s  durch  die  Erde  als  Anfang  gelegten  Coordinatensysteme 
sind  offenbar: 


und 


H)  . 


Ax  Rx  Fl  -  A2R*F2  +  A3R3  F3  =  0, 
t\  RXFX  -B*R*F%  +  ÄjÄjF, =0. 
£ Ä,  Ft  -  C*ßaFa  +  CB  1*^=0. 


5.  5. 


—  Äi  cos  L],   —  ÄjsinZj; 

—  R^cobL*,   — /?asioL2; 

—  Äj  cos/,,,    —  Ä8  sin  ; 


Digitized  by  Google 


aus  drei  geocentrischen  Beobachtungen.  305 


haben  wir  nach  den  Lehren 
drei  folgenden  Gleichungen:! 

+  Ä,  cos         (y,'  +  Rx  sin  Ltf+tx1*  =  r,». 

+  /?3  cos      + (jf,'  +  Ä,  sin       +  «,*  =  ft« ; 
folglich  nach  7) : 

(Qi  cos  X,  +  Rt  cosJL,)»  +  (p,  sin  A,  +  Ä,  sin  Z^)»  +  fc'tang  ft*  =  r^, 
fac«  J,  +  Ä,cos  Z«)*  +  (*sin  +  sin  L»)»  +  o,*tang  =  r,» 
(ojcos^  -»-  ÄsCosZ^  +  fosioA,  +  /2,sinL,)*  -f  o,«tangp3a  =rt*; 

• 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt,  mittelst  einiger 
allgemein  bekannten  goniometrischen  Relationen  sogleich  erhält: 

Iß1»+2p1Ä1  cos  {Lx — Ai)  +ot«sec  ß^=r^9 
A,*+2feftBCM(£t  -  Ät)+et«sec/?,«r=rs*, 
Ä,*+2otÄicos(L3-At)  +  o,*sec  &»=ra* 

Ferner  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

V= -  *,')' + in'  -y»')' + (H'  -V)ä. 
V=(ar,'-^')t+(sri'-3r.')n(x,'  -*,')•; 

also  naci  7): 

*ia  =  (piCosÄa— p3CosiB)a+(pasinAa-o38inX3)H(ftitang/5a— Pstang/5,)» 
«,•=(0,008^-0,  coslt)H(et«in^— Pi*in^)H(o.tang/Jt-o1tangft)» 
ia*= (ptCOsXi  —  paCogi^HCoi^nii— 0*sinA*)*+(?i  tang^j— patangj?,}*; 

■ 

woraus  man  nach  Entwickelang  der  Quadrate  erhalt: 

j1«==oa«sec^+e3,sec^-2o2o1{cos(a,-A,)  +  tang^tangÄ|, 
= p3ssec  ß3* + o^sec  ft*—  20,0,  ( cos  (A, — Ig)  +  tang  03  tang  |, 
+  fe'secfc»-^**,  icos^ -A.)  +  tangft  tangft); 

wenn  wir  der  Kürze 
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■ 

f  cos#|  =z%h\ßis\\\ßz-\  cosfocos&cos^— Ag), 
16).   |  caflÖ,=«inßl8in|Sl+co8ftco8/Jlco«(Af-ill)t 
cos  Öa  =  sin  &  sin  ß2  -f  cos    cos  /?a  cos  (Ai  —  A*) 

setzen : 

|  *i 1 = *«c  ßj* + (o,  sec  /?,)»  -  2  (fcsec/S«)     secfc)  cosö, , 
17)  I  f«»=(osseciSa)«+(olsecft),-2(o,secjJs)(p1sec/J1)cosÖi. 
^  «8*=(ft«ec/J1)«+(ot8eci3a)2-2(01secft)(et8ec^a)cosÖ,; 

so  dass  man  also  $x,  t±>  **  gw«  wie  die  dritten  Seiten  ebener 
Dreiecke  berechnen  kann,  deren  zwei  andere  Seiten  und  davon 
eingeschlossene  Winkel 

0asec&,03sec/?„  0,;  ftsecß,,  ftaecft,  ö,;  fcsecfc,  fesec/J2,  4, 

sind.  Alle  Kunstgriffe,  deren  man  sieb  zur  Erleichterung  und 
Abkürzung  der  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  in  der 
ebenen  Trigonometrie  bedient,  finden  daher  auch  hier  bei  der 
Berechnung  der  Sehnen  $x,  js  Anwendung.  Man  kann  z.  B. 
die  obigen  Ausdrücke  der  Quadrate  der  Sehnen  auf  die  folgende 
Form  bringen: 

«i1  =  (oa«ec  ß%  -  sec  ß,)«cos  i0,a  +  (fcseefc  +  fcsec0,)*sin  a6\* 
'**  =  (P,  sec  ßt  -  seeft^cos  1 0a*  +  (p,  seeft  +  p,  sec  ft)*sin  a  V. 
*a*  =  (ft  seeft  —  easec ßz)2 cos  sf93*  +     seeft  -f    sec &)* sin I0a*; 

und  berechnet  man  dann  die  Hülfswiokel  cot,  o>8  mittelst  der 
Formeln : 

so  ist,  wenn  man  die  absoluten  Werthe  der  Grössen 
(e.sec/38 -  q9 sec/?a) cos 10j  sec  ak , 
(03  sec  ß9  —    sec    )  cos  ;0a  sec  wa , 
(Ol  *e*ßi  -        ß%) cos  ie^sec  o, 
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durch  • 
val.  abs.  (p4«ec/3a  — ^sec^cos  iö,  sec», , 
val.  abs.  (p3sec/53  —  p,  Hec/S1)coa  iÖ»  «ec  co2 , 
val.  ab«,  (ft  sec^  —  pa  aec  0,)  cos  lö,  sec  o>9 

bezeichnet,  nach  dem  Obigen,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

!sx  =2  val.  abs.  (o2  sec ß2  —  pa  sec  ft,)  cos  Jfy  sec  w , , 
=  val.  abs.  (o,  sec  &  -  ^  *ec fr)  cos  iö4sec  o, , 
fj  =  val.  abs.  (pi  secßi  —  pa6ec/3,)cos  iÖ88ecca3. 

•  - 

Ffir  die  Quadrate  der  Sehnen  5, ,  5»,  der  Erdbahn  hat  man 
nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Aus- 
drücke : 

S,*=(4<»tl»-  Rs  cos  /,3)a  +  (/?2sin  In—^sinZ*)» 

■  *  ■  ,  •  ♦ 

SJ=  (Ä3  cos  Z* — J?i  cos  Z*)* + (ff,  sin     —  Rx  sin  L, )» 
V=  (Äi  cos     —     cos  slnL,  —  ß,sin  1^)»; 

also,  wie  man  sogleich  findet: 

1^  =  V         Ä.*  cosU*-!*) . 

S,=  V  ÄiHÄi2-2Ä9Ä1costLB--I1), 
S,=  Vi?1a  +  /^*-2Ä1Ätcos(L1-La) ; 

welche  Formeln  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  durch 
Einführung  von  Hülfswinkeln  zur  logarithmischen  Rechnung  bequem 
einrichten  kann,  was  wir  hier,  als  überdies  aus  der  ebenen  Tri- 
gonometrie hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  erläutern  wollen. 

9.6. 

Zu  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Glei- 
chungen kommen  als  Fundamental  -  Gleichungen  fiir  unsere  ferne* 
ren  Untersuchungen  nun  hauptsächlich  noch  die  folgenden,  aus 
der  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelten  allgemeinen  Theorie 
der  Bewegung  eines  Weltkorpers  um  die  Sonne  bekannten  Glei- 
chungen : 

21* 
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8(»  +  r»  "  w» 


2l>   $+*?  =  o. 


8^1   f  ftz  n 

welche  für  jede  Zeit  t  und  die  derselben  entsprechenden  Coordi- 
naten  xt  y,  %  und  den  derselben  Zeit  entsprechenden  Vector  r 
unsere  Weltkörpers  gelten.  Was  die  in  diesen  Gleichungen  vor- 
kommende Grösse  p  betrifft,  so  ist»  wenn  M  die  Sonnenmasse 
und  m  die  Masse  unsers  um  die  Sonne  sich  bewegenden  Welt- 
körpere  bezeichnet,  bekanntlich 

* 

also,  wenn,  wie  immer  k  die  Constante  des  Sonnensystems  be- 
zeichnet : 

22)  p=*o+£>; 

und  die  Gleichungen  21)  werden  daher,  wenn 
die  Constante  des  Sonnensystems  einführt: 


dt*  + 


23)  ...  .  <  a«y  f  y 


i 


=0, 


dt*  +  r» 


=  0. 


f7t 


Wenn  man  aber  den  Bruch  ^  als  sehr  klein  vorauszusetzen 

berechtigt  ist,  eine  Voraussetzung,  die  wir  bei  allen  unseren  fol- 
genden Betrachtungen  festhalten  werden ,  so  wird 
weise  setzen  können: 


*>  <S+9-°- 

wie  vom  nuo  an  stets  geschehen  wird. 


HL 

■ 

Bestimmung  der  Bahn  aus  drei  vollständigen  geocen- 

trlscheo  Beobachtungen. 

j.  7. 

Das  Problem,  mit  dem  wir  uns  jetzt  beschäftigen  werden, 
nämlich  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  um  die  Sonne  sich  be« 
wegenden  Weltkörpers  aus  drei  vollständigen  geoceotrischen  Be- 
obachtungen desselben,  jemals  in  aller  Strenge  und  Allgemeinheit 
auflösen  zu  können,  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
Analysis  so  gut  wie  gar  keine  Hoffnung  vorhanden,  was  zunächst 
und  hauptsächlich  in  der  transeendenten  Natur  der  hiebei  vorzüg- 
lich zur  Betrachtung  und  Geltung  kommenden  Grossen  seinen  Grund 
hat;  vielmehr  wird  man  bei  der  Auflösung  dieses  schweren  and 
wichtigen  Problems  immer  mehr  oder  weniger  auf  Naberungsme- 
tboden  oder  auf  Methoden,  die  auf  mehr  oder  weniger  nur  nähe- 
rungsweise richtigen  Voraussetzungen  beruhen,  sonst  übrigens 
eine  völlig  strenge  Durchführung  gestatten,  hingewiesen  sein.  Es 
liegt  daher  in  der  Natur  der  Sache,  dass  auch  die  Methode, 
welche  wir  im  Folgenden  entwickeln  werden,  nur  eine  Näherungs- 
methode sein  kann;  wir  werdeu  uns  aber  bemühen,  bei  Entwicke- 
lung  derselben  so  viel  als  möglich  alle  die  Ansichten  zur  Geltung 
zu  bringen,  welche  die  neuere  Analysis  nun  schon  seit  längerer 
Zeit  als  nothwendige  Grundlage  aller  ihrer  Entwickelangen  be- 
zeichnet hat,  wenn  dieselben,  —  natürlich  jede  in  ihrem  beson- 
deren Bereiche  und  so  weit  es  ihre  eigentümliche  Natur  über- 
haupt gestattet,  —  auf  das  Prädicat  völliger  analytischer  Strenge 
sollen  Anspruch  machen  können.  Wir  werden  daher  immer  den 
Grad  der  Kleinheit  der  ganzen  vernachlässigten  Grössen,  nicht 
bloss  einzelner  Glieder  derselben,  angeben,  so  weit  dies  überhaupt 
möglich  ist,  und  die  Natur  des  Gegenstandes  es  gestattet;  vor- 
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züglich  werden  wir  bei  der  Multiplication  mehrgliedriger  Grössen 
oder  Aasdrucke  in  einander  uns  nie,  wie  die  ältere  Reihen-Analysis 
bei  dergleichen  Untersuchungen  immer  tbat,  die  Vernachlässigung 
irgend  welcher  Glieder  gestatten,  und,  wie  gesagt,  überhaupt  allen 
den  Erfordernissen,  so  viel  es  bei  diesem  Gegenstande  irgend 
möglich  ist,  zu  genügen  suchen,  welche  die  neuere  Analysis  für 
ihre  Untersuchungen  in  Anspruch  nimmt,  wenn  dieselben  so  viel 
als  möglich  völliger  analytischer  Strenge  entsprechen  sollen. 
Natürlich  werden  wir  auch  zeigen,  wie  man  auf  dem  Wege  suc- 
cessiver  Annäherungen  die  gesuchten  Grössen  immer  genauer 
und  genauer  bestimmen  kann,  indem  man  entweder  dieselben  in 
immer  engere  und  engere  Gränzen  einschliesst,  oder  bei  ihrer 
Berechnung  sich  nach  und  nach  die  Vernachlässigung  immer  klei- 
nerer und  kleinerer  Grössen  gestattet.  Hierbei  bemerke  ich  aber 
ausdrücklich,  dass  ich  bei  der  folgenden  Auflösung  unserer  Auf- 
gabe noch  keineswegs  das  Ideal  erreicht  zu  haben  glaube,  welches 
ich  mir  selbst  von  einer  solchen  Auflösung  gebildet  habe,  dass 
dieselbe  vielmehr;  wovon  Niemand  vollkommener  als  ich  selbst 
überzeugt  sein  kann,  noch  weit  hinter  diesem,  Ideal  zurückgeblie- 
ben ist;  ich  bemerke  aber  auch,  dass  ich  der  Meinung  bin,  dass 
bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  nicht  mehr  zu  lei- 
sten ist,  als  ich  im  Folgenden  zu  leisten  eifrigst  bemühet  gewe- 
sen bin,  was  mir,  wie  ich  offen  gestehe,  nur  erst  nach  einer 
mehrjährigen  Beschäftigung  mit  dieser  so  überaus  wichtigen  und 
interessanten  Aufgabe  in  der  Weise,  wie  ich  im  Folgenden  zei- 
gen werde,  gelungen  ist. 


Weil  die  Coordinaten  x,  y,  z  unseres  Weltkörpers  natürlich 
Im  Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  t,  weicher  sie  entspre- 
chen, zu  betrachten  sind,  so  werden  wir  im  Allgemeinen 


•  * 

zu  setzen  berechtigt  sein,  und  haben  nun,  dies  vorausgesetzt, 
uns  zunächst  mit  der  weiteren  Entwicklung  der  aus  §.  2.  bekann- 
ten Grössen 


§.  a 


2/»  =±(*iy«— *t«/i). 


2/i  =db(*i3rt-*iyi) 


beschäftigen. 


Digitized  by  Google 


Sil 

Weil  in  den  früher  eingeführten  Bezeichnungen 

ist,  so  können  wir  xx,  xs  nnd  yl9  mittelst  des  Taylor'schen 
Lehrsatzes  respective  nach  Potenzen  von  ts,  entwickeln.  Be- 
zeichnen nSmlich  4>,  &'  und  *lf  d/  gewisse  positive,  die  Einheit 
nicht  übersteigende  Grossen,  so  ist  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsätze,  wie  denselben  die  oeuere  Analysis  darstellt,  wenn 
wir  bei  der  Entwickelung  bis  auf  Glieder  geben,  die  in  Bezug  auf 
Ts»  *i  der  (»+l)sten  Ordnung  sind,  dabei  aber  zugleich  die 
von  der  neueren  Analysis  eingeführten  Reste  der  Taylor'i 
Reihe  berücksichtigen:  , 


_  „  ,  *i_         .  Ii!  ^a  .  5l8  g>J»  . 
und^  ff 

.vi-ys-i,  ^  +  2!  ^  -  3!-8<t.  +.». 

•  *j  «fr? .  Ii*  9*ys  .  »i"  . 
*  —  Sfe  +  u  •  ä£  +  -g-  •  ^  +  3f  ^+  •••• 

Ti*   8*1/«»  T,*+* 

•••+^-^  +  (ir+TTr*(-+,,(<»+Vn)i 

■  •  .         .         ....    ..  .•   :  i 

wo  der  Kürze  wegen  im  Allgemeinen 

n!  =  1.2.3....  n 

gesetzt  worden  ist. 

Was  nun  die  Reste 
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betrifft,  so  ist  die  Anatysis,  bei  dem  gegenwärtigen  Grade  ihrer 
Ausbildung,  bekanntlieb  ganz  ausser  Stande,  dieselben  im  Allge» 
meinen  zu  bestimmen.  Nur  in  gewissen  Fällen,  wo  man  die  Form 
der  betreffenden  Fnoction  kennt,  lassen  sich  Gränzen  angeben, 
swischen  denen  diese  Reste  liegen  oder  welche  dieselben  nicht 
Obersteigen  können.  Im  vorliegenden  Falle  liegt  aber  auch  dies 
ganz  ausser  den  Gränzen  der  Möglichkeit,  weil  man  die  Form 
der  bier  zur  Betrachtung  kommenden  Functionen  gar  nicht  kennt, 
und  wir  sind  daher  genöthigt,  uns  hier  mit  den  folgenden  Be- 
merkungen zu  begnügen. 

In  L  J.  10.  ist  bewiesen  worden,  dass  die  Differentialquotienten 

&x     a*y  6**. 

W  dtt*  w 

also,  in  der  oben  eingeführten  Bezeichnung,  die  Differentialquo- 
tienten • 

fW«),  <zx*>(0,  *A>(0» 

für  jede  Zeit  t  in  Bezug  auf  die  Grosse  k  von  der  Ordnung  A 
Sind,  d.h.  in  allen  ihren  Gliedern  die  Potens  kx  als  Factor  ent- 
halten.   Daher  sind  die  Reste 


und 


in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  (»  +  l)sten  Ordnung,  so  dass 
sie  in  allen  ihren  Gliedern  die  Potenz  als  Factor  enthalten, 
wozu  ausserdem  noch  kommt,  dass  alle  Glieder  dieser  Reste  noch 
durch  das  Prodnct  (n  + 1)!  divWirt  sind  und  also  eigentlich  alle 
die  Grösse 

(n  4 1)!  ~  1.2.3  ....(n  4-D 
als  Factor  enthalten.  Nach  1.9-0.  ist  nun  s.  B.  fdr  *  =  3,  4,  5: 
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^==0,00000008756 
Ar»  =  0,00000000151 
£•  =  0,00000000003 

^  =  0,00000000365 
^=0,00000000001 

■  » 

^=0.00000000000004 


woraus  man  sieht,  wie  ungemein  klein  diese  Grossen  sehr  bald 
werden.  Umfassen  daher  die  Zeitintervalle  ts  und  xx  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  und  zweiten  und  dritten  Beobachtung  nur 
eine  geringe  Anzahl  von  Tagen,  so  wird  man  im  Allgemeinen  zu 
dem  Schlüsse  berechtigt  sein,  das«  die  absoluten  Werthe  der 
obigen  Reste,  wenn  man  etwa  n  nicht  kleiner  als  3  annimmt,  sehr 
klein  sind,  and  wird  dieselben  also  ohne  merklichen  Fehler  ver- 
nachlässigen oder  als  verschwindend  betrachten  können.  Das« 
hierbei  übrigens  der  völligen  mathematischen  Strenge  und  Evidenz 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  bleibt,  kann  und  darf  freilich 
nicht  geleugnet  werden;  aber  eben  weil  es  sich  hier  nur  um  eine 
Näherungsmethode  handelt,  wird  man  sich  mit  den  obigen  Schlüs- 
sen begnügen  dürfen  und  auch  müssen,  indem  in  der  That  in 
diesem  Falle  der  gegenwärtige  Zustand  der  Analysis  noch  einen 
Schritt  weiter  zu  gehen  nicht  gestattet.  Mit  besonderer  Deut- 
lichkeit geht,  wie  es  mir  scheint,  aus  der  obigen  Darstellung 
hervor,  warum  es  ein  der  Methode  günstiger  Umstand  ist,  wenn 
die  Zeitintervalle  *j  und  xt  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen 
umfassen,  wovon  nach  meiner  Meinung  der  Grund  nicht  bei  allen 
früheren  Entwickeluugen  dieses  wichtigen  Gegenstandes  mit  glei- 
cher Deutlichkeit  hervortritt,  da  diese  Entwicklungen  der  Grösse 
fc,  auf  die  nach  meiner  Ansiebt  hier  Alles  ankommt,  nicht  gleich 
vom  Anfange  an  die  gebührende  Aufmerksamkeit  schenken. 

Was  nun  unsere  ferneren  Entwickeluugen  betrifft,  so  werden 
dieselben  sich  von  den  früheren  Darstellungen  dieses  wichtigen 
Gegenstandes  in  mehreren  Punkten,  namentlich  aber  auch  darin 
wesentlich  unterscheiden,  dass  wir,  ausser  der  vorher  namhaft 
gemachten  unvermeidlichen  Vernachlässigung  der  der  1  av- 

lor' sehen  Reihe,  uns  von  nun  an  Irgend  welche  andere  Verasch- 
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lässiglingen,  streng  genommen,  gar  nicht  weiter  gestatten,  ins- 
besondere also  bei  der  Multiplication  der  fär  xlt  x%  und  t/i , 
gesetzten  raehrgliedrigen  Ausdrücke  in  einander  gar  keine  Glie- 
der unberücksichtigt  lassen  werden,  Vernachlässigungen  mancherlei 
Art,  welche  bekanntlich  die  ältere  Reihen  -  Analysis  sich  ohne 
Weiteres  gestatten  zu  dürfen  glaubte. 

Es  würde  gar  keine  Schwierigkeit  haben,  die  folgenden  Ent- 
Wickelungen ganz  allgemein  för  jedes  n  durchzuführen.  Um  aber 
unnöthige  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  uns  damit 
begnügen,  die  Entwicklung  nur  für  n  =  5  vollständig  durchzu- 
führen, was  in  der  That  för  den  vorliegenden  Gegenstand  auch 
vollständig  genügt   Wir  werden  also  die  Reste 

1.2.3.4.5.6   9  1.2.3.4.5.6 

* 

1.2.3.4.5.6   »  1.2.3.4.5.6 

als  verschwindend  betrachten,  und  daher  im  Folgendeo  nSbe- 
rungs  weise 

IT  Bti  +  2!  "5&~W§if 

4 

t,4  ra»  &xq 


4  d*xm  .  t.»  a»j 


*»  fyt  •  *a*  ö*.ya      »s*  Ü*Jh 

* = y*  -  ir  •  ^  +  ¥  *  sv  ~  3f  •  5v 

+  4!  *oV  ~  «I  "85*' 
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$.  9. 

Wenn  tri»  der  Kurze  wegen  im  Allgemeinen 

25)  ....  ^^=^?.^-^._I. 


setzen ,  wobei  die  Grossen  a:a  und  :y2  selbst  als  ihre  Oten  Diffe- 
rentialquotienten betrachtet  werden,  so  erhalten  wir  aus  dem  vor- 
hergebenden  Paragraphen  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen: 


und 

i  •  » 

Feroer  ist  ein  allgemeines  Glied  von  a^iy,  offenbar 


und  das  entsprechende,  nämlich  gleiche  Potenzen  von  xx  und  t% 
enthaltende  Glied  von  .T8yi  ist 

Also  ist  von         —  ar3<yt  ein  allgemeines  Glied: 


oder  nach  25) 


In  diesem  allgemeinen  Gliede  muss  man,  um  die  Grösse 

*iy* — *ayi 

zu  bilden,  für  lp  die  folgenden  Combinationen  setzen: 
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00 

01 

02 

03 

04 

05 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

90 

31 

32 

33 

34 

35 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

Weil  aber  nach  25)  <Hr  i  =  fi  offenbar 

m,M=o 


Gliedes  för      nur  die  folgenden  Combinationen  zu  setzen: 


01 

02 

03 

04 

05 

10 

12 

13 

14 

15 

20 

,  21 

23 

24 

25 

30 

•  31 

32 

34 

35 

40 

41 

42 

43 

45 

50 

51 

52 

53 

54 

Unter  der  Voraussetzung  aber,  dass  K  und  p  ungleich  sind,  ist 
nach  25)  offenbar 

JiAf/u+nMtA  =  o. 

Wenn  man  also  je  zwei  Glieder  von  der  Form 


wo  l  und  p  ungleich  sein  sollen,  in  ein  Glied  zusammenzieht,  so 
erhalt  man  för  das  allgemeine  Glied  von  *iyM—  a:^  den  Auedruck: 


in  welchem  offenbar  1  kleiner  als  p  angenommen  werden  kann, 
und  daher  för  Ap  nur  die  folgenden  Combinationen  gesetst  au 
werden  brauchen: 


(—  1  )*     xx  t*  —  (—  ly  y  rx  * 


Ol 


02 
12 


03 
13 

23 


04 
14 
24 
34 


05 
15 

25 
35 
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ind  ein  man  ,  wie  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst  versteht , 

0!  =  1  zu  setzen  hat. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  Air  a^y, — oriyl  den  folgenden 
Ausdruck : 

28)   «ift— *syi 

ITC*   Ü3!     ~   114!  /'1'4 

 1151  "i* 

+  — 2!3!  17«+  2!4r-^4+  ä!5i  ^ 

 m — "»*  m 

Wegen  26)  und  27)  kann  man  diesen  Ausdruck  auch  auf  die  fol- 
gende Form  bringen : 

* 

29)  *ijft  — 

=(*iy»-*«yi)  +  (*tyi— *.ya) 


W**^V)tt 

Höf  "l* 


r       2!3f  2141        iX*4+       2!5!  J2*'» 


"i*  MÜZ  n*> 


9  > 


■ 


ttS^i  -f  t,)  _ 

T  4151 

Nach  I.  §.10.  ist  il^p  in  Besag  auf  die  Grösse  k  von  der 
Ordnung  A  +  f*»  wJU  nian  also  die  Grosse  Xjy,— a^y,  so  ordnen, 
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die  Glieder  nach  den  Potenten  der  Grösse  k 
so  muss  man  dieselbe  auf  folgende  Art  schreiben: 


30)  *i.Va  —  *s#i 

-  Tl+r»7I 

—  U  Jk>*i 


+  öl  1J*>* 

+  — 3T~  "o*  ii2j  ni  * 

■ 

 Ü5!        "* +         214!  "a* 

'  Ml  "** 


§.  10. 


•  <  •  > 


Es  ist  nun  nftthig,  die  im  Vorhergehenden  im  Allgemeinen 
durch  17  bezeichneten  Grössen  weiter  zu  entwickeln,  was  zuerst 
die  Eotfrickehmg  der  Differentialqootienten  der  Coordinaten  *9,  yt 
erfordert 

Bekanntlich  ist  aber  nach  34):  1     *  { 

 /.*fE! 

31)    .   .    .     3?—*  rfV    B4f        *  r?' 
woraus  man  durch  fernere  Differentiation  ohne  Schwierigkeit  erbalt : 
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ferner: 

33) 


8*^a        K*  M*  Br*  0£a    3A«  cPr«         12A«  /?T»V 

a^*  -"V^3  +  v  a^  a/2  +  v  'atf*«^  v  Aa<,J 
*»  a*y*  6**  ar,       w  av*  m»/aray 


und  hieraus: 


34) 


,  3**  8%       36A»  /8r,y  8x,    3«*«  8rs  8V, 

+  v  Sf» *»~  v"  •  ^  •  S£  -T&.  8^  Wr* 

a>^   9ä»  ör,  a^»^  «*■  ava 
a<v  — rv»'$?  +  va<,      +  rl*  cv  * 

3Ä«  a%       3M»  /ar2\«  a«a    36Ä«  ar2  a*rt 

,  60**  /ara\« 


1  •  - 


Weiter  zu  gehen»  liegt  bekanntlich  zunächst  nicht  lo  unserer 
Absicht.  Entwickeln  wir  nun  aber  mittelst  der  Torhergehendeu 
Ausdrücke  der  Differentialquotienten  der  Coordinaten  x%,  y%  die 
im  Allgemeinen  durch  J7  bezeichneten  Grossen,  so  .finden  wir, 
dass  dieselben  sämratlich  die  Grösse 

'  a~  1 


^  ^  oese    .    ,   HM,  - 


als  Factor  enthalten;  and  wenn  wir  daher  der  Kürze  wegen  im 
Allgemeinen 


T7i 

setzen,  so  erhalten  wir  mittelst  einer  nicht  der  geringsten  Schtrie 
rigkeit  unterliegenden  Rechnung  die  folgenden  Ausdrücke:- 
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Go»=  0, 


36) 


_    3**  ar, 

_  i2j^  er,  eo^/fraV  36*»  ar*  sv,  3*»  av, 
<*1*-   v  ' 8,"    v  Kdi+J  +  v  a«,  ^  ~  v  "5??' 

£  6**  ar» 

|  9Af  dr±  ,         /artV  .  ?*•  dr*  cPrj    3**  a«rt  J 
_  k*  t2ik*  /dr%y  ,12A«  a«r.     72k*  /oY.y 

,27**  /avaV    18**  Br%  Bh± 

Das«  überhaupt  (7a,  p  in  Beziehung  auf  die  Grosse  Je  von  der 
Ordnung  1+f* — 1  ist,  erhellet  aus  dem,  was  früher  bewiesen 
worden  ist,  unmittelbar. 

Da  es  nun,  wie  aus  allem  Obigen  ganz  von  Selbst  hervor- 
geht, bei  dieser  ganzen  Untersuchung  durchaus  nicht  auf  die 
wirklichen  Werthe  der  Grössen  flt  f%i  f%t  sondern  bloss  auf 
deren  Verhältnis«  unter  einander  ankommt;  da  ferner  bekanntlich 


und 


aus  drei  geocentrischen  Beobachtungen.  321 


2/?=:fc(*iy*— *«yi) 
ist,  60  kann  mao  im  Obigen  offenbar 

"o»i 

a  =  , 

Jio»i 
"oa 

setzen,  and  erhfilt  dadurch  nach  26),  30),  27),  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  35),  für  die  Grossen  /*,,  f%9  ft  die  folgenden  Aua- 
drucke : 

37)  fx  =  |5 -Gm  +^ .  G0*+ 3f .  .  CoH+^f  •  Go*» 


+  — 2i — .&o* 

+  — 3T"  •  Go*  Ft2!      * G** 

+  — ir  \w — 

+  — 51 — •  °o*  •  W»4+  261  "** 

 115t    214!  G*« 

+         2151  G»*  3141  

 3!5I 

+  4!5|  

Theil  XXIX.  22 
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wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 

G0tl  =  l,   £0„  =  0  und  tt+ttz=tt 

ist. 

Nach  26),  27),  29)  ist  auch: 

38) 

A=|y  •  Go»i  —  igr  •      -I-  -jf  •  *»o»»  — |jr  •  Go*+  ~öT  •  » 

A=/i+A — H2! — G"  m — G**  iiiu —  Gl* 

 ilsi — G™ 

+  2131  G»'+ 2!Ü   2!5!  G*> 

 314!  3!5T— ^ 

+~  m — G«* 

Wenn  man  die  Reste 

1.2.3.4      '  1.2.3.4 


und 


V<PJr(<t-^iT3)     tk4fl,rq»  +  «k'Ti) 
1.2.3.4      '  1.2.3.4 


bei  einer  ersten  Näherung  vernachlässigt,  so  muss  man,  wie  aus 
dem  Obigen  sich  leicht  ergiebt: 

39) 

fx  =  jf  -^o»i  +  t|f  •  *»o*  +  •  Go* » 
^  5=5  W  *  G°'l~~  IST '  G°*+  "3f  *  G°*  • 

/»=/!+/•  Jgf  jj3j   2!3l          •* ' 
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aus  drei  geocentrischen  Beobachtungen. 
wie  man  mittelst  36)  leicht  findet: 

U-h  +/.  (1  —  •  g<7  -  -g;!/), 


und  folglich 

I 


Wenn  man  die  Reste 


1.2.3.4.5    '  1.2.3.4.5 

und 

1.2.3.4.5    '       1. 2.3.4.5 — 

» 

vernachlässigt,  so  mnss  man 
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42)  . 

•  r 

1  * 

^,==n"*    t  wm  G°*  +  ist*    "~  ^r*  **<>,4' 

/«=/i+A  jj2j  j!3f      ^i»»  i!4f  "i* 

+       213!                     2141  02,4 

 3!4!  **** 

— 

■  -  _ 

und  folglich  nach  36),  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

43) 

öra8+         24ra«  144r*« 
+-4r7*— <ra  2r^}äfc 

A  =  *.(!— g^T-  4^4-  g£> 

setzen,  wo  man  bei  der  Entwickelung  von  f%  nach  den  Formeln 
42)  zu  beachten  hat,  dass 

A+A— »l*  eS»        +  ärä* — — •  ä£ 1 

oder 

A+A— trall— :      -ßr^       ■  +   W  * 


A  =  « 


ist. 


•    •  »♦»►.• 


Wie  man  sich  nun  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Glei- 
chungen bei  der  Bestimmung  der  Bahn  eines  Weltkftrpers  aus 


drei  geoceotrischen  Beobachtungen  des 
soll  in  den  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden. 

■ 

§.  11. 


Nach  13)  und  15)  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


44) 


und 


\  «*=Rs«  +  2f»ff2co8(r»-ili)+?»»»ec^». 

■ 

ii  nnn  Behufs  einer  ersten  Näherung  die  Reste 
1.2.3.4      '  1.2.3.4 


1.2.3.4       '  1.2.3.4 


vernachlässigt,  welche  in  Bezug  auf  die  Grosse  k  bekanntlich 
von  der  vierten  Ordnung  sind,  wo 

k*  =  0,00000008750 

oder  vielmehr 

.  ,\A*  =  0,00000000365 

ist,  so  ist  nach  41): 

45)    .    ^/i  =  Ta,1._+  _  ._+_T_r.U 

-  /I  >  v 

r ■  —  *»  (J  - 

In  diesen  Formeln  muss  man  nun  aber  bei  der  ersten  N&he- 

ruog  nothwendig  auch  das  den  Differentialquotienten  ^  enthal- 
tende Glied 

•■••«■  ■  .  ••• 

welches,  weil  der  in  Rede  stehende  Differentialquotient  in  Bezug 
auf  die  Grosse  k  bekanntlich  von  der  ersten  Ordnung  ist,  in  Be- 
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zug  auf  dieselbe  Grosse  der  dritten  Ordnung  angehurt  *),  ver- 
nachlässigen. Die  Vernachlässigung  dieses  Gliedes  ist  aber  mit 
desto  grösserem  Rechte  gestattet,  je  näher  xt  —  x%  der  Noll 
kommt**),  d.h.  je  genauer  die  Zwischenzeiten  zwischen  der 
ersten  und  zweiten  und  zweiten  und  dritten  Beobachtung  einan- 
der gleich  sind,  woraus  sich  die  sehr  wichtige  Regel  ergiebt,  dass 
man  bei  Rechnungen  dieser  Art  jederzeit  vorzugsweise  drei  solche 
der  Rechnung  zur  Grundlage  dienende  Beobachtungen  des  be- 
treffenden Weltkörpers  auszuwählen  bat,  bei  denen  dte  erste  und 
zweite  und  zweite  und  dritte  Beobachtung  durch  möglichst  nahe 
gleiche  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind.   Dies  voraus- 

wir  also  bei  der  ersten  Näherung  nach  dem  Obigen 


46) 


•    •  • 


\A=t,(l-^r) 


zu  setzen  haben,  und  haben  daher  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen 44)  zwischen  den  Grössen  oa  und  r»  jetzt  zwei  Glei- 
chungen, die  zur  Bestimmung  dieser  beiden  Grössen,  nämlich 
der  curtirten  Entfernung  des  Weltkörpers  von  der  Erde  und  sei- 
nes Vectors  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  vollständig  hin- 
reichen;  und  wie  diese  Gleichungen,  aufzulösen  sind,  was  in 
zweckmässiger  Weise  nur  durch  Näherung  geschehen  kann,  ist 
daher  jetzt  zunächst  zu  zeigen. 

Bei  der  ersten  Näherung  wird  man  sich,  da 

^  =  0,00000000730 

ist,  unbedenklich  noch  die  Vernachlässigung  des  Gliedes  1 0^ 
gestatten  dürfen,  und  daher  nach  46) 


•)  J** =0,0000*2545.  • 

**)  Dass  die  Zwischenzeiten  tt ,  t%  nie  so  gros«  «ein  dürfen,  ist 
im  Vorhergehenden  schon  hervorgehoben  worden,  und  nl*  eine  allge- 
meine, bei  Rechnungen  der  vorliegenden  Art  stet«  zu  beobachtende 
Hegel  zu  betrachten,  auf  die  wir  daher  auch  von  jetzt  an  nie 

.  ■  •  •    .  u-  ■ 
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47) 


zu  setzen  haben. 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Weltkörpers  ron  der  Erde 
zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  durch  H2,  so  ist 

•  * 

48)   ...   .      =  tfjcos^,   Ha  =  p2sec/3a; 


und  berechnen  wir  nun  den  Hunswinkel  A%  mittelst  der  Formel 

49)  ....   cosz/,— — co8/5jCos(I^  — 


so  erhält  die  zweite  der  Gleichungen  44),  wie  man  sogleich 
übersieht,  die  folgende  Form: 


/?22  —  2  /^H2  cos  4*  +  H22  =  /?««  sin         -f-  e*) ; 

und  nehmen  wir  nun,  damit  sis^s  jederzeit  positiv  werde,  den 
Hülfewinkel  stets  zwischen  0  und  180°,  was  vermöge  der 
Gleichung  49)  offenbar  unter  allen  Bedingungen  raÖgRch  ist,  so 
kOnoen  wir  wegen  der  Gleichung  50)  offenbar 

52)  n  =  Ä2sin^»(l+tf2)« 


Wegen  der  ersten  der  Gleichungen  44)  und  der  Gleichungen 
47)  ist  nun: 


50) 


r2  =  (/?a*-2Ä2H2Cosz/*  + 


Setzen  wir  aber 
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also: 

tlBlRl  (l  -^)  +  t,^l^(l~^)-Ti((5^+Äal?2)(l--^?)==0. 

woraus  sieb  sogleich 

1       6^  Tt     Rj  -f  t3 /^/i'a  — ra(ö^i  f  ff  2  fo) 
ra3  ~~  A* '  n^Ä!  +r3sff.Ä3-Ta»(öoa+AÄa) 

oder  nach  48)  und  52) 

1         6  ßaVm  ^a  rt  ^  Rj  +  t3  ff8  /ig — xz{R*R%  +  (ÖB2 cos  /3a) 
(l+»a)l ~       A»  'T^Bj^+Ts^aÄa-r^CÄa^+öHacog^) 

ergiebt.  Fuhren  wir  aber  in  diese  Gleichung  für  H2  den  aus  51) 
sich  ergebenden  Werth 

#2  =  R%  (cos  ^a  +  v  sin  **a) 
ein,  und  setzen  der  Kurze  wegen: 

G  =rlßlRl~- T2ßa/?a+ ra /?3 Rs  -  ötj fl^ cos /  Jt cos  J2 , 
Gx  =  ÖTaf?a  cos  /?»  sin  ^s ; 

G'  =        Ät  -  t*3/*2  tfa + r3»ff3  tf3  -  ör23     cos/3,  cos  4. 
Crj ' = ütj'Äa  cos  /5asio  ^a ; 
ö^sin^». 

so  wird  die  in  Rede  stehende  Gleichung: 

(1+^)1  -*G'-G\V 
aus  welcher  Gleichung  nun  v  bestimmt  werden  rouse. 
Zu  dem  Ende  seteen  wir 

I 

wobei  u  ab  positiv  angenommen  wird,  and  also 

ist;  dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 

V(l-iQ(l-ftt) 

55)    .....     »  =  db  » 


53) 


uigmzea  Dy  Vjüü 


und  die  aufzulösende  Gleichung  wird  also: 

«»=  rS«T  fiVTl -">(»  +  «> 
*        G'uTGt'V (1  -u)(l  f  u) ' 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

56)  .   .  .    G"=FG,  Gl"=FGl 
gesetzt  wird: 

•     G'u^Gf  V  <1— «><!-§-«> 
*     CiiTGi'VTl— M)(l  +  «)f 
woran«  sieb  sogleich  die  Gleichung 

57)  (G'—G'u^u^iGS-  G^u*)  V* (1  -~)(1  +  «7=0 
oder 

68)  .  .  c;v)«T(^l"~cl,f«»)Vrr^=:0 

ergieht,  welche  man  nun  auf  gewöhnliche  Weise  durch  succes* 
sive  Näherung  auflösen  muss,  indem  man  fOr  «  nach  dem  Obigen 

die  wichtige  Gräuzenbestimmung  0<«  ^  I  hat,  wodurch  natürlich 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  ungemein  erleichtert  wird. 

•  Die  Berechnung  der  Coefficienten  G',  G\'  und  G",  Gx"  fahrt 
man  am  besten  nach  den  folgenden  Formeln  aus : 

59) 

cos4  =  —  cos^cosCL,-*,),  0<^,<180°; 

A  SSTjI^Ä,, 

B  =  x%B^R^, 

C  =  Tji  ß3  tt%  , 

D  =  üfg  J?9  cos  /?»  cos  -4, ; 

"      1  •'.  «...  ►  ' 
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Cr,  =  X>tang^, 
Gt' =  D'twzJi; 

■ 

*   =— TT— ' 

G"=FGt 

Gl"=FGl. 

Bei  der  Auflösung  der  Doppelgleichung  57)  oder  58)  hat  man 
immer  das  Intervall  zwischen  0  und  1  in  eine  gewisse  Anzahl 
gleicher  Theile  zu  tbeilen,  die  an  den  Gränzen  dieser  kleineren 
Intervalle  liegenden  YVerthe  für  u  zu  setzen,  und  daraus  auf  be- 
kannte Weise  die  engeren  Gränzen,  zwischen  denen  u  liegen 
muss,  zu  ermitteln,  worauf  man  durch  weitere  Theilung  der  klei- 
neren Intervalle,  in  denen  die,  der  io  Rede  stehenden  Gleichung 
genügenden  Werthe  von  u  liegen  müssen,  noch  engere  Gränzen 
für  «  findet:  eine  Rechnung,  die  man  in  derselben  Weise  jeder- 
zeit so  lange  oder  so  weit  fortfahren  muss,  bis  man  die  reellen 
Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung,  auf  die  es  naturlich  hier 
nur  allein  ankommen  kann,  in  der  verlangten  Anzahl  von  Deci- 
malstellen  genau  gefunden  hat. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  «,  und  mittelst  der  Formel  55) 
dann  auch  r  gefunden  hat,  so  ergeben  sich  ferner  ra,  H*,  leicht 
mittelst  der  folgenden,  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden  flies 
senden  Formeln: 

t*s  —       |g       *  •  *  - 

Hz  =  Rh  (cos        sin  A%) , 
p2  =  H2  cos  ß% ; 

und  /i,  /i,  /j  findet  man  mittelst  der  Formeln  47)  oder  genauer 
mittelst  der  Formeln  46). 


.   .  • 


Dann  erhält  man  ot,  o,  und  r, ,  r,  mittelst  der  folgenden,  aus 
13)  und  15)  sich  ergebenden  Formeln: 


61) 


oder 


I 


61*) 


6^ 


(• —    /-v  a 


'  r»  =  V  Ä3a  +  2?3^3co8(Li-A8)  +  ^*8ecÄ»; 

wobei  wir  bemerken,  dass  man  sich  bei  der  Berechnung  der  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Grössen  ft ,  f%,  f%  auch  der  am  Ende  der 
folgenden  Anmerkung  zu  diesem  Paragraphen  angegebenen.  For- 
meln bedienen  kann,  die  deshalb  nicht  unbequem  sind,  weil  sie 
eigentlich  bloss  die  Berechnung  sehr  kleiner  Correctionen  su  schon 
aus  den  früheren  Rechnungen  bekannten  oder  sehr  leicht  unmit- 
telbar aus  den  gegebeneu  Grössen  abzuleitenden  Näherungswert 
Ihen  dieser  Verhältnisse  erfordern«  „    -  .  ,  .  .,,■•,-»•» 

Endlich  erhält  man  die  Coordinaten 

x\>  tfi»  2iJ  x*>  y«»  **>        ys.  H 
mittelst  der  folgenden,  leicht  aus  0)  und  7)  sich  ergebenden  Formeln : 

63)   \ 

j-^ß^osLj  +  ftCO«*,,  jr,  =  ß18inL1  +  j,«ini1,  2,  =fttaDg|!, ; 

■    *  ■ 

I 

^^/faCosI^-f-feCosAa,  y%s=R%B\nLt  +  (^sin^,  za=ottang|31; 

r3=Ä8cosL,  +  OaC08X3,  y3=ÄssinZs+o,8iniflr  sgrap,  tangjS,. 


Anmerkung. 

Es  verdient  bemerkt  su  werden,  dass  man  sich  bei  der  Be- 
handlung der  vorhergehenden  Gleichungen  noch  auf  eine  'andere 
Art  verhalten  kann  wie  vorher. 

Es  ist  nämlich:  '  'y  « 


)gle 
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■  ■ 


also,  wie  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  T,+T,=ra  Ist,  leicht 
findet: 

/+/»    1    A^ta         j*r,^S  . 

und  setzen  «vir  folglich 

PJf%,  «  =  *,.(Ä  +  Ä_l), 

so  sind  namentlich  dann,  wenn  die  Zwischenzeiten  T|  und  r8  «wi- 
schen der  ersten  und  zweiten  und  zweiten  und  dritten  Beobach- 
tung nahe  einander  gleich  sind, 

—  und  k*tit* 

zwei  den  Grössen  P  und  Q  sehr  nahe  kommende  erste  Näherung»- 
werthe  dieser  Grossen,  da  namentlich 

nur  um  eine  Grosse  der  vierten  Ordnung  von  £**,t3  verschieden  ist. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

erhält  man  sogleich: 

Ä_  l+p"'  /•.—■" i +/>  * 

und  weil  nun  bekanntlich 


Ist,  so  wird 


öoa  =  (BBÄ,  +  ßiftiP)  -TT3  Alk; 

folglich  : 

1  _  2  j(l+P)(5oa  +  iftf?»)  I 
ra»-Q|  ^-  BlRlP  M* 

Nun  ist  aber  bekanntlich 
oder,  wenn  man 

* 

02  =    2  COS  02 ,  cog  A%  =  —  cos  /?s  cos  (Li  —  A«) 

■ "  •■       *  •     .  , 

*  •  .         •      .         .  '  *■'«...'. 

r*»=  Ä«*-2/?*H2cos^  +  H2»; 


 1   2^  |(UP)(M(H-t-^/?2)  ) 

(A»-2Ä«jr»cos^+H2*)*  —  Q  \    BiRt  +  BlRlP       M  ' 
und  folglich,  wenn  man 

n%  =  Ri  (cos     +  «sin 

*  .  ...... 

setzt,  wie  man  leicht  ändet: 

1 

(1  + 

L  .Wringt«  j  (1  +  P)ft[5(co»A  +  :rsin4»)cosfe  + ,J 
~        Q       i  B,R%^BtRlP  "M' 

Setzt  man  also  der  Kürze  wegen: 

.  ■  •  »  • 

_     2#?«,sin^«»  l(l  +  />)ßs(fl*+  äcosfrcos^s)  .1 
G  =  Ö  •}  B^^BlRlF  » * 

_  2/?iasin  zfos  (5(1  -f  J?2CQ8fo8in 
G~        0  BtR9  +  BiRtP  5 

so  ist 

Wenn  man  sich  mit  möglichster  Genauigkeit  ein  für  alle  Mal 
eine  die  Function 


Grumrt: 

1 

darstellende  Curve  constrnirt  *),  die  man  immer  bei  Rechnungen 
dieser  Art  gebrauchen  kann,  und  dann  die  durch  die  Gleichung 

cbarakteriairte  Gerade  in  jedem  einzelnen  Falle  zieht,  was  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  nicht  der  mindesten  Schwie- 
rigkeit unterliegt ;  so  bestimmen  die  Durchschnittspunkte  dieser 
Geraden  mit  der  vorhergehenden  Curve  offenbar  die  der  Gleichung 

genügenden  reellen  Werthe  von  x.  Aus  diesen  Werthen  ergeben 
sich  aber  die  entsprechenden  Werthe  von  B2,  02,  r%  unmittelbar 
mittelst  der  folgenden,  ans  dem  Obigen  bekannten  Formeln: 

1 

= Äs  (cos-^a  +  x  sin  J*) , 
ea=»zcos/Ja,  . 
r»  =  V  2ÄsH2cos^a+Haf. 

* 

Wie  man  sich  nun  überhaupt  dieser  Formeln  zu  bedienen  hat, 
unterliegt  keinem  Zweifel  und  bedarf  kaum  noch  einer  besondern 
Erläuterung.    Aus  den  ersten  Näherungswerthen 

findet  man  erste  Näherungswerthe  von  x,  %%,  o»,  rt.  Hierauf 
findet  man     ,  f%,  f%  mittelst  der  Formeln 


*)  Die  Conctructlon  dieter  Corvo  hat  nicht  die  m 
keit,  Mtst  aber  eine  Tafel  der  Werthe  der  Function 

1 

v-  i 

0+**)4 

veraas,  dio  gleichfalls  «ehr  leicht  zu  berechnen  ist.    Denn  setzt  roan 

*s=tanga» 

nnd  nimmt  0»  zwi.chen  -90°  und  +90",  .0  ist 

mftteltt  welcher  Formeln  die  Werthe  ven  9  «i 
-werden 


•  ►  - 
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Vt*r.a  #*r«*  /r*r.* 

und  dann  neue  Näherungswerthe  von  P  and  Q  mittelst  der  Formeln 

P=fft.  ,aW(fi+fi_i). 


oder  auch  unmittelbar  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke  von  P  und  Q  : 

■ 

welche  neuen  Näherongswerthe  von  P  und  Q  dann  ferner  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  zu  neuen  Näherungswerthen  von  x,  Hz, 
P2f  rs  fuhren.  Wie  man  nun  aber  dieses  Verfahren  immer  wei- 
ter fortsetzen  kann,  bis  man  alle  Grossen  mit  dem  erforderlichen 
Grade  der  Genauigkeit  gefunden  hat,  fibersieht  Jeder  auf  den 
ersten  Blick. 


Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass  sich  aus  dem  Obigen  auch 
leicht  die  folgenden  Formeln  zu  Berechnung  der  Verhältnisse 
zwischen  den  Grössen  flt  ß>  fz  ergeben: 


und 


fl  __  1$  ,  *»  — T») 

»    *      *  i 
.   ».    .  . 

n  iA  ^  -1 1        i  ****** 
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fi.  12. 

Weil  nach  25)  . 

ist,  «o  ist,  wenn  t  seine  aus  dem  ersten  Kapitel  bekannte  Bedeu- 
tung für  jetzt  auch  hier  beibehält,  nach  I.  4)  und  I.  11)  offenbar 

tfco«i=-  J70„. 

und  nach  1.  48): 


m 
Jl 


also,  wenn  mao  den  Bruch  ^  als  verschwindend  betrachtet: 
Also  ist 

Acost  =  —  JIq,,.  VA. 

Nach  6.  10.  ist  aber: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

kco,i=-(x«>-**')VA. 

II 

Aco.,-=-(giy— 

/» 

/» 

folglich : 
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65)  \\'Ar=  */*«co«* 

Weil  die  Ebene  der  Bahn  unsere  Weltkörpers  durch  die  Sonne 
als  Anfang  der  Coordinaten  and  durch  die  Punkte  (tftf.z»). 
ifrti**)  geht,  so  ist  ihre  Gleichung  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie: 

<J%%  -ya*i)*  +  (*t*i-*,a«)y  +  toy, -a^z  =  0. 
(yi«t  -y**i)x  +  (ii       raar,)y  +  foy,  -  ar^i)  z  =  0» 
<yiH-y*i)x  +  (z,*,-  Vl)y  +  foy.-a^z  =  0; 
wo  bekanntlich  auch  die  Bedinguogsgleichung 
66)  ar, (y.z.-y.z.)  +  x^%H^yiH)  +  *I(y1za_ya,1)=0 

Statt  finden  niOsste,  wenn  die  Coordinaten  sSmmtlicb  in  aller 
otrenge  richtig  wäre». 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  nun  be- 
kanntlich : 

cogi»  =  Ifayz- Jaffa)*  


COS  I3  = 


cos?  =  -  foya—ggyi)1 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

cos  t**  =  ,ya — BsVi ) a 
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also: 


67)   .    .  ;cosi»=  


cos  i*  = 


(*iyi-g*yi)»  . 

»"4%*— + yi.v» + *4«i)*  * 

folglich  nach  65): 

A=  W  


^  


2 


Bezeichnen  wir  den  in  der  Zeit  rt  von  dem  Vector  unser« 
Weltkorpers  beschriebenen  Winkel  durch  a>it  wo  wir,  weil  in  den 
Fällen,  in  denen  die  obigen  Rechnungen  überhaupt  zur  Anwen- 
dung kommen,  tt  immer  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen  um- 
fassen wird,  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  sein  werden,  dass 
der  Winkel  »,  kleiner  als  180°  ist;  so  ist 

C08fl>1  =  2r7i  ' 

nnd  folglich,  weil 

*4f  =  (*•-*.)*+ (y*-y.)*  +  (H  -  *.)*, 
also,  wie  man  sogleich  übersieht, 

*41  =  r.»  +  r.»-2(*t*.  +  y^.  +  Vi) 

ist. 


60)   ...   .    cos  0|  = 

r.r. 


.         •  KfW  W|  - 

foj  glich : 

nnd  daher  auch  68),  weil  siora,  positir  Ut: 

* 

w»  .....  .  .1.-,=^; 


Digitized  by  Google 


339 

folglich  nach  69)  und  70) : 

71)    .    .   .  tango^s,— —  

+ Vs)  VA 

Nach  I.  30)  Ist: 

^  =  A  +  Bcq*v*,   ^A  +  Bcobv*; 

also : 

i-il=Äcosra,  ^-4=Bcost>s; 

aber  offenbar 

»t  =  ^  +  fl>i  oder  r,  =  t>t  +  a>,  — 360°; 
also  aligemein 

cosejsscosCra  +  a)!), 
und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 
1     A    „  1 

also: 

(i-j)co8coI-(i--^=:Äsioa)Isinei,  * 

folglich 

SIDCOj  * 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Bsine,=  ^tangi»,  -  r'"r'.C08c>* . 

r2r3  sin», 

Nach  I.  59)  ist  aber 

8r«     kB  i/77 «  . 

also,  wenn  man  den  Bruch  ~  als  verschwindend  betrachtet: 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
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73)  .   .    ^  =  k[ tang      .  V A  - ^ gin  ^ .  vj  I 
oder  auch: 

_  —  cosec     —  —  cot  0| 

74)  .  .  gj*~JMt*ogi«*V^—  ^j-3  V 

Bezeichnen  wir  den  In  der  Zeit  v,  von  dem  Vector  unsers 
Weltkörpere  beschriebenen  Winkel  durch  co,,  wo  wir,  wie  vorher 
olf  auch  cd,  kleiner  als  180°  anzunehmen  berechtigt  sind,  so  ist 

CO8C0»  =  2r^  

und  folglich,  well 

h*  ==  (»j -**)»+  (y,  -  *)»  +  (»i  - 
also,  wie  man  sogleich  übersieht, 

*,»  =     +  r,»-2  fo*»  +  yiaf,  +  r,H) 

ist: 

75)  ...   .  =       +  HH. 
folglich ; 

sin  ex**  =  ri«ra»  ' 

und  daher  nach  68),  weil  sin»,  positiv  ist: 

Wz 

folglich  nach  75)  und  76): 

 kf% 

77)   .   .   .    tang «,  =  (a5k^+ +  ^ V J ' 

Nach  L  30)  ist: 


issil^Zfcose,,   i  =  ^  +  Äcos»t; 


also : 


 A  =  BcoBtt »  A—  Bcosvx  ; 


aber  offenbar 
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* 

vl=9%—9t  oder  vx  =  v,  — »,  + 360°; 
also  allgemein: 

CO8  0|=CO8(V,  —  »,), 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

~—A=Bcobv%,    ^—J=:Ä  cos  (»■  —  <»,); 

also: 

-  -  A  -         ^  cos  »,  =  Bb\d  o8  ein  0, ; 

folglich : 

oder,  wie  man  leicht  findet: 


ßslne,: 

sin  d)9 


ßsin v%  =  — — ~  .C°8  *^  —  ^  tang '  ». ; 

also  nach  72): 
oder: 

1  1 

—  cosec»8— — cotco9 

79)   •   •  g/f  =  J  V4  -tangiwB.V^. 

Zar  Berechnung  des  zweiten,  dritten  und  vierten  Differential  quo- 
tienten  hat  man  nach  1.  66),  66),  67)  die  folgenden  Formeln: 

HS"    *l     ArS  W""~XF~#8Eir 

Für  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienteo  von  r, 
man  auch  die  folgenden  Ausdrücke  entwickeln. 
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Nach  70)  and  76)  ist  : 


Nun  ist  aber  nach  69)  und  75): 

2co.  !».«= 1  +  cos  „,  =  >->^J>*^ , 


,Mg  l9-  * Vi<  *  r,r.  +  (*,*, + z,h) ' 

tang  1», .      =  r^  +  C^.+y.sr.  +  Ms) ' 
Ferner  Ist  nach  69)  and  75) : 

ur9  —  (x%xt  +  yty ,  -f  r»s  3) 


and  nach  dem  Obigen: 

rtrt  sin  <d, .  V J  sc  AYj  f  rjr»  sin  «o, .  VA =  //» ; 


ra— ftcos»!  »ir» — (ar, ar>  +  y,y3  +  *i«») 
r.r,  sin  «! .  VA  ~  Ar,/i 

r,— rjCQgq),  r,r,  —  (f xxt  +  yty,  -f  tj t%) . 
rtrsSincot.V^  Ar«/', 


Folglich  ist  nach  73)  nnd  78): 


80*) 


9r,   _  r»r,-(ar»a:B-fy«y,+XtX») 

5S"~r,r.+(4r^r,+y,yi+i.z,)'  r,/i 

8rt    r^—foga-j-ytyi-fi,*«)  ^V« 


8<, r~7T~  ^^(afiar.+yiya+ii«,)' 


uigmzea  Dy  Vjüü 


Ferner  erhält  man  aus  der  ersten  Formel  in  80)  und  au«  68) 
leicht: 

80**)    {  . 

|%     rA*ra»-(*,*t  +,y,y,-M1 »,)«-AVtA» 
Ott1  r,3/;1 

WeH  nach  dem  Obigen 

^-  =  ^eiu»„   l-^rg  =  flr.cos*. 

ist,  so  Ist: 

oiv  t         VA  ö>t  1  —  Ar% 

81)   .   .    .lnv.~jg.gj-,     <So8r.  =  -g-ri-  i 

folglich : 

mittelst  welcher  Formel  sich  v*  ohne  alle  Zweideutigkeit  beatim- 
meo  lfisst,  wenn  man  nur  die  folgenden,  aus  81)  sich  unmittel- 
bar ergebenden  Kegeln  beachtet: 

Wenn 

or«         ,  A 

positiv       positiv  j  l     0  <t>,<  90° 

positiv       negativ  (  ]   90°  <  r,  <  180° 

>  ist,  so  ist  < 
negativ      negativ  l  J  180°  <e,  <2f70° 

negativ      positiv  )  (  270°  <  rs  <  300°. 

Hat  mau  aber  e»  auf  diese  Weise  gefunden,  so  findet  man  B 
mittelst  einer  der  beiden  folgenden  Formeln: 

VA  — 
Ä=AsTo77'  ^-r.cosr. 

Wenn 

A>B,   A  =  B,  A<B, 
so  ist  bekanntlich  die  Bahn  rcspective  eine 

Ellipse,   Parabel,  Hyperbel; 


Digitized  by  Google 


341  Gruner t:  Veber  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  WelihOrpers 


im  letzten  Falle  nämlich  der  Zweig  einer  Hyperbel,  innerhalb 
welches  M  als  Brennpunkt  liegt. 

Die  Fälle  der  Ellipse  und  Parabel/  welche  für  uns  hier  zu- 
nächst nur  von  Interesse  sind,  wollen  wir  nun  noch  etwas  weiter 
betrachten,  indem  wir  von  jetzt  an  in  beiden  Fällen  unter  f*  die 
Zeit  verstehen,  welche  zur  Beschreibung  der  wahren  Anomalie 
t*2  verwandt  worden  ist,  im  Falle  der  Ellipse  aber  die  der  wah- 
ren Anomalie  ra  entsprechende  excentrische  Anomalie  durch 
bezeichnen  werden. 

Sei  nun  zuerst  A>B,  die  Bahn  also  eine  Ellipse,  so  Ist 
nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  wenn  a,  6,  et  p  ihre  be- 
kannte gewöhnliche  Bedeutung  haben: 

 A  

a  —  {A-B)(A  +  B)% 

W)  •  ■  '  '  <  b=V(A-ßn7TW)' 

B  2 
c=2'  P  =  A 

Zur  Berechnung  von  u%  hat  man  nach  I.  84)  die  Formel: 

85)  ...   .     tangiMt  =  Y  f^-tM&lBs 
oder 

86)  ...    .  taiigiiijrs^—p^.tangie,; 
und  <a  ergiebt  sich  nach  1.  88)  mittelst  der  Formel 

87)  fa=~(tta— esinu,) 


«5  B 

88)  .    ....   .    <t=         — ^sinii,). 


Wenn  ferner  A=zB,  die  Bahn  also  eine  Parabel  ist,  so  Ist 
nach  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten: 

*J>  ?  =  ;* =  2* ' 

und  I.  erhält  man  mittelst  der  aus  I.  94)  bekannten  Formel : 


90)  .   .   .   .  «^^(tangi^+Jtang;»,») 
oder 

91)  .   .   .   .  ,f1==^-  (tangfc>t-f  Jtang Je/). 

Auf  diese  Weise -kennt  man  also  in  beideo  Fallen  alle  Ele- 
mente der  Bahn,  welche  sich  nicht  auf  ihre  Lage  im  Räume  be- 
zieben; mit  der  Bestimmung  dieser  letsteren  werden  wir  uus 
unten  in  $.  14.  beschäftigen. 

$.  13. 

■ 

Wir  wollen  nun  noch  ganz  in  der  Kürze  zeigen,  wie  man  sich, 
nachdem  man  mittelst  des  in  $.  11.  entwickelten  Verfahrens  die 
Grossen  0t,o,,e,;  rltr9,r>;  fx,f%,fti  xltyxt%t\ 
*•»  y»»  *•  bereits  mit  einem  grossen  Grade  der  Annäherung  ge- 
funden hat,  der  in  §.  12.  und  früher  in  §.  10.  bewiesenen  Formeln 
bedienen  kann,  um  nach  und  nach  sowohl  die  vorher  genann- 
ten Grössen,  als  auch  die  nicht  auf  die  Lage  der  Ebene  der 
Bahn  im  Räume  sich  beziehenden  demente  derselben  mit  einen 
immer  grosseren  und  grösseren  Grade  der  Genauigkeit  zu  finden. 

• 

Mittelst  der  gefundenen  Näherungswerthe  der  obigen  Grössen 
berechne  man  A  nach  einer  der  drei  Formeln  08),  und  dann 

g~  mittelst  einer  der  Formeln  73),  74),  78),  79).   Dann  bestimme 

man,  indem  man  diesen  Werth  von  ^  in  die  zweite  der  Glei- 
chungen 45)  einfuhrt,  und  hiebe!  beachtet,  dass  ein  kleiner  noch  in 
steckender  Fehler,  wegen  der  Kleinheit  des  Gliedes 

welches  in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  dritten  Ordnung  ist, 
an  sich,  nur  einen  sehr  geringen  Einfluss  ausüben  kann«  q%  und 
r%  so,  dass  den  Gleichungen  45)  und  44)  vollständig  genügt  wird, 
wobei  man  sich  verschiedener  Methoden  bedienen  kann,  die  im 
Ganzen  so  einfach  und  so  bekannt  sind,  dass  über  dieselben  etwas 
Weiteres  hier  nicht  gesagt  zu  werden  braucht;  immer  aber  wird 
diese  Bestimmung  der  Grössen  o,  und  ra  leiebt  und  ohne  alle 
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WeitläuGgkeit  ausgeführt  werden  können,  weil  man  deren  Werthe 
bereits  aus  der  früheren  Rechnung  mit  grosser  Annäherung  kennt. 


Dann  kann  man  mittelst  der  gefundenen  Werthe  von  o, 
r,  gauz  auf  dieselbe  Weise  zu  einem  neuen  Näherungswerte  von 
Br 

Obergehen,  denselben  in  die  zweite  der  Gleichungen  45)  ein- 
führen, und  Qt  und  ra  so  bestimmen, .  dass.  den.  Gleichungen  45) 
und  44)  vollständig  genügt  wird,  ein  Verfahren,  welches  man 
überhaupt  so  lange  fortsetzt,  bis  zwei  auf  eiuander  folgende 
Systeme  von  Werthen  der  Grössen  o» ,  r%  in  der  verlangten  An- 
zahl von  Decimalstellen  sich  nicht  mehr  von  einander  unter- 
scheiden. 

Nun  setzt  man  die  Rechnung  in  der  Weise  fort,  dass  man 
mittelst  der  jetzt  gefundenen  Werthe  der  vorher  In  die  Rechnung 

gezogenen  Grössen  auch        liacn  der  ersten  der  Formeln  80) 

berechnet,  diese  Grösse  von  nun  an  in  die  Rechnung  hineinzieht, 
und  q2  und  r%  so  bestimmt,  dass  den  Gleichungen  43)  und  44) 
vollständig  genügt  wird,  mittelst  welcher  Werthe  von  o«  und  r« 
man  dann  auf  dieselbe  Weise  neue  Näherungswerte  dieser  Grös- 
sen findet,  und  die  Rechnung  wieder  so  lange  fortsetzt,  bis  zwei 
auf  einander  folgende  Systeme  von  Werthen  derselben  in  der  ver- 
langten Anzahl  von  Decimalstellen  sich  nicht  mehr  von  einander 
unterscheiden,  wobei  es  sich  von  selbst  verstehf,  dass  man  bei 
der  Berechnung  der  Grössen  fx,  f%,  f%  sich  stets  der  Formeln  43) 
zu  bedienen  hat. 

Ganz  in  ähnlicher  Weise,  was  nun  eine  weitere  Erläuterung 
nicht  mehr  bedürfen  wird,  kann  man  mittelst  der  zweiten  der 

Formeln  80)  ferner  auch  die  Grösse  ^  in  die  Rechnung  hin- 
einziehen, und  Qt  und  r,  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen 
37)  und  43)  mit  Rücksicht  auf  die  hierbei  zur  Anwendung  kom- 
menden Formeln  36)  vollständig  genügt  wird,  wobei  man  sich  im 
Allgemeinen  immer  ganz  eben  so  zu  verhalten  hat,  wie  in  den 
beiden  vorhergehenden  Fällen. 

Wie  weit  man  aber  überhaupt  auf  dem  im  Allgemeinen  hier 
vorgezeichneten  Wege  fortschreiten  muss,  wird  immer  von  der 
Genauigkeit  abhängen,  die  man  bei  diesen  Rechnungen  zu  erreichen 
beabsichtigt,  so  dass  sich  darüber  also  allgemeine  Regeln  natür- 
lich gar  nicht  geben  lassen. 

*  »  * 

Wie  endlich ,  nachdem  man  in  der  vo 
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die  beabsichtigte  Genauigkeit  erreicht  bat,  dann  ferner  die  nicht 
auf  die  Lage  der  Ebene  der  Bahn  im  Räume  eich  beziehenden 
Elemente  derselben  zu  berechnen  sind,  erhellet  aus 1$.  ganz 
von  selbst  und  bedarf  einer  fr  eiteren  Erläuterung  hier  nicht 

$.  14. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  sich  die  Elemente  der  Bahn 
bestimmen  lassen,  welche  sich  auf  ihre  Lage  im  Räume  beziehen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  eioen  beliebigen  Vector  und 
die  entsprechende  curtirte  Entfernung  unsere  Weltkörpers  von  der 
Erde  respective  durch  r  und  p,  die  entsprechende  geozentrische 
Länge  und  Breite  desselben  durch  A  und  ß„  die  entsprechende 
heliocentrische  Lfinge  der  Erde  und  ihren  entsprechenden  Vector 
durch  L  und  R,  endlich  die  entsprechende  heliocentrische  Länge 
und  Breite  des  Weltkörpers  durch  £  und  so  haben  wir  offen- 
bar die  folgenden  Gleichungen: 

92)  .  .  or  =  rcos£cos$,  y  =  rsin£cos#,  i==rsin& 

Nun  ist  aber  nach  6)  bekanntlich :  , 

•»  .*       .  .  »  »  .  *  • 

X=Rcq*L,  F^ÄsinZ; 

ferner  nach  7) : 

ar'rspcosA,  y'crpsinA,   s'  =  ptangP; 
und  nach  der  Lehre  von  de/  Verwandlung  der  Coordlnaten: 

also  nach  92): 

/   rcoslTcosBas  ßcosL -f  pcosA, 

93)  .  .    j  rsinJfcosE  =  Rs'iuL  ■+  psinA, 

(  rsinj$  =  ptang0; 

oder  auch,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  erste  und  zweite 
Gleichung  respective  mit  cosA'  und  sin  A,  ferner  mit  sinA  und 
cosA  multiplicirt,  und  dann  diese  Gleichungen  hu  ersten  Falle  zu 
einander  addirt,  im  zweiten  Fallo  von  einander  subtrahirt: 

* 
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94) 


TCO8(£-k)C0B7Z. 

r  sin(£— A)cos£ 
rsinE 


ÄcosO,-A)  +  o, 
Äsin(L— A), 
otangp. 


Aus  den  Gleichungen  93) 
3  die  folgenden  Formeln: 


von  £ 


95) 


'  sin»=|tang/J, 

ßsioL-fosfo  A 
8inÄ  =  r^os»  ' 


C08 


ÄcosL-f-pcosA 

£  —  — — 


ftsinL  +  psfnA 
tangfi-  ^cosx,  +  0cosA* 


Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  #  ohne  alle  Zweideutig- 
keit, weil  *  »wischen  —90°  und  4-90°  liegt  Eben  deshalb  ist 
coaj*  stets  positiv,  und  sin£  and  cos£  haben  daher  jederzeit  mit 
den  Zählern  der  sie  darstellenden  obigen  Brüche  gleiche  Vorzei- 
chen. Bedient  man  sieb  nun  zur  Bestimmung  von  £  der  letzten 
der  vier  obigen  Formeln,  welche  diese  heüocentrische  Länge  durch 
ihre  Tangente  giebt,  so  muss  man  rücksichtlich  der  Art  nnd 
Weise,  wie  man  £  zu  nehmen  hat,  die  in  dem  folgenden  Tableau 
enthaltenen  Regeln  befolgen,  wobei  sich  die  Ausdrücke  Zähler 
und  Nenner  auf  den  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  in  der  vier* 
ten  der  vorstehenden  Formeln  beziehen: 


Zähler:  Nenner: 
positiv  positi? 
positiv  negativ 
negativ  negativ 
negativ  positiv 


0  <£<  90° 
90°<£<180° 
180°<£<270° 


Diese  Regeln  lassen  über  die  Art  uud  Weise,  wie  man  £  zu  oeh- 
hat,  nicht  die  geringste  Zweideutigkeit  zu. 


Aus  den  Gleichungen  94)  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von 
£  und  55  die  folgenden  Formeln : 


)gle 


sio»=:*tang/J, 

■ 

.  J?rin  (£» — l) 

»„>(£-*)=     fcoag  , 

96)   ...  ^ 

cos(£-A)  =  , 

,  Rg\a(L—l) 

i  tane(<-*)s3iico,(A-irh- 

Diese  Formeln  gestatten  eine  etwas  leichtere  Rechnung  wie  die 
Formeln  05);  aber  so  leichte  Regeln  wie  vorher  rucksichtlich  der 
Art  und  Weise,  wie  man  t  zu  nehmen  hat,  lassen  sich  nicht 
geben.  Ich  will  annehmen,  dass  man  sich  bei  der  Berechnung 
von  4*  der  Formel 

bediene,  welche  offenbar  die  leichteste  Rechnung  gestattet,  und 
will  demzufolge  setzen,  dass  S  der,  absolut  genommen,  kleinste, 
also  in  nicht  fibersteigende  Werth  von  £ — X  sei,  welcher  der 
vorstehenden  Gleichung  genfigt.  Dann  ist,  wenn  n  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 

£-l=2nff+6  oder  C- A=(2«  + 1)*— 6 

zu  setzen.  Ob  man  das  Erste  oder  Zweite  zu  thun  hat,  entschei- 
det sich  nach  dem  Zeichen  von  cos(£ — A),  welcher  Cosinus  mit 
dem  Zähler  des  Bruchs  in  der  Formel 

t&    %x    f?cos(£— *)  +  » 

gleiches  Vorzeichen  hat,  so  dass  also  das  Zeichen  dieses  Cosi- 
nus immer  leicht  beurtheilt  werden  kann;  ist  nun  der  Zähler  die* 
ees  Bruchs  positiv,  so  muss  man 

f—  l=2n»  +  0 

setzen,  weil  für 

£-A=(2n+l)«— 6  ' 

der  Cosinus  von  £—  l  offenbar  negativ  sein  würde;  Ist 
der  Zähler  des  obigen  Bruchs  negativ,  so  muss  man 

jf-l=(2«  +  l)*-e 

weil  Tür 


)gle 
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£—1  =  2** +8 

der  Cosinus  von  £-1  offenbar  positiv  sein  würde.  Wir  wollen 
nun  zuerst  annehmen,  dass  sich  hiernach 

£— l  =  2n*+8 

ergeben  habe.  Offenbar  kann  man ,  8  mag  positiv  oder  negativ 
sein,  nicht 

»  =  ±2,   ±3,   ±4,  rfcö,.... 

setzen,  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  £— 1  grosser  als  2* 
sein  wCrde,  was  nicht  möglich  ist    Wir  können  also  nur 

«=0,  ±1 

setzen.  Ist  nun  8  positiv,  so  kann  man  nicht  n=  +  l  setzen, 
weil  sonst  £ — l  =  2tt«  +  8  grösser  als  2»  wäre,  und  man  kann 
also  in  diesem  Falks  bloss  n=0  oder  n=— 1,  folglich 

£—1=8  oder  £ — 1= — 2»+8, 

also 

£=1  +  8  oder  £  =  1+8—2» 

setzen;  jenachdem  nun  aber  1+8  kleiner  oder  grösser  als  2» 
ist,  muss  man  offenbar 

£=1  +  8  oder  £=1  +  8-2« 

setzen.  Wenn  ferner  8  negativ  ist,  so  kann  man  nicht  n=—  1 
setzen,  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  £  —  1  =  —  2» +8 
grösser  als  2»  wäre,  und  man  kann  also  bloss  »=0  oder  n=+l, 
folglich 

£  —  1=8  oder  £—1  =  2«  +  8, 

also 

£=1+8  oder  £=1+8  +  2« 

setzen;  jenachdem  nun  aber  1+8  positiv  oder  negativ  ist,  muss 
man  offenbar 

£  =  1+8  oder  £  =  1  +  8  +  2» 

setzen.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  sich  nach  dem  Obigen 

£  —  l=(2n+l)«— 8 

ergeben  habe.  Offenbar  kann  man,  8  mag  positiv  oder  negativ 
sein,  nicht 


Digitized  by  Google 


+  1.  dt».   dfc3,  ±4,  ±6,.... 


setzen,  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  C—l  offenbar  grösser 
als  2?t  sein  würde,  «ras  nicht  möglich  ist   Man  kann  also  nur 

*  =  0,  —  1, 

also 

£-A  =  *-6  oder  £-i=  — 

folglich 

£=i- e+  *  oder  C=A— Ö  — « 

setzen.    Ist  nun  i  — Ö  positiv,  so  tnuss  man 

£=k—S  +  n  oder  £=*— 0-* 

setzen»  jeoacbdem  k —  Q  kleiner  oder  grosser  als  n  ist;  ist  da- 
gegen Jl— -  £  negativ,  so  kann  man  nur 

£  =  A  — e+* 

setzen.  Die  vorhergehenden  Regeln  sind  allerdings  völlig  be- 
stimmt, und  lassen  eine  Zweideutigkeit,  wie  mau  £  zu  nehmen 
hat,  nicht  zu;  aber  an  Einfachheit  stehen  sie  den  oben  im  ersten 
Falle  gegebenen  Regeln  offenbar  nach. 

Noch  leitet  man  aus  den  Gleichungen  03)  leicht  die  folgen- 
den Gleichungen  ab: 

I  rcos(C— X^)cos)3=roco8(X  — L)  +  jR, 

97)   .   .  j  rsin(£-IOcos»=o»in(A—  L)t 

'  rsin$=0tang0; 

sich  die  nachstehenden  Formeln: 

■ 

/ 


98)   .  . 


sioa=:jtang0, 

•  /<*  iv  gsin(A  —  JL) 
sin  (£  —  L)  =   » 


ergeben,  bei  deren  Anwendung  man,  wie  £  zu  nehmen  ist,  ganz 
ähnlichen  Regeln  wie  vorher  zu  beurtheilen  hat,   was  hier 


VjUU 


gle 
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Nach  den  vorhergehenden  Formeln  kann  man  für  alle  drei 
Beobachtungen  die  heliocentrischen  Längen  und  Breiten 

des  Weltkörpers,  um  dessen  Babnbestimmung  es  sich  handelt, 

berechnen. 

Wenn 

wachsen  wachsen 

.    .  und  respective 

abnehmen  r  abnehmen 

so  Ist  der  Weltkörper  rechtläuflg;  wenn  dagegen 

LltLttLt 

wachsen  abnehmen 

,    ,  und  respective  , 

abnehmen  r  wachsen 

so  ist  der  Weltkörper  rücklfiufig. 

Wir  wollen  nun  durch  die  Sonne  als  Anfang  ein  neues  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  x"y"z*  legen;  die  Ebene  der  z"y" 
sei  die  Ebene  der  Ekliptik,  und  der  positive  Theil  der  Aze  der 
x?  sei  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  unsers  Weltkörpers  hin 
gerichtet;  der  positive  Theil  der  Aze  der  y"  werde  so  angenom- 
men, dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Aze»  der 
x"  durch  den  rechten  Winkel  (x"ytt)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Aze  der  y"  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin 
bewegen  muss,  nach  welcher  bin  die  Längen  gezählt  werden ;  der 
positive  Tbeil  der  Aze  der  z"  soll  mit  dem  positiven  Theile  der 
Aze  der  x  zusammenfallen.  Bezeichnet  dann  Ä  die  heliocentrische 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  unsers  Weltkörpers,  so  haben 
wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordioaten  die 
folgenden  Gleichungen : 

x  s=  x"  cos  Sl  —  y  sin  Sl , 
y  s  x'sxn  Sl  +  v"cos£, 
%  =  **; 

also  nach  9*2): 

r  cos  fcos  *  =  x"  cos  &  —  «"sin  Sl, 
rslnf  cos»  =  **sln  Ä  -f^cosÄ, 
rsin»  =  i*; 
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sich,  wenn  man  x"  eh  mini  rt,  sogleich  die  folgenden  Glei- 
chungen ergeben: 

rsin(£—  Ä)cosB=y", 
rsinB  =  z*. 

Bezeichnet  nun  aber  i  *)  den  90°  nicht  übersteigenden  Neigungs- 
winkel der  Ebene  der  fJabn  unsers  Weltkörpers  gegen  die  Ebene 
der  Ekliptik,  die  sogenannte  Neigung  der  Bahn ;  so  erbellet  leicht, 
dass  in  völliger  Allgemeinheit 

x"=:fcy"tangi,  also  y"=±s"cotf 

ist,  wenn  man  hier  und  im  Folgenden  immer  die  oberen  oder 
unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der  Weltkörper  rechtläufig  oder 
rückläufig  ist    Also  ist  nach  dem  Obigen: 

y"  =  +  rsin#cot£, 


und  folglich 
oder 


sin  (£ —  Sl)  cos  53  =  ±  sin  T$  cot  t 


tang  t  sin  (t—  Ä)  =  ±  tang£ ; 


und  nehmen  wir  nun  die  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  ent- 
sprechenden heliocentrischen  Längen  und  Breiten  fi^,  J$i  und 
t*>  B»;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  ß  und  i  die  folgen- 
den Gleichungen: 

!tang  t  sin  (£,  —  Sl)  =  ±  tang^ , 
tang  i  sin  (£, — Sl)  =  ±  tang  », ; 
in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen. 
Durch  Division  ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

sinflC!  —  Sl)      sin  1^— cos  1^  tang&      tang 3^ 
sin(£, — Sl)  ~~  sinJC»—  cos f,  tang Sl  ~"  taugE,' 

folglich : 

sing,  tangP8  —  sing,  tang%t 
100)   .    .   tangÄ=co8jjfitang3ej  _cog£jtang^- 

Diese  Formel  liefert  für  das  zwischen  0  und  360°  liegende  & 
swei  um  J80°  von  einander  verschiedene  Werthe;  welchen  die- 


*)  Nicht  völlig  äbereiMlimmeod  mit  der  dem  /  früher  beigelegten 
long. 

Theil  XXIX.  24 
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ser  beiden  Werthe  man  zu  nehmen  hat,  kann  auf  folgende  Art 
entschieden  werden. 

Zar  Berechnung  voo  t  hat  man  nach  99)  die  folgenden  Formeln: 

101)  .  .  tang. - ±  Bln _fl)-± 8.n  (£j  _  ß) . 

immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem 
der  Weltkörper  rechtläuGg  oder  rückläufig  ist.  Nun  erhellet  aber 
leicht,  dass  in  beiden  Fällen  die  zwei  obigen  Werthe  der  helio- 
centrischen  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  für  tangt  Werthe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern.  Weil  aber  i  positiv 
und  nicht  grösser  als  90°  ist,  so  ist  tangt  stets  positiv,  and  man 
muss  also  fär  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  immer  den- 
jenigen der  beiden  obigen  Werthe  nehmen,  welcher  tang»  posi- 
tiv liefert,  mag  nun  der  Weltkörper  recbtlSofig  oder  rückläufig 
sein.  Hiernach  können  also  Sl  und  i  immer  ohne  alle  Zweideu 
tigkeit  bestimmt  werden. 

Aus  der  Gleichung 

sin(^  —  Sl)  _  tang 
sin  (£s  —  &)      tang  »s 

erhält  man  nach  einem  bekannten  Verfahren  auch  leicht  die  Formel 

•  sin  CD  _i_  JS-) 

102)  tangt  i(£,  +£,)-Ä|  =  ^^Igj  tang  l& -£a), 


welche  für  das  zwischen  0  und  360°  liegende  &  wieder  zwei  um 
180°  verschiedene  Werthe  liefert,  über  die  man  ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  vorher  entscheiden  kann. 

Wir  wollen  nun  in  der  Ebene  der  Bahn  durch  die  Sonne  als 
Anfang  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  af"y'"  legen,  und 
wollen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x*  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x"  zusammenfallen  lassen,  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  y  aber  so  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x"'  durch  den  rechten  Winkel  {oftf) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  tf"  zu  gelangen, 
nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  sich 
der  Weltkörper  in  seiner  Bahn  bewegt.  Bezeichnen  wir  dann  so 
irgend  einer  Zeit  das  sogenannte  Argument  der  Breite  des  Welt- 
körpers  durch  V,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit : 

*"  =  ircosV,   yw  =  rsinV. 
Eben  so  leicht  erhellet  aber  auch  die  Richtigkeit  der 
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wenn  mao  wie  früher  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
naebdem  der  Weltkörper  recbtl&ufig  oder  rückläufig  ist  Also  ist: 

x"  =  rco»\,  y"=:±r8inVcoai; 
folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

r  cos  £  cos  B  =  x"  cos  St  —  y"  sin  & , 
r  sin  £  cos  »  =  x" sin  Ä  +  cosß 

ist: 

cos  £  cos  £  =  cos  &  cos  V  ^  cos  i sin  &  si  n  V , 
sin  £  cos  £  =sinÄco»V  ±  cos  t  cos Sl  sin  V. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt : 

cos  V  =  cos(£ — Ä)  cos  B , 
±  cos  tsio  V  =  sin  (£— Ä)  cos  # ; 

also: 

.  v_  ,  s'n (£— &) cos £ 
810  V"±      "loTi  ' 

cos  V  =  cos  (£  —  Sl\  cos  8 , 

■ 

mittelst  welcher  Formeln  das  Argument  der  Breite  sieb  ohne  alle 
Zweideutigkeit  bestimmen  lässt,  weil  man  aus  den  Vorzeichen 
s ei 0 es  Sinus  und  Cosinus  immer  den  Quadranten  bestimmen  kann, 
in  welchem  es  sich  endigen  muss. 

üoter  der  Länge  unsers  Weltkörpers  in  der  Bahn,  welche 
wir  durch  L bezeichnen  wollen,  versteht  man  bekanntlich  die  Grosso 

104)  L  =  £  +  V, 


kann  dieselbe  also  aus  der  beliocentriseben  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  nnd  dem  Argumente  der  Breite  immer  leicht 

Addition 


Durch  jede  einer  gewissen  Zeit  entsprechende  wahre  Ano- 
malie v  ist  offenbar  die  Lage  des  Periheliuros  in  der  Bahn  be- 
Bezeicbnen  wir  aber  die'  im  Sinne  der  Bewegung  des 

24* 
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Weltkörpers  in  seiner  Bahn  genommene  angulMre  Entfernung  des 
Periheliums  vom  aufsteigenden  Knoten  durch  P,  so  ist  offenbar 

105)  .  .  .  P  =  V— 1>  oder  P  =  V  — 1> +300°, 
jeoacbdem  V— ©  positiv  oder  negativ  ist;  also  ist 

106)  ..   .   r  =  V— P  oder  e=V-P-f  360°, 
jenacbdem  V  — P  positiv  oder  negativ  ist,  und 

107)  ..   .   V  =  t>  +  P  oder  V  =  r  +  P— 360°, 
jenacbdem  v  +  P  kleiner  oder  grosser  als  360°  ist.  . 


Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  aus  den  gefundenen  Elementen 
der  Bahn  die  geocentrische  Länge  und  Breite  des  Weltkurpers 
für  die  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  berechnet  werden  kann, 
weil  die  Vergleichung  dieser  aus  den  Elementen  berechneten  geo- 
eentrischen  Länge  und  Breite  mit  der  entsprechenden  beobachte- 
ten  geocentrischen  Länge  und  Breite  das  schärfste  Kriterium  fär 
die  bei  der  Bestimmung  der  Bahn  erreichte  Genauigkeit  abgiebt. 

Aus  der  bekannten  Zeit  des  Durchgangs  des  Welt  korpers 
durch  das  Perihelium  und  der  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  findet 
man  leicht  die  seit  dem  Durchgange  durch  das  Perihelium  bis  zu 
dem  Momente  der  zweiten  Beobachtung'  verflossene  Zeit,  welche 
wir  jetzt,  wie  schon  früher  in  §.  12.,  durch  /2  bezeichnen  wollen. 
Dann  findet  man  bei  elliptischen  Bahnen  durch  Auflösung  der  aus 
$.  12.87)  bekannten  transcendenten  Gleichung 


die  excentrische  Anomalie  u^,  und  hierauf  mittelst  der  aus  §.  12. 85) 
bekannten  Formel 


oder  einer  anderen  der  zu  diesem  Zweck  dienenden  bekannten 
Formeln  die  wahre  Anomalie  e*;  bei  parabolischen  Bahnen  er- 
giebt  sich  die  wahre  Anomalie  unmittelbar  durch  Auflösung  der 
aus  $.  12.  91)  bekaonten  cubiscben  Gleichung 


§.  15. 


<.  =  M!(tangie,  +  itangiV). 


Bezeichnet  nun  P  den  bekannten  Abstand  des  Periheliums 
vom  aufsteigenden  Knoten  nnd  Va  das  Argument  der  Breite  des 
Weltkörpers  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist  nach  §.  14. 
107)  bekanntlich 

V2  =  üf  +  P  oder  V9  =  r9  +  P  — 360°, 

jenachdem  rt  +  P  kleiner  oder  grösser  als  360°  ist. 

Ist  jetzt  &  die  bekannte  heliocentrische  Länge  des  aufstei- 
genden Knotens,  nnd  t  die  gleichfalls  bekannte  Neigung  der  Bahn, 
so  bat  man  zur  Berechnung  der  beliocentrischen  Länge  £j  und 
heliocentriscben  Breite  £2  nach  103)  die  folgenden  Formeln: 

a  cost 
cos  V2 = cos  (£» — &)  cos  #2 . 

in  denen  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  hat, 
jenachdem  der  Weltkörper  rochtlänflg  oder  rückläufig  ist.  Aas 
der  dritten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von 
£j  die  Formel 

tang  (£,—  &)  =  ±  cos  t  tang  Va, 

und  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  zur  Berech- 
nung von       die  Formeln 

cos  isin  V,  cos  V» 

sin  (£,_&)'   co8^  =  co8(£,-Ä)' 

Die  Formel 

tang     —  Ä)  =  ±  cos  t  tang  Va 

lässt  bei  der  Bestimmung  von  Jß^  eine  Zweideutigkeit  zu,  aber 
welche  auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann.  Ist  nämlich 
überhaupt  U  ein  dieser  Gleichung  genügender  Werth  von  Jßj  —  &, 
so  ist  bekanntlich,  wenn  n  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnet, 

fij  —  Sl=z  U  -f  nn, 


Z*  =  Ä  +  £7  +  nn. 

Nun  ist  aber  immer 
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()<*,<  2*, 

0<&+  l7  +  n*<2«, 


folglich 


und  hieraus 


Weil 


2_i^_(_iL±<>)==2 


ist,  so  liegen  zwischen 

Immer  nur  zwei  ganze  um  die  Einheit  von  einander  verschiedene 
Wertbe  von  w,  welche  mittelst  der  Bedingung 

 ^~<n<2  IT 

immer  leicht  bestimmt  werden  k «Innen,  worauf  sich  dann  mittelst 
der  Gleichung 

£2  —  St  =  U  -\-  nrc 

zwei  um  n  von  einander  verschiedene  Werthe  von  JC2  — Sl  erge- 
ben, and  es  sich  jetzt  also  nur  noch  frägt,  welchen  dieser  bei- 
den Wertbe  von  t^  —  Sl  man  zu  nehmen  hat.  Es  ist  aber  klar, 
dass  der  eine  dieser  beiden  Werthe  filr 

costsinVg  cosVa 
cos»»  -  ±  8.n(£a  _  Äj  -  C08(fit_Ä) 

immer  einen  positiven,  der  andere  einen  negativen  Werth  liefert; 
und  da  nun  cosBa,  weil  der  absolute  Werth  von  £a  nie  90°  uber- 
steigt, stets  positiv  ist,  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben,  welchen 
der  beiden  aas  dem  Obigen  sich  ergebenden  Werthe  von  £2  —  Ä 
man  so  nehmen  hat,  woran f  sich  dann  natürlich  auch  £,  leicht 
ohne  alle  Zweideutigkeit  ergiebt,  indem  man  Sl  zu  diesem  Werthe 
von  £a  —  &  addirt.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  bestimmt, 
so  ist  es  nicht  zweckmassig,  die  heliocentrische  Breite  B,  mit- 
telst einer  der  Formeln 
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„  costsln  Va  _^  cosVt 

TO8**  =  ±  sin  <£.--.»)•  COS**=cos(it,-Ä) 

zu  berechnen,  weil  diese  Formeln  es  unentschieden  lassen,  ob 
#2,  welches,  absolut  genommen ,  90°  nicht  übersteigt,  positiv  oder 
negativ  ist.  Nach  99)  hat  man  aber  zur  Bestimmung  von  auch 
die  Formel 

tang  £j  =  ±  tang  *  sin  (£,  —  St) , 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der  Welt- 
körper rechtläufig  oder  rückläufig  ist,  welche,  weil 

-90°<Ba<  +  90° 

ist,  nie  eine  Zweideutigkeit  l&sst,  wie  man  £2  zu  nehmen  hat. 

Den  Vector  r%  erhält  man  bei  der  elliptischen  Bahn  mittelst 
der  Formel 

ra  =  a(l  —  ecosttg), 
bei  der  parabolischen  Bahn  mittelst  der  Formel 

P  . 
'-^osie*2' 

und  sind  nun  wie  früher  ara,  yt,  ig  die  heliocentrlscheo  Coordi- 
naten  des  Weltkörpers  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist 

3*tS=f-aC08£»C0S$2, 

yar=r2sinJfi2C06^a, 
z*  =  TasinEg. 

Die  heliocentrischen  Coordinaten  der  Erde  zu  derselben  Zeit  sind 

=  #a  cos  X*a ,    Ft  =  #2  sin 

Hieraus  findet  man  die  geocentrischen  Coordinaten  x%  t  y*',  z,' 
des  Weltkörpers  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  mittelst  der 
Formeln : 

Bezeichnen  aber  wie  früher  V,  §2  die  geocentrische  Lange  und 
Breite  des  Weltkürpers  und  seine  curtirte  Entfernung  von  der 
Erde  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist  nach  7): 

or^rrr^cosA»,  y,' =  o»sin  A*,  ^'ssogtang/J,; 
woraub  Bicn 
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^  a*2' '  cosA*  sin 

ergicbt.  Die  erste  dieser  Formeln  liefert  für  das  zwischen  0  und 
StA)0  liegende  A^  zwei  uro  180°  verschiedene  Wcrthe;  für  den 
einen  dieser  beiden  Werthe  ist  aber  Og  offenbar  immer  positiv, 
für  den  anderen  negativ;  und  da  nun  (fa  seiner  Natur  nach  nur 
positiv  sein  kann,  so  muss  man  für  A*  immer  den  der  beiden  in 
Rede  stehenden  Werthe  nehmen,  welcher  o.2  positiv  liefert  Uebri* 
gens  aber  wird  auf  der  Stelle  auch  die  Richtigkeit  der  folgenden 
Regeln  erhellen: 


Wenn 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

Die  Formeln 

ist,  so  ist 


0  <A<  90° 
90°  <  A  <  180° 
18Ö°<A<270<> 
270°  <  A  <  360°. 


tanS&  =  —  =  ~#  cosA^  =  ~  sin  A^ 

liefern  das  zwischen  —90°  und  +90°  liegende  &  immer  ohne  alle 
Zweideutigkeit. 

Bezeichnet  die  Entfernung  des  Weltkorpers  von  der  Erde 
zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist 

o,  =  *,cos/3t,  also  «,=co^2; 
mittelst  welcher  Formel  auch       leicht  gefunden  werden  kann. 


Anhang. 

Wenn  ich  auch  im  Vorhergehenden  alle  Formeln  so  weit  ent- 
wickelt habe,  dass  Ober  die  Art  der  Anwendung  derselben  und 
den  Erfolg  dieser  Anwendung  nach  meiner  Meinung  kein  Zwei- 
fel obwalten  kann,  so  mochte  es  doch  gut  und  zweckmassig  sein, 
die  Auflösung  der  Gleichung  57)  oder  68),  auf  die  bekanntlich  hier 
zunächst  Alles  ankommt,  durch  ein  Beispiel  etwas  nüher  zu  er- 
ISotern,  und  daran  einige  Bemerkungen,  namentlich  Ober  die  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln,  welche  diese  Gleichung  haben  kann, 
zu  knüpfen,  ohne  eine  vollständige  Berechnung  dieses  Beispiels 
1.  die  nach  den  obigen  vollständig 
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aus  drei 

tischen  Entwickeluogen  in  der  That  als  überflüssig  erscheint.  Ich 
wähle  zu  einem  solchen  Beispiel  die  folgenden  Beobachtungen  der 
Vesta  *) : 

=  1740.  7'.  33\2  L,=2I3°.  42'.  55",5 

A,  =  173.  44.  21,3  L»=218.  3a  22,4 

Ä,  =  173.  33.  33,0  L,  =  223.  23.  15,5 

/?,  =  + 11°.  37'.  24M  log  Ät  =  0,0028540 

11.   19.  42,6  log  Äa  =  0,0034-240 

0S=    11.    0.  39,2  log Ä,  =  0,0039670 

xx  =4,9855208 

t,  =  9,9705405  log .  k* =0,471 1629-4 

t,  =4,9850197 

Die  Zeiten  der  drei  Beobachtungen  waren: 

1807.  24.  April.  9».  5".  16«,5 
29.  April.£8.  43.  42,2 
4.  Mai.   8.  22.  51,2 

Man  berechne  nnn  zuerst  die  folgenden  Logarithmen: 

log  r,  =0,6977105 
logra  =  0,9987187 
|logr,  =0,6976669 

log.  rfzr:  1,3954210 
log.V  =  1,9974374 
log.  ra*  =  1,3953338 

^.^»  =  2,0931315 
log.  ra»= 2,9961561 
log.*,» =2,0930007 

r,  =  4,9855208 
t3  =  4,9850197 
tt  -  t3  =0,0005011 
log(r,  —ts)  =0,6999244  -4 


Mittlere  Zeit 
zu  Paris. 


*)  M.  ■.  Theoretiache  und  praktische  Astronomie  tob 
J.  J.  Littrow.   Thl.  II.   Wien.  1821.   8.  139. 
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log  tangft  =0,3132247-1 
Iogtang&=0,30176l2-1 
log  tang/J,= 0,2890927-1 

log  cos  ß%= 0,9914552-1 
!og.cos/Ja»=0,9829104-l 

log  sin  (X*—  A,)  =0,4973501  —3 
log  sin  (A,  —  Al)=0,9952406— 3. 
logsin  ^  —  ^=0,8291796  -3 

Hieraus  erhalt  man: 

I  og .  sin  (A, — A,)  fang  ßl  =  0,8105748  -  4 

log .  sin  (A3  -  Aj)  lang  ß% = 0,2970018  -  3„ 

log . sin  (Ai  -  A*)  tangft  =0,1 182723  -  3 

folglich : 

sin  (A,  -  A3)  tang  ßx  =  +  0,0006465094 

sin  (A3 — A, )  tang  |Ja  =  -  0,0019815352 

sin  (A,  -  A*)  tang    =  +  0,00131 30229 , 

wobei  ich  bemerke,  dass  man,  was  wohl  zu  beachten  ist,  die 
Rechnung  jederzeit  so  genau  führen  muss,  wie  es  der  Gebrauch 
siebenstelliger  Tafeln  gestattet.  Bei  diesen  Rechnungen  habe  ich 
die  treffliche  neueste,  d.  h.  vierzigste  Auflage  des  Vega 'sehen 
Handbuchs*),  durch  deren  Herausgabe  Herr  Doctor  Bremiker 
in  Berlin  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben  hat,  benutzt 

Aus  den  obigen  Zahlen  findet  man  die  Grösse  5,  auf  deren 
Bestimmung  man  jederzeit  besondere  Sorgfalt  verwenden  muss, 
durch  die  folgende  Rechnung: 

+  0,0006465094 
-0,0019815352 
-0,0013350258 
+  0,0013130229 
-0,0000220029 
0=0,0000220029 
logö  =0,3424799-5. 

*)  Berlin.  185«.    Weidmannich«  Buch  handlang. 
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Ferner  berechnet  man  folgende  Logarithmen: 

log  sin  (L,  —  A4)  =  0,8043324—  l 
logain  (L,— jL,)  =  0,8078521  —  1 
log  «in  (Lt  -  A,)  =  0,8094751  -  1 

log  ain  (I*  -  A,)  =  0,8451238  - 1 
logsiofLa— =  0,8480932—1 
log  sin  (1^ — A3)  =  0,8494626-  1 

logain  (I*  —  Ag)  =  0,8794966—  1 
log  ain  (Z/8  — A3)  =  0,8820036- 1 
logain  (L8  -  A3)  =  0,8831597-1 

log  cos  (LÄ— A*)  =  0,8508679  -  1 . 

Hieraus  und  aus  den  oben  schon  berechneten  Logarithmen 
der  Tangenten  von  ßlt  fo,  /?,  erhält  man; 

Ax  =0,00418220  log  Ax  =0,6214048—3 

A2 =0,00450547  log  4a  =0,6537402— 3 

^,=0,00479617  log  As  =  0,6808946-3 

Bx  =—0,00864674         log  Bx  =0,9368524  -  3„ 
£?»=  -0,00922876         log  ^3  =  0,9661433—3* 
0,00974417         log  B%  =  0,9887449  -  3, 

C\  =0,00448155  log  C,  =0,6514283—3 

C,= 0,00473905  log  ^=0,6756913—3 

Q = 0,00496238  log  C.  =0,6956900-3. 

Ferner  findet  man: 

A%  =  1340.  4'.  I3",4 
logcos^  =  0,8423231 -1„ 
logsinz/.  =  0,8564183—1 
log .  ain  4,*  =  0,5692549 - 1 
logtang^  =  0,0140952» 
log .  cos  0a  cos  A%  =  0,8337783  —  U 
cos  A%  =  -0,69554159. 

erhalt  man  weiter: 
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^=-0,043392720 
#=-0,092744043 

+  0,049351323 
C=— 0,049020618 

+  0,000330705 
D=— 0,00015079986 

G=    0.000481505  *  log G  = 0,6826008  - 4 

J'=- 1,0785442 
#'=-9,2198404 

+  8,1412962 
C'=— 1,2181832 

+  6,9231130 
ZT=-  0,014991 266 

G'=    6,9381043  log  G'  =  0,8412409 

log  <?!  =0,1924961-4 
log  6?,'=  0,1899336-2 

log  F=  3,8865153  log  F= 3,8865 153 

logG=0,6826008-4  log  Gx  =0,1924961-4 

log  GH =05691161  log  Gt  "=0,0790114. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Logarithmen: 

log  Ga  =0,5691161 
logG'  =0,8412409 
log(?/= 0,0790114 
log  Gi'  =0,1899335-2, 

welche  zur  Berechnung  der  Werthe  der  Function 

(Gu - G'tt8) «+(€?/- GV u8)  V(l-ti)(l+u) 

der  Gleichung  57)  hinreichen,  wenn  man  in  dieselbe  beliebige 
Werthe  der  Grosse  u  einfuhrt. 

Setzt  man  nun  für  «  nach  uod  nach  die  Werthe 

0,0;  0,1;  0,  2;  u.s.  w.  0,  9;  1,0; 

so  erhält  man  för  die  entsprechenden  Werthe  der  obigen  Function, 
jenachdem  man  in  derselben  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
nimmt,  das  folgende  Tableau: 


uigmze 
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Oberes  Zeichen.  Unteres  Zeichen. 


«  1 

V  unction. 

u 

Function. 

-f- 1,1  J.'.JüU/ 

U,l 

—0  82.14167 

0  1 

4- 1  rif>.Ti887 

0,2 

-0,4447152 

0,2 

+  1,9056328 

0,3 

-0,0877397 

0,3 

+  1,2000215 

0,4 

+0,2070240 

0.4 

+2,4030840 

0,5 

+0,3831193 

0,5 

+2,4574153 

0,6 

+0,3685514 

0,6 

+2,2824490 

0,7 

+0,0767771 

0,7 

+  1,7824633 

0,8 

-0,5905709 

0,8 

+0,8393517 

0,9 

-1,7330146 

0,9 

-0,697J294 

1,0 

-3,2303915 

1.0 

-3,2303915 

Hieraas  sieht  man,  dass  die  Gleichung 

(Gn -  G;«»)tt+ (GS—  d'»8) Xra-u)(l+ü)  =  0 

zwischen  0  und  1  drei  reelle  Wurzeln  hat,  welche  zwischen  0,3 
und  0,4 ;  zwischen  0,7  und  0,8 ;  zwischen  0,8  und  0,9  liegen.  Wie 
man  sieb  diesen  Wurzeln  ferner  nähern  und  dieselben  mit  jedem 
beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  finden  kann,  ist  bekannt  genug; 
wenn  nämlich,  um  nur  bei  der  einfachsten  Methode  stehen  zu 
bleiben,  Oberhaupt  a  und  b  zwei  Nfiberungswerthe  einer  Wurzel 
der  Gleichung  flu)  =  0  sind ,  und  den  Werthen  a  und  b  von  u 
die  Werthe  A  und  B  der  Function  f[u)  entsprechen,  so  dass 
f{a)  ~  A  und  /T(6)  =  B  ist,  so  findet  man  einen  neuen  Nähe- 
rnngswerth  u  der  Wurzel  unserer  Gleichung  mittelst  eines  der 
beiden  folgenden  Ausdrücke : 

o — b   .  a  —  b  D 

u=za     Ä^B    =  ~Ä—B 

Nach  der  Formel  55)  liefert  das  untere  Zeichen  für  v  einen 
negativen  Werth,  und  da  nun  sin^9  positiv  und  cos 4,  negativ  ist, 
so  liefert  die  zweite  Formel  in  60)  in  diesem  Falle  filr  H2  offen- 
bar einen  negativen  Werth,  was  unstatthaft  ist,  und  uns  daher  be- 
rechtigt, die  zwischen  0,8  und  0,9  liegende  Wurzel  von  unseren 
ferneren  Betrachtungen  auszuschliessen ,  und  uns  von  jetzt  an 
bloss  mit  den  zwischen  0,3  und  0,4  und  zwischen  0,7  und  0,8 
liegenden  Wurzeln  zn  beschäftigen. 

Wenn  man  aber  zuvörderst  die  zwischen  0,7  und  0,8  Hegende 


uigmzea  Dy  Vjüü 
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Wurzel  durch  succesaive  Annäherung  genauer  berechnet,  and 
daraus  dann  mittelst  der  zu  diesem  Zweck  im  Obigen  entwickel- 
ten Formeln  die  entsprechenden  Werthe  von  £a,  der  Entfernung 
des  Weltkörpers  von  der  Erde  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung, 
und  von  Qt,  der  curtirten  Entfernung  des  Weltkörpers  von  der 
Erde  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  ableitet;  so  fiodet  man, 
dass  diese  Werthe  sehr  klein  ausfallen.  Nun  ist  aber  klar,  dass 
die  beiden  Gleichungen  unserer  Aufgabe,  nämlich  die  Gleichungen: 

Qi===\BxRij^  +  B9R3&-  —  B%R*\  > 

rft»  =         ^DjÄ-jCos (L4  -  Jla)  +  o^sec 

die  Auflösung  03  =  0  zulassen.  Denn  ftir  diesen  Werth  von  p, 
wird  vermöge  der  zweiten  Gleichung  ra  =  R%,  und  die  erste  geht 
dann  offenbar  in  die  Gleichung 

B*RZ  j£-  tfal?a  =  0 

oder 

BXRXFX  —  ßsJ?8F*  +  ÄaÄ3F8  =  0 

über,  was  nach  14)  in  der  That  völlig  richtig  ist  Wenn  nun  auch 
die  zweite  der  beiden,  nach  Ausschliessung  der  dritten,  noch  zu- 
lässigen Auflösungen  nicht  genau  fe=0  liefert,  so  liefert  sie  doch 
q2  sehr  klein,  was  darin  seine  vollständige  Erklärung  findet  und 
ganz  der  Natur  der  Sache  gemäss  ist,  weil  die  obige  Auflösung 
für  jetzt  eine  blosse  Näherung  ist,  und  also  auch  nur  nähernngs- 
weise  richtige  Resultate  liefern  kann.  Jedenfalls  wird  aber  die 
zweite  der  beiden  obigen  noch  zulässigen  Auflösungen  der  ge- 
nauen Auflösung  #2  =  0  und  Pa  =  0  entsprechen,  was  offenbar 
auch  unstatthaft  ist,  so  dass  also  hiernach  bloss  noch  die  erste 
der  beiden  in  Rede  stehenden  Auflösungen,  nämlich  die  zwischen 
0,3  und  0,4  liegende  Wurzel,  als  zulässig  übrig  bleibt. 

Setzen  wir 

flu)  =  {G"-G'u?)u  -  GV«»)  V(l-ii)(lTiÖ , 

so  ist  för 

«  =  0,3269852  und  «  =  0,3260853 

respective 

flu)  =  -0,0000004  und  /fr)  =  +  0,0000003 ; 
also  liegt  der  richtige  Werth  von  u  zwischen 

0,3269852  und  0,3269853 
aber  etwas  näher  bei  dem  letzteren  Werthe,  so  dass  wir 
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u  =  0,3269853 

zu  setzen  haben. 

Die  weitere  Fortsetzung  der  Rechnung  hat  nnn  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit,  da  dieselbe  ganz  auf  vollständig  entwickel- 
ten Formeln  beruhet.  Ich  will  jedoch  noch  kurz  anfuhren,  was 
sich  mir  bei  derselben  ergeben  hat,  bemerke  aber,  dass  die 
Rechnung  nicht  mit  der  grGssten  Sorgfalt  geführt  worden  ist,  da 
es  ja  nur  auf  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Verfahrens  ankam. 

Mittelst  der  Formel  55),  in  derselben  das  obere  Zeichen  ge- 
nommen, habe  ich  zuerst  gefunden: 

log  r  =  0,4609172; 

dann  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln  60): 

logra  =0,3453141 
logHa=0,1436100 
log  oa  =0,1350652 

und  nach  den  Formeln  47): 

log  fi  =0,6976616 
log  f%  =0,9985227 
log  fz  =0,6976179; 

dann  nach  61): 

log  a  =0,1238773 
log  p,= 0,1474671; 

so  dass  wir  also  haben: 

log  Pl  =0,1238773 
log  ^=0,1350652 
logp8  =0,1474671. 

Dann  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln  63): 

2,1603835  log*,=  0,3345309« 

yx  =  -  0,4226039  log^  =  0,6259335—  1» 

xt  =  +  0,273591 1  log  *!  =  0,4371020- 1 

2,1448351  logxa=0,3313939. 
y,  =  -  0,4793810  log  y% = 0,680(3808—1. 

t*  =  +  0,2734175  logra  =0,4368264—  1 

*,=— 2,1288614  log  *3  =0,3281474« 

y,  =  -  0,5357017  logy,  =0,7289230- 1« 

H=  +  0,2732497  logz,=  0,4365598-1 . 
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Dann  findet  man  mittelst  der  Formeln 

r1  =  W+yiHii*  und  r,=  w  +     + V 


ferner : 


und  hat  also: 


logr,  =0,3460137 
logr,=  0,3448184 


logri  =0,3400137 
logr2  =  0,3453141 
logrs  =0,3448184. 

Mittelst  der  zweiten  der  Formeln  68)  ergiebt  sieb  aber: 

\oSA  =  0,6393653—1 

und  mittelst  der  ersten  der  Formeln  81*): 

log|^  =  0,7084639  -  4.. 

Nun  ergiebt  sich  nach  82): 

=  3080.  35'.  16",92 
und  nach  der  ersten  der  Formeln  83): 

log  B  =  0,3995523  -  2. 

Also  ist: 

4  =  0,43587838, 
B  =  0,02509298, 

and,  weil  A>  B  ist,  ist  folglich  die  Bahn  eine  Ellipse. 
Mittelst  der  bekannten  Formeln 

A 


6  = 


erhfilt  man: 


(A-B){A  +  B)' 
1 

\(A— B)(A+B)' 

B  2 
e  =  A>    P  =  Ä 

loga= 0,3620763 
log  6 =0,3613555 
log  «=0.7601870—2 
log/>  =  0,6616647. 


am  drei  geocenlrischen  Beobachtungen, 


Ich  habe  auch  Doch  die  folgenden  Grossen  berechnet: 
log  '~t,)  •  g*  =  0.601360»  - 10. 

log  •  T£y  =0,5807335-7 

logg       -0,2367089  -6 

die  letzte  Grösse  nach  der  ersten  der  Formeln  80).  Man  sieht 
hieraus,  wie  klein  die  Grossen  sind,  von  denen  hier  die  Loga- 
rithmen angegeben  worden  sind,  was  wir  hier  namentlich  mit 
Rucksicht  aof  die  Gleichungen  45)  bemerken. 

Die  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  nach  den  oben 
entwickelten  Formeln  würde  für  den  Zweck,  den  wir  hier  durch 
dieselben  zu  erreichen  beabsichtigen,  überflüssig  sein  und  zu  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmen. 


Drittes  Kapitel. 

Ueber  die  scheinbare  Bahn  eines  sich  um  die  Sonne 

bewegenden  Weltkörpers. 

n 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  durch  die  Sonne  als  Anfang  ge- 
legtes rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyi  haben  wir  be- 
kanntlich für  unseren  Weltkörper,  dessen  Coordinaten  in  diesem 
Systeme  zur  Zeit  /  durch  x,  y,  z  bezeichnet  werden  mögen ,  die 
folgenden  Gleichungen: 


«  


Bt*  +  r»  — U' 

und  wenn  nun  zu  derselben  Zeit  in  demselben  Systeme  die  Coor- 
dinaten der  Erde  durch  X,  V,  Z  bezeichnet  werden,  so  ist  ganz 
so: 

Tktil  XXIX.  2ä 
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8fi  +  az  - 

a*z  (  **z  A 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  WeltkBrpers  von  der 
Erde  durch  o,  and  die  180°  nicht  tibersteigenden  Winkel ,  welche 
die  von  der  Erde  nach  dem  Weltkörper  gezogene  Gesichtslinie 
mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einscbliesst. 
durch  6,  co,  ö;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordioateo  offenbar: 

x  =  X  -f-  OCOS0,  y  =  P-f- ocos  <o ,   z=  Z-focoscS. 

Beschreiben  wir  aber  um  die  Erde  als  Mittelpunkt  mit  der  Län- 
geneinheit als  Halbmesser  eine  Kugelfläche,  und  bezeichnen  die 
Coordinaten.  der  Projection  des  Weltkörpers  auf  dieser  Kugelfläche, 
nämlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  von  der  Erde 
nach  dem  Weltkörper  gezogenen  Gesichtslinie  mit  der  in  Rede 
stehenden  Kugelfläclie,  in  einem  durch  die  Erde  als  Anfang  ge- 
legten, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensysteme 
durch  tt  V»  Vi  *o  ist  offenbar 

■ 

3)  .   .   .     r=  cos6\  n  =  cos co ,  f  =  cosö; 
also  nach  dem  Obigen: 

4)  .   .      x  =  X+QTt  y=F+o»,  t=Z+o}; 

wobji  man  rficksichtHch  der  Coordinaten  r,  n,  f  zu  bemerken  hat, 
dasB  nach  3): 

5)  +    +  1. 

folglich 

und 

iet 

Au«  4)  folgt: 

x—X=  ojf,  y  —  Y=  oo»  •—  Z  =  o>; 
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371 


also 


8*x    B*X     V.QX    d*y    d*Y_     cP.yx)    Bh    &Z  a^jpj 

di*~  Bt*  -  bp  '  Bt*~~  dt*  ~  dt*  9  —w* 


und  weil  nun  nach  1)  und  2) 

Bt*  ~~  *  \R*  r8/' 
Bt*~~  Bt*  -*\R*~r*J 


ist,  so  ist: 


8) 


de* 


also,  wenn  man  die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  «weiten 
Differentialquotienten  entwickelt : 

»)     •    <  e^5+2ara<+l>a<*-A  U*""^' 
a*>    9o  a?  /z  z\ 

*Bt*  +  ZFl'Bt+}BP  ~k  \W>~f*)' 

Wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

■ 

d}    a»    Bx    B}    a»  ar 
'a/-'a/' 

multiplicirt,  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 


Bn  B2x       Bx      B}  o*n  Bt) 

10)  ^l(»ef~^y/>al*  +  öÄ"^■o^+0rF/•~9ä/)äi*, 


4. 
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oder 

/an  a*j  d}  Pt>\    /a?  a*r  ar  a»?\  * 
">  w)+*Ww-rrd)  | 

/a*  a*n  an  a*r\  i 
+Jvara/*""a/* W  ' 

/z    *\,a»  ar. 
+  ^""rV^a/^ä/' 

Nach  4)  ist: 

X       X        v/  1        1  \  Q 

also  nach  9): 
also,  wenn  wir 


12) 


i3)  ...  .  ^^+Ä»+cr=-| 

a?  a2? 
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am  drei  afurtiitrischm  Rttiharhhmaen  Q!J*K 

also,  «veno  man  diferentiirt: 

DBr^nBXto  BA  t   BB^VBC  BH 

■ 

14>  )J^  +  *ä+C^  +  Frft +*17  +  F^--^F• 
J  5?  +  *  Bt  +  c  ä7  +  S  *  87  + *  ü  +  z  "SF  =  *"  5? ' 

*  •  w  * 

Wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

»Z-jF,  j*-rZ.  jrF-n* 

roultipllcirt,  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung : 

- 

+Mg+*j+c£xyr-*> 

+  |(i,Z-fK)|  +.(Jjr-rZ)g+(rI'-^|l^ 

£sr  83n  d*l 

=  -{<nZ-?F)  ^  +  (JA:-  rZ)  ^  +  Or F-»X)  ^  I 


(^^  +  ä|)(»Z-jF) 
+  (^^+Ä^)(j^-rZ) 
+  (jjj£  +  *f|)(rF--t>A) 

,  ^  /vaz-  _ar    ,_ax  vaz.  ,  ,_8F  va*, 

+ 1  (n  Z  -  j  F)  | + (jX-jr  Z)  Sjj + (r  F-  n  X)  | )  ™ 

c3x  a8»  a*j 

.=  — l(»Z— jF)  P  +  ftJT-jrZ)  ^  +  (r  F-»A)  ^  }• 
Nach  I.  4)  sind  die  Grössen 
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-BZ     „BY    -BX     „BZ    yBY  JbX 

7Tt~zBi>  zlt-xBi'  xli-YTt 

Coostanten,  welche  wir  durch  K,  Klt  K%  bezeichnen,  und  daher 

BZ    7BY  u 

VBY  BX 
A~Bf~*  cT~Ä» 

m 

•eUeo  wollen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in  die  folgende 
Obergeht i 

» 

+  +  r<4-,g  +  2(,{-rg)l 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

16)  .  .  17=  ,}-,*    ül=Jg-4  tf.-ig-£ 
und 

IT) 

„89  8»j  a*n  r  _8?  a*r  fr  8*?  8*8*«  85  8«r 
so  ist: 

ar;  a«?  a«»  bü,  bh  a*?  ar;,  a*»  a^r 
a7  =  ^-^'  ir=»c*-ro*'  ^  =  '5?-^ 


,  a»o  B\ 


aus  drei  geocenir (sehen  Beobachtungen. 

■SF""rsss*Sp-f8Ff 

3*  Vi     ,r      ö8r  ö3? 


Also  wird  die  obige  Gleichung: 
W)   ....  +  F-^i 

+(Ä+|£)(jri/+FC/1+Zl7,) 
'  17) 

;    XIV    *°\     VfV  XIV  *v*\\ 


f.  2. 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  scheinbaren  Bahn  im 
Punkte  (rtft)  in  dem  Coordinatensysterae ,  auf  welches  sieb  die 
Coordinaten  r,  »,  }  dieses  Punktes  beziehen,  sind,  wenn  X,  %>,  5 
die  v erfinderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  in  diesem  Systeme 

den  Lebren  der  analytischen  Geometrie: 


»ex  *—*  »_5- 

!8) ~äT  =  ~diT 


dt  St 


Durch  den  Mittelpunkt  der  Sphfire  und  diese 
also  auch  durch  den  Punkt  (rn?),  lege  man  eine  Ebene,  deren 
Gleichung  die  allgemeine  Form 

haben  wird;  da  aber  diese  Ebene  durch  den  Punkt  (jrnf)  geht, 
so  ist  aueb 


Digitized  by  Google 


376  Grunrrt:  Veöer  die  Bestimmung  der  Bahn  einet  Weltkörpers 
folglich 

L{X  -  jr)  +  Jf      »)  -f  N(S  ~?)=0, 

und  daher,  weil  die  Ebene  durch  die  Berührende  in  dem  Punkte 
(rt)})  geht,  nach  18): 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

4+*! +4=0 

ergiebt  eich,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

ön 

m?     ,#■■./  £w  9r. 
iV  =  G(jrgj  —  n^); 

so  dass  also  nach  dem  Obigen 
die  Gleichung  unserer  Ebene  ist. 


Auf  diese  Ebene  errichte  man  jetzt  im  Mittelpunkte  der 
Sphäre  ein  Perpendikel,  und  bezeichne  die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
jra  liegende  Theil  dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen 
der  drei  Coordinatenaxeu  einschliesst,  durch  o,  ß,  y\  so  sind  die 
Gleichungen  dieses  Perpendikels: 


*  —  =  V 
cos  a  eosß 


cosy 

und  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  folglich 

d}      dt)       ßx      dj       dt)  dx 

  — m  im   * 

cos«    ~~    cos/?  ~  ~~ 
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also,  wenn  Q>  einen  gewissen  Factor  bezeichnet : 

-«=»4-4). 

co«  ß  =  G'Gg7-*g-J). 
folglich,  mit  Beziehung  der  oberen  and   unteren  Zeichen  auf 


co*a~  ± 


oder,  weil 

und  folglich  oach  5),  6),  7) 
ist: 
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d}  dt) 

~"=i  ■©'♦<»•♦<&" 

21)   .   .   \  co«  ß= ±    ,  ^  v  a     ^  v ,       "  ,  » 


On  3* 


,  8*r  ,  8*n  ,  B\ 


22)   .   .     /  cof/3=± 


cosy 


Den  Punkt,  In  welchem  von  dem  vorher  betrachteten  Theile 
unser«  Perpendikels,  welchem  die  Winkel  a,  ßt  y  entsprechen,  die 
Obertläche  der  Sphäre  geschnitten  wird,  wollen  wir  von  jetzt  an 
den  positiven  Pol  des  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  und  die 
Berührende  der  scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (T»})  derselben 
gelegten  grüssten  Kreises  der  Sphäre  nennen.  Die  dritte  Coor- 
dinate  dieses  Pols  ist  offenbar  cos  y,  und  da  diese  Coordinate 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nothwendig  positiv  ist,  so 
sieht  man,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  un- 
teren Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  die  Grosse 


8»  Br 

räf-"e7 


positiv  oder  negativ  ist. 


lywzeo  uy  VjUvj 


gle 


3 


$.  3. 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  Krfiromungskreises  der  «chein- 
baren  Bahn  in  dem  Punkte  (rtrj)  derselben  ist  bekanntlich  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie,  wenn  immer  X,  f>,  5  die 
veränderlichen  oder  laufenden  Coordioaten  bezeichnen: 


(dl  ö*r     c>  <P|\ 

/&  aj5  _aj  8*\ 


=  o. 


Bezeichnen  wir  die  ISO0  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  dem  Mittelpunkte  des 
in  Rede  stehenden  Krümmungskreises,  welcher  natürlich  immer 
ein  Kreis  der  Sphäre  ist,  hin  gezogene  Gerade,  die  auf  der  Ebene 
des  Krümmungskreises  senkrecht  steht,  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  a,, y,;  so  sind 

_  y    s 


cos  cx     cos  ßi  '  ~  cos  yt 

die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Geraden,  und.  auf 
ähnliche  Art  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  findet  man  mit 
Beziehung  der  oberen  oder  unteren  Zeichen  auf  einander: 

4 

*  24) 

C08ft|  = 

8t)  8*}  8}  8*1) 
dt  '  dt*  "  dt '  dl* 


aT/fröV  ö»  B*x\\fdQ  8h"  ö*n\»  a  (8\  8*r  äFcPj V ' 
V  USF'S'SV  +U-»~'S"EV  +U,»"SW 


COS/?!  = 

"Jt'SÄ 
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cos  Yl  = 

Bx  &v     Bp  8h 
 BtBt*  ~  Bl'  BP 

±  4  /" /a*  a*n        y  ,/a»  05  8?  aw ,  /aTa^r  _ ar  a*?y * 

wo  man  auch  bemerken  kann,  das« 

(Bx  BH>  8n  8W  ,  /an  <P}  B}  8W  (B\  BH  Bx  B^y 
\Tt'Bi*~Bt'BflJ  +  \BiBt*~$t'B1*J  +  \Bt'Bt*~Bt'Bi*J 

-ICD"*©'*©'!!©'*®"*®"! 

}/8r  a«r    3n  B*v  .  B}  B*}i  * 

ist. 

Die  dritte  Coordinate  des  Mittelpunkts  des  Krttmmungskreises 
hat  offenbar  gleiches  Vorzeichen  mit  cosy,.  Liegt  nun  der  Mit- 
telpunkt des  Krümmungskreises  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene 
der  jr»,  und  ist  also  cos  y,  positiv,  so  muss  man  in  den  obigen 
Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenaebdem 
die  GrGsse 

Bx  B*tf    8n  B*r 
dt 

positiv  oder  negativ  ist.  Liegt  dagegen  der  Mittelpunkt  des 
Krtimmungskreises  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der  jrn,  und 
ist  also  cos/j  negativ,  so  muss  man  in  den  obigen  Formeln  die 
obereo  oder  die  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

Bx  <Pt)    Bt)  BH  f 
Bt  Bt*~Bt  B(* 

negativ  oder  positiv  ist. 

Bezeichnen  wir  den  scheinbaren  Halbmesser  des  Krümmungs- 
kreises, welcher  offenbar  immer  ein  spitzer  Winkel  ist,  durch  d, 
so  ist 

cos  A  =  cos  0 cos«!  +  cos  00 cos 0,  -f  cos öcosy,, 
also  nach  3): 

cos  A  =  x  cos  o,  -f  ff  oos    •+  }  cos  yt , 

und  folglich  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorselchen 
wie  vorher  nach  24): 


uigmzea  Dy  Vjuogit 


aus  drei  geocentflschen  Beobachtungen.  l\g\ 

25} 

/St)  a$  a?  av\  /a?  a*r  a*  a»?\  /ar  a^>  a»  a*r\ 
rV§7 •  dt*~ Bt ' dt*) d<*~~c~t' a/y* \ dt ' Bfi ~~ 37 •  a/y 

t/Y*???  fir^Ya.^  § ^YjY8*  ar  a*?y 
\  ^a/af*~~a/a/v  iw&a"-af"W  +vSr'*«~5rßy 

oder : 

26} 
coad  ~ 

B}      8ij  3*r      5r  ,  ß»  foö*? 

(>?a/ ?   a/*  a^  *  (ira/  ""'w  ar»  

*  4  r /äFa^  ^^Y-iY?"  a§  a?  foy.fb&i  ar  a^y 
*  ^•^"'fo'a/v  ^a*  a/*"~&a/v  +  wa**  ~  St  ovy 

Weil  nach  5} 


ist,  so  kann  man  den  Zähler  von  .sin  auf  folgende  Art  aus- 
drücken : 

(dt  a*n    dtt  aw 


n  )  .       B*}    Bs  a*ny 
/a*  8*x    Br  Pjy 

+  Var'a<«""a<  a/y 

.  /an  a»?  a?  a^y 
\ara<a~~a*a<v 

./a?  a*r  ar  a*?y 
~v  V^'ä?"ä7  a/v 

a  /fo  a?n    fin  aw 

~?  Var  a<*  ~  ar  a*v 

/a»  05  a?  a^\/a?  a»r  ar 
~^sra**~T*'äv  ^^Traty 

/a?  a*r  ar  a«j\  /ar  a^  a»  a%\ 
~^Jvara<*~~a*cly  varä7»~o7a<y 

/ar  3*$  an  a^r\/rn  c2?  Bj  <Pt)\ 
~^otdfi  —  ol'dfi)\Tt'el>~Bt'Bp)* 
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und  erhalt  hieraus  zuerst  ohne  alle  Schwierigkeit  filr  diesen  Zäh- 
ler den  folgenden  Ausdruck: 

■ 

sto  a*»  a»  a*r\     /öi  a»r  ar  a*?\._ 
.  /a«  a«?  a?  avv     /ar  a*»  a»  a*r\ 

also  ferner  den  Ausdruck  : 

8»r    8*»  ,  8«i  ajr     .  ar  ,  8n        8*r  . 

folglich  nach  6)  den  Ausdruck : 

und  daher  nach  7)  endlich  den  folgenden  sehr  einfachen  Ausdruck: 
Also  'ist: 

27) 
Bind  = 


af /ar  av~ a»  8*ry .  /8»  a*?  äT^vT/^T^  ar  a«j\«* 
\  Ha*  8^-al •s?;%'ä?-5i^j 

folglich  nach  25): 


28) 


KS)'*©'*®'!' 

<<8-8-8-s)«a-s=s-a)^6-s-B)' 
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l©^ffi'*CDT 

wo  immer  dieselbe  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  gilt  wie 
vorher. 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

i«9*    Äfa,>  ?5   a*  &!>\ 

w  37*"  ?8* '      '  B^"8f '  W 

,  ,  fr    frvA  a«r  ar  8*a 

8r  8*r  8«  .  8i       8%/8nV  .  /öfY* 
an  8*n  8jr     8?  _  8^  .  /frV  /8*y 

+  8/  *  8/*  (jr8/  +l,8*  ;    *     <  Vö/y  +  V8?/  * 
=    «et       +  V  V8/ '  8/* +  87 '  81*  +  87  *  87V 

=  i(D'+©'+(i)V. 

and  folglich»  wenn  man 

cos^i  r=  cosa cos -f  cos/Jcosft  +  cosycosy, 

setzt,  wo  die  Bedeutung  von  dt  aus  dem  Obigen  leicht  von  selbst 
erhellen  wird,  nach  21)  und  24): 


V»'3F-R"«y  M,e7ä*~fifßV  +VR'Si»"R' Rv 
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wo  eine  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  nicht  weiter  gege- 
ben werden  soll,  indem  wir  hier  nur  die  aus  der  Vergleichung  der 
Formeln  27)  und  30)  sich  unmittelbar  ergebende  Gleichung 

31)   .  sin  J*  =  cos4* 

ableiten  wollten. 

'  f.  4. 

Nach  28)  ist : 
oder  nach  29: 


<S)'+(8)'+(»V-«. 


wo  wegen  der  Vorzeichen  die  folgenden  Bestimmungen  gelten: 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Krummungskreises  auf  der  positi- 
ven Seite  der  Ebene  der  jrn  liegt,  so  muss  man  das  obere  oder 
untere  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grosse 

positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen  der  Mittelpunkt  des  Krum- 
mungskreises auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der  rp  liegt,  so 
muss  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 
die  Grösse 

fr  8««  dp  62r 
d$'Bt*~Bi'$t* 

negativ  oder  positiv  ist 
Nun  ist  aber  nach  11) 

/Bt>  8»?    öj  «PIA  8*    fr  P}\,/dr  B*v    dn  a«r\ 

(X    x\    Bf  8n 

-  o   ]  r*J{}Bt  *Bt'i' 

/  Z     *  \   Bn  Bx 
+  {lf'-7»)ifSi-''gi) 
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also  nach  4): 

(Bn  fr}    d}  9hf\     /d}  3*%    B%  8»j\    fit  3*n    89  8*a 

-?CA-i)  *4-4 + + «S-*i 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  mit  derselben  Bestimmung 
wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher: 

Führt  man  jetzt  in  diese  Gleichung  für 

fr     8n      ftf     8j      ch)  fr 

Je7~x&'  'aT-1^ 

ihre  aus  den  Gleichungen  21)  sich  ergebenden  Ausdrücke  ein,  so 
ergiebt  sich  Folgendes: 

Wenn  die  Grösse 

öl)  fr 

positiv  ist,  so  ist 

■*'l(»,+©'+®1-' 

=  *a(ß5— a+  Fcos/J  +  Zcosy), 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 
Wenn  die  Grösse 


negativ  ist,  so  ist 

Th.ll  MIX.  26 
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*.i@)^e)**(?)V' 

=  -  i)  (Xcob  «  +  Y  cos  0  +  Zcos  y), 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichen«  wie  vorher. 

Bezeichnen  wir  die  scheinbare  Entfernung  des  positiven  Pole 
des  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  uod  die  Berührende  der 
scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (r»|)  derselben  gelegten  gröss- 
ten  Kreises  der  Sphäre  von  der  Sonne  durch  D,  so  ist,  weil 
offenbar  —  JT,  —  F,  —Z  die  Coordinaten  der  Sonne  m  Bezug 
auf  die  Erde  als  Anfang  sind,  wie  sogleich  erhellet: 

JL.  'Y  Z 

cos  D=  —     cos  ö  —  £Cos  ß  —  £  cosy, 

also 

Xcesa  +  Fcos0  +  Zcosy=s  — Äcos D, 

was,  in  die  obigen  Gleichungen  eingeführt,  zu  dem  folgenden 
führt: 


Bt)  Bx 
'H-^Bi 


Wenn  die  Grösse 


positiv  ist,  so  ist 

•  i  00" + 05" + GD'l  - » «Ci-i>— — * 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 
Wenn  die  Grosse 

3»  dx 

negativ  ist ,  so  ist 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Weltkörpers  in  sei- 
ner scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (jfnj)  derselben  durch  9, 
so  ist  bekanntlich : 
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was  zu  dem  folgenden  Resultate  fuhrt: 
W*dn  die  Grösse 

'««"'S 

positiv  ist,  so  ist 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

» 

Wenn  die  Grösse 
negativ  ist,  so  ist 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

weitere  an  sich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unter- 


liegende Discussion  der  Regeln  wegen  des  Vorzeichens  führt  nun 
aber  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Es  ist  allgemein 

32)  .   .   .  iA»/?^— i)tangz/cosZ>, 

und  wegen  des  Vorzeichens  hat  man  sich  an  die  folgenden  Re- 
geln zu  halten. 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Krümm ungskreises  auf  der  positi- 
ven Seite  der  Ebene  der  m  liegt,  80  muss  man  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nehmen,  jenacbdem  die  Grössen 

rct  ~ >  dl  und  ff 'aF-ST**- 

oder  deiche  Vorzeichen  haben 


Wenn  der  Mittelpunkt  des  Krfimmungskreises  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  Ebene  der  jr»  liegt,  so  muss  man  das  obere 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grössen 


aS8  Gruner  t:  Uetjtr  die  Bestimmung  der  Buhn  eine»  Weltkör  per» 

dt>       dx  Bx  &V    dt|  .8*x 

xFt -vei  ül,d  ars?- srs? 

gleiche  oder  ungleiche  Vorseichen  haben. 

Bezeichnen  wir  die  scheinbare  Entfernung  de»  Weltkörper« 

von  4er  Sonne  durch  X>,  so  ist 

r*  =      —  2Hq  coe  J>  +  o2, 
und  die  Gleichung  32)  wird  also: 


JP R  tang  J  cos  D  j  j_   1  i 

9  —  ±  ys  )  n%  -  (ß« — '2/fycos  t>  +  o«)l  | 


oder 


P       .  A:a fang  ^  cos />t1 


i-l. 


[>-2«cosD+(£)l 

Setzen  wir  aber 

33)  j^  =  cosE +  usin  E> 

und  der  Kürze  wegen 

**'  ^  —       t>*ß3  ' 

so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  wie 

also: 

OK,  1  .  -.a/1  _  cosP-f-iisinB 

oder: 

]  sint>» 
^   *  '   *  (7+ü*)l=    ^-{C'T(cos3D  +  ttsinP)j. 

■ 

§.  5. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  man  sich  der  im  Vorhergehenden 
entwickelten  Formeln  aar  Bestimmung  der  wahren  Bahn  des  Welt- 

kürpers  bedienen  kann. 
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Wenn  man  sich  im  Besitz  einer  grosseren  Anzahl  durch  kleine 
Zeitintervalle  von  einander  getrennter  Beobachtungen  des  Welt- 
körpers  befindet«  so  kann  man  immer  mittelst  der  bekannten  In- 
terpolationsraetboden,  aber  die  natürlich  hier  nichts  weiter  zu  sagen 
ist,  die  scheinbaren  Coordinaten 

r  =  cos  Ö,  n  =  cos  co,  j  =  ö 

im  Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  t  darstellen,  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  grosser  die  Anzahl  der  dabei  benutzten 
Beobachtungen  ist,  und  je  genauer  dieselben  sind.  Das  Coordi- 
natensystem  ist  hierbei  ganz  willkührlicb,  und  es  ist  ganz  gleich- 
gültig, welche  der  drei  Fundamentalebenen,  die  man  bekanntlich 
in  der  Astronomie  benutzt,  den  Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Denn  sind  überhaupt  L,  B  die  durch  die  Beobachtungen 
bestimmten  polaren  Coordinaten,  so  ist  allgemein: 

t  =  cosö  =  cos  Leos  B, 

n  =  cos  co  =  sin  L  cos  B, 

f  =  cos  ö  =  sin  B. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  r,  n,  j  durch  allgemeine  For- 
meln als  Functionen  der  Zeit  t  dargestellt,  so  kann  man  durch 
deren  Differentiation  auch  allgemeine  Ausdrücke  der  Differential- 
quotienten  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  t  erhalten, 
wobei  man  nur  bis  zu  den  dritten  Differentialquotienten  zu  geben 
notbig  hat. 

Ist  man  nun  aber  auf  dem  Wege  der  Interpolation  zu 
diesen  allgemeinen  Ausdrücken  der  scheinbaren  Coordinaten 
und  ihrer  Differentialquotienten  bis  zu  den  dritten  als  Functionen 
der  Zeit  gelangt,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  schein- 
baren  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten  filr  jede  beliebige 
Zeit  t  berechnen,  wozu  man  übrigens,  wie  aus  der  Natur  dieser 
Interpolation»  •  Rechnungen  von  selbst  hervorgeht,  am  besten  die 
möglichst  in  der  Mitte  zwischen  den  Zeiten  der  benutzten  Beob- 
achtungen liegenden  Zeiten  wählt,  und  findet  dann  durch  Auflö- 
sung der  drei  linearen  Gleichungen  13),  in  denen  X,  V,  Z  die 
derselben  Zeit  entsprechenden,  natürlich  als  bekannt  zu  betrach- 
tenden Coordinaten  der  Erde  bezeichnen,  die  drei  Grossen  At  Bt  C. 
Da  sieb  nun  voraussetzen  lässt,  dass  man  für  die  Erde  die  drei 
in  15)*  durch  K,  Kx,  K%  bezeichneten  Constauten  kennt*),  so  kann 

*)  Die  sur  Berechnung  dieser  Conitanten  erforderlichen  Formeln 
sind  in  1.  10*)  nnd  I.  48)  gegeben,  wo  diese  Conitanteu  für  jeden  belie- 
bigen Wellkörper  durch  C,  Clf  C%  bezeichnet  worden  siitd. 
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man.  mj«e]*t  der  Formel  17)  auch  den  der  9S^t  < 
Werth  des  Differentialquotienten  berechnen. 

Weil  nun  nach  12) 


ist,  so  ist 

und  folglich,  weil  ferner  nach  12) 

ist,  wenn  man  zugleich 
setzt : 

^  +  2^==4(2*-£), 

also; 

mittelst  welcher  Formel  die  Entfernung  r  des  Weltkörpers  von 
der  Sonne  zur  Zeit  t  berechnet  werden 


Ferner  ist  nach  12): 
38)  Cq  sb         —  -ß,^  i 

mitteist  welcher  Formel  nun  aach  die  curtirte  Entfernung  o  des 
Weltkörpers  von  der  Erde  cur  Zeit  t  gefandtn  werden  kann. 

Fahrt  man  in  diese  Formel  den  Werth  von  jjj  aus  37)  ein,  so 
erhält 


39)   ...   .    Cfc  =  *-*(^+2~)-£,. 

mittelst  welcher  Formel  p  unabhängig  von  r  gefunden  wird* 

Bezeichnet  endlich  V  die  wirkliche  Entfernung  des  Weltkor. 
von  der  Erde  zur  Zeit  f,  so  ist  offenbar: 


40)  K  =  osecB. 


uigitizea  Dy  Vjüo 


wo  B  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formel  sinB  =  > 
gefunden  wird,  wenn  diese  Grösse  nicht  schon  bekannt  sein  sollte. 
Auch  ist  offenbar* 

4,)      •  * =vT^=v  (i-,xi +»• 

mittelst  welcher  Formel  M  aus  f  und  p  leicht  gefunden  werden  kann. 

Die  weitere  Berechnung  der  Elemente  der  Bahn  braucht  nach 
den  im  zweiten  Kapitel  gegebenen  ausführlichen  Entwicklungen 
natürlich  hier  nicht  weiter  erläutert  tu  werdeo. 

> 

{.  6. 

Wenn  nur  drei  durch  nicht  grosse  Zwischenzeiten  von  ein- 
ander getrennte  Beobachtungen  gegeben  sind,  so  kann  man  nähe- 
rungsweise den,  durch  die  den  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
Projektionen  des  Weltkörpers  auf  der  Sphäre  bestimmten  Kreis 
der  Sphäre  als  den  Krfimmungskreis  der  scheinbaren  Bahn  In  der 
mittleren  der  drei  in  Rede  stehenden  Projectionen  betrachten, 
welches  die  Grundansicht  ist,  auf  der  die  ganze  folgende  Methode 
der  Bestimmung  der  wahren  Bahn  beruhet 

Wir  wollen  die  den  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
scheinbaren  Coordioaten  des  Weltkörpers  durch 

%.  «,  f;    fc.»i»h;   t%*  v».  h 

bezeichnen.  Sind  die  durch  die  Beobachtungen  bestimmten  po- 
laren Coordinaten  des  Weltkörpers 

L,  ß;     Llf  Blt     1+,  Ba; 

so  Ist: 

!jr  =  cosL  cos/?,  n  =  sinX«  coaß,  j  =  sin/f; 
rt  =  cosl!  cos/f, ,     =  sinLj  cos  Bx ,  ?,  =sin  Bt ; 
tt  =  cosX^cosÄj,  «a  =  8inL2cosJßt,  fc=sin,#a. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte 
(SV})*  (ftni?i)>  (fa"*?«)  bestimmten  Ebene  des  Krfimmungskreises 
der  scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  derselben  durch 

A*+BV+C0  +  E  =  O, 

so  Ut: 


uigmzea  Dy  Vjüü 
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K%  +  Bn  +C|  +  E  =  0, 
A*  f  Bn,  +  C?1  +  E  =  0. 
Afc  +  B»2  +  Cja  +  E=0; 
woraus  sich  leicht  ergiebt,  da*»  immer  ♦ 
A  =  —  ij(h  -fe)  —  n,  (?*-?) 

B=  ^(h-h)+Xi(h-?)+Xa(?-h). 
C  =  —  (rn,  —  Wi) — »i*s)  -      -  n*r), 
E  =     jOr,    -  t7tjrft)  +  jt  fon — »rf)  +        —  »fi ) 
geseilt  werden  kann,  wobei  man  auch  noch  zu  bemerken  hat,  das» 

E  =  -(A*  +  Bn  +  C?) 
=  -(Arl  +  Bwl+C?1) 
=  -(Afc+B»,  +  Cfe) 

Ist,  so  dass  also  E  immer  aus  A,  B,  C  leicht  gefunden  werden 
kann;  und  führt  man  nun  in  diese  Ausdrücke  für  die  scheinbaren 
Coordiuaten  ihre  aus  42)  bekannten  Ausdrücke  durch  die  beobach- 
teten polaren  Coordinaten  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rech- 
nung die  folgenden  Formeln: 

A  =  —  2sin  L  cos B  «in  1  {Bx—Bt) cos  \ (Bl  -f  £*) 

—  2ain  I*  cos  Bx  s\vi\(B%—B)  cos        +  B) 

—  2  sin  L* cos  Bt  sin \(B  —  BX)  cos \ (B  +  Bx), 

B=     2cosL  cos/?  sroi(Ä,— Ä^cosiCÄj-f 
-f  2  cos  Li  cos  /?,  sin  \  (B%  -  tf)  cos  i  (Äb  +  £f) 
+  2cos  1^  cos  £f»sin  1%{B — Bx)co*{(B  +Bx), 

C=s  sin(L  — L^cosfi  cosÄt 
•\r  sin  (LA — L^)  cos  Z?t  cos  B.t 
+  sin  (La — L)  cos  Äjcos  B, 

E  =  —  sin  {Li  — Lj)  sin  B  cos  2?,  cos  i?a 

—  sin  (L, — L)  cos  B  sin  Bt  cos  ß2 
— sin  (L — Li)  cos  ß  cos     sin  B%.  * 
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Bezeichnen  wir  die  Gleichuogeo  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Sphäre  auf  die  Ebene  des  Krfimmungskreises  senkrecht  gezogenen 
Geraden  durch 

*     _    V  3 

COS  k        COS  (l        LOS  V  ' 

so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

_A  B  C_  . 

COS  i        COS  fl        CÜ8  v' 

woraus  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

cos  & + cos  /**  f  cos  v*  =  1 
sogleich  die  folgenden  Formeln  erhält: 

* 

_  A 


44)   •    •    •  . 


* 

C 

in  Genen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen. 
Setzt  man 

45/   cosX  =  cos  0 cos      cosu  =  sindcos  Ä,  cosv  =  sin&; 
sr  ist: 

a      008  ^   t&"g&  cos  v    tangÄ  coh  v 

tang         cos  l  *  cos  &  ~"~  cos  A '    sin  Ö  —  cos  u  ' 

und  zur  Berechnung  von  0  und  &  hat  man  also  nach  44)  die 
folgenden  Formeln: 

•i 

B  C  C 

46)   .   .   tang©  =  £,  tang  Ä=  ^  cos  e  =  gsiii0*). 


*)  Et  genfigt  hierbei,  für  9  den  einen  zwiachen  0  und  180°  lie- 
genden Werth  dieaea  Winkele  zo  setzen,  welcher  der  ersten  Gleichung 
in  46)  genagt,  and  dann  für  ß  die  zwei  «wischen  0  nnd  360°  liegenden 
Werths  dieses  Winkele,  welche  den  zwei  letzten  Gleichungen  in  46)  ge- 
nügen. Bezeichnet  also  6  den  einen  in  Hede  «teilenden  Werth  von  9 
und  £  die  beiden  in  Rede  stehenden  Werthe  von  ß,  eo  iel  eigentlich: 
coaX  =  co«6co8«,  coap  =  sin  0  cos  ß,  coa*=stia&. 


■ 
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Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krüm- 
niungskreises  durch  Mlt  \}it  5i»  80  nat  ™*n  *u  deren  Bestimmung 

die  Gleichungen: 

Al1+Bl>l+C51+E=0. 

*i  ^  yt     gi  . 

COS  A       COS  ft       C08  V  * 

sehr  leicht  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

Ecos  A 


A  cos  k  +B  cos  f*  +  C  cos  v ' 


17  r»  E  cos  fi 

47)   ...   <  Vi  -  -AcosA+Bcos^i  +  Ccosv' 


^  Ecosv 
5i  i^- 


Aces^-f-Bcos^-fCces  v 
.  wie  man  leicht  findet: 

AE 


47*) 


•  .  .  • 


*1=~A*+Ba  +  d' 

_  BE 


Aus  dem  Vorzeichen  von  5i  ergiebt  sich  unmittelbar,  ob  der 
Mittelpunkt  des  Krüromungskreises  auf  der  positiven  oder  auf  der 
negativen  Seite  der  Ebene  der  jr»  liegt 

Bezeichnet,  wie  früher  J,  jetzt  Jt  den  scheinbaren  Halb- 
messer des  Krümmungskreises,  so  ist,  wenn  man  in  den  folgenden 
Formeln  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  dass  cos 4  positiv  wird: 

48)   .   .   .  co*4  =jr,co«jl  +  »1  cosft  +  j,  cosv 


40)   cos^j  s=  cos  1  cos  Li  cos^  +  cos  psin  Lt  cos/?,  -f- cosv  sin  B,. 

Durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre,  den  Punkt  faBif,)  und 
das  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  gehende  Perpendikel 


igmzea  i 


iy  Google 


X        COS  ft       COS  V 


sind,  lege  man  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

A1*  +  B1»+Cl5  =  0 

sein  mag;  so  ist: 

AiXi+B1»,+C1h=0, 
AjOosi-t-B]  cos  fi+ Cjcosv  r=  0; 
woraus  sich  leicht  ergiebt,  das* 

'  A|  =Wj  cos  v — j t  cos  p, 
50)   .....  f  B,^  =  Ji  cos  A  —  Xi  cos  v, 

Cj  =z    cos  p  —  tti  cos  A 


Die  Gleichung  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  und 
den  Puokt  (l^iVih)  gehenden,  auf  der  vorhergehenden  Ebene 
recht  stehenden  Ebene  sei: 

so  ist: 

+      +      =  0. 
AtJI  +  fii*  +  CkC=:0; 
woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 

Ä  =  B1f1-C1ih, 

Öl)   »=C^I-A1}1, 

ft  =  A|«i  — B|AL 

folglich  nach  50): 

*=  Öfi'+^+h1)  cee  A—ftOfi  cos  l  +  ifc  cos  p  +  h  cos  v), 
»= OfiH»iHh*)  com^iOCi  cos  A  +  %  cos  ft  +  }t  cos  v), 
* «OfiHWiHh^cos  v-  hfa  cosA  +  %  cos fi  +  f,  cos  v); 


*)  Welche  Zeichen  in  den  Formeln  für  cos  A,  cos/»,  cos  v 
werde»,  ist  hierbei  und  im  Folgtwrieu  gana  gleichgültig. 
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ist: 

iÜ  =  cos  k  -  r&i  cos  X  +  9t  cos  p  +  }t  cos  v), 
» = cos  fi  -  ^  (r,  cos  X  +  n,  cos  p  +  h  cos  v). 
tf  =  cosv — JiCrico»^  +  ,hcofifl  + h  coav)'» 
wo,  wie  man  leicht  mittelst  42)  und  45)  findet: 

53)  Ticosi  +  n,  cosfi+^cosv 

= sin  Bx  sin  &  +  cos  {Lx  -  S)  cos  Bt  cos  & 
ist;  folglich  auch: 

54) 

Ä=cos©cosÄ-cosL,  cos#,  [8\nBl  sinÄ+cosfLi-O)  cosf^  cosÄj, 

B  =  sin©cosÄ— sinLj  cos£f,  |sinJ?i  sinÄ+cos(L,— Ö)cosÄ,  cosÄ|, 

=  sin  Ä — sin     {sin  Bt  sin  Ä  +  cos  (Lt  —  6)  cos     cos  &| ; 

welche  Formeln  man  noch  auf  verschiedene  Arten  transformiren 
konnte.  » 

Die  Gleichungen  des  auf  die  vorhergehende  Ebene  in  dem 
Mittelpunkte  der  Sphäre  errichteten  Perpendikels  seien 

*  =  y  =   S  . 

cosi'      cosu.'      cosv' ' 

so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  mit  Beziehung  der  oberen 
urid  unteren  Zeichen  auf  einander: 

cosjL'=db 
55)  {  cosf*'=  ± 


C08V'=±v?fe; 


56)   .  .  tangO'^*,  tangß'  =  |  cos  0'  =  |  sin  Ö' 


67)  coeA'=cos  O'cos  Ä',cosfi'=«ine'  co8Ä/,cosv/=sln  Ä'. 
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Fflr  den  aof  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  jr»  liegenden 
Theil  des  so  eben  betrachteten  Perpendikels  ist  cosv'  offenbar 
positiv,  und  sollen  also  die  Winkel  V,  v'  sich  auf  diesen  Tbeil 
unsers  Perpendikels  beziehen,  so  muss  man  in  den  Formeln  55) 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  ,  jenacbdem  die  Grösse 
<f  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun,  wenn  Dx 
jetzt  ftlr  die  zweite  Beobachtung  ganz  dasselbe  bedeutet  wie  D 
in  §.4.,  und  Xx,  T\,  Zt  und  Rx  die  (Koordinaten  der  Erde  zur  Zeit 
der  zweiten  Beobachtung  filr  die  Sonne  als  Anfang  und  ihre  Ent- 
fernung voo  der  Sonne  für  dieselbe  Zeit  bezeichnen: 

kx\  ™.  #)  —     A'i  cos  V  +  Yx  cos    +  Zx  cos  v' 

58)  .    .    cos  Ux  —  » 

mittelst  welcher  Formel  Dx  gefunden  werden  kann,  indem  die 
Grössen  Xlt  Yx,  Zx  und  Rx  natürlich  als  bekannt  vorauszu- 
setzen sind. 

Durch  Interpolation  wird  man  nun  aus  den  drei  Beobachtun- 
gen leicht  allgemeine  Ausdrücke  der  scheinbaren  (Koordinaten 
durch  die  Zeit,  und  daraus  dann  die  Werthe  der  Differential  - 
quotienten 

ajr,    8»!    B}x        .  9%  8^ 

<%'    '  ä/~  uml        eis*  ä?r» 

berechnen  können.   Dann  kann  man  aber  auch  die  Geschwindigkeit 

*-Vft)-*Gt)'*(»-    "  ., 

berechnen  und  die  Vorzeichen  der  Grössen 

t%x        dft        .    fax  8hft  o*r, 

bestimmen. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  scheinbare  Entfernung  des  Welt* 
körpers  von  der  Sonne  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  durch 
Ä>i,  so  ist 

59)  ...   .   cosP^-^  +  ^^i, 

1  ) 

und  wir  haben  also  jetzt  alle  Data,  welche  erforderlich  sind, 
für  die  zweite  Beobachtung  die  Gleichungen 

n      Aatangzf!  cos/). 
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bilden  zu  können. 


Aua  der  leUten  Gleichung,  in  die  man  noch  auf  ähnliche 
wie  in  IL  $.  IL  eine  neue  mittelst  der  Formel 


sn  bestimmende,  awischee  0  und  1  liegende  unbekannte 
e,  einfuhren  könnte,  was  wir,  als  keiner  Schwierigkeit  unterlie- 
gend und  aus  IL  §.  11.  bekannt,  hier  nicht  weiter  erläutern  wollen, 
findet  man  ut,  und  dann      und  r,  mittelst  der  Formern: 

Oi  =  Äj  (cos  TDi  +«i  sin  DJ, 

60) 


Wie  man  hieraus  weiter  die  Elemente  findet,  ist  bekannt  Und 
braucht  nicht  noch  einmal  von  Neuem  erläutert  xu  werden. 


Anhang. 

Mittelst  einiger  Rechnung  und  Zeichnung  kann  man  beur- 
t heilen,  ob  sur  Zeft  der  zweiten"  Beobachtung  die*  Entfernung  des 
Weltkörpers  von  der  Sonne  grösser  oder  kleiner  war  als  die  Ent- 
fernung der  Erde  von  der  Sonnet 

Zu  dem  Ende  nehm*  ich  an ,  dass  man  aus  den  gegebenen 
scheinbaren  Ceerdtoaten 

*»*f»    'i,  th,  fc;     jr*  »»,  U 
des  Weltkörpers  die  Grössen  A,  ß,  C  mittelst  der  Formeln 

A  =  -  »(h  -  H)  -  »i  (H  - 1)  -  »a(f  -  f  1 1 

B  =s    irfo  -  h)  +  r»(h  - 1) + **(f  *- J  i). 

C  =- 0r%-9Xi)-(ri«tf— «ir»)  -Cr.»-***) 

=    »Ort  -jr,)  +  Vi(Jf,-Jf)+W^-yt). 

-  (Af +B»+Cf)=-(Ajri-|'Bih+C|1)Ä-.(Ajrt4B«t+CH) 
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tnts  drei  fftttfentrlscAe*  Beobachtungen. 

habe,  was  einer  Schwierigkeit  nicht 
Nach  111.47*)  ist 

CE 


and  9i  tot  *too  positiv  oder  negativ,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Krfimmuogskreises  liegt  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite 
der  Ebene  der  rn,  jenaebnem  die  Grossen  C  nnd  E  oftgleiche  oder 
gleiche  Vorzeichen  haben. 

Nimmt  man  nun  in  den  Formeln  44)  die  oberen  Vorzeichen, 
was  bekanntlich  verstattet  ist*),  so  ist  nach  52),  wie  man  leicht 
findet : 

A-(Ajrt  +Bft  +  Cj1)r, 
B —  (Ar,  -f-  Bnt  -f  Cfrfa 


(WAft+Bih+Ch)^. 


also  nach  dem  Obigen: 

A+Ejfr  B-f  E»i  C+Eh  . 

und  £  ist  also  positiv  oder  negativ,  jenachdem  C  +  Ejt  positiv 
oder  negativ  Ist 

.    Nach  56)  nnd  58)  ist 

C0,a-täTv  <*+»*+«»* 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

o  r     TA\fBri+czi  +  E<*i*  +  F^+Z,«,) 
cos^i     -r     RlyjMJ%+p  +  C*){** +  &  + 


man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  (C, 
d.  b.  nach  dorn  Obigen  C-f  Ef,,  positiv  oder  negativ  ist  Folglich 
bat  cosZ>g  mit  der  Grosse 

A  Xt  +  B  Fi  +  CZt + Etf,*  +  F^  +  x) 


•)  M.     die  Not«  auf  S.  tob. 
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oder  negativ  ist. 

Mit  Hülfe  der  scheinbaren  Coordinaten 

oder  besser  mit  Hülfe  der  mehr  als  bloss  drei  Beobachtungen 
entsprechenden  gleichnamigen  scheinbaren  Coordinaten,  kann  man 
■mi  leicht  eine  Zeichnung  der  Projection^  der  scheinbaren  Bahn 
auf  der  Ebene  der  entwerfen.  Verbindet  man  dann  die  End- 
punkte der  Coordinaten  jr,  und  »,  mit  einander  durch  eine  Gerade 
und  zieht  durch  den  Punkt  (r,»,)  eine  Berührende  an  die  in  Rede 
stehende  Projection  der  scheinbaren  Bahn;  so  kennt  man  in  den 
trigonometrischen  Tangenten  der  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  auf  der  positiven  Seite  der  Aze  der  %  liegenden 
Theile  dieser  beiden  Geraden  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze 
der  X  einschliessen,  die  Quotienten 

und  wird  nun  auch  leicht  aus  der  Zeichnung  die  Vorseichen  der 
Differentialquotienten 


(8  - 


ö/,  dtx 
erkennet)  und  entnehmen  können.   Es  ist  aber 

Bft     -  Fi2 


d]Ö   "iySfri  _  ar,  afI»-~ä/l  'ay 

*   -     *  .  - 

woraus  man  sieht,  dass  die  Grössen 

>   M  ^     .  ar,  a%  an,  a»* 

respective  mit  den  Differentialquotienten 

•CO  _  !§) 
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jederzeit  gleiche  Vorzeichen  haben,  und  das«  also  auch  die  Vor- 
zeichen der  beiden  in  Rede  stehenden  Grössen  immer  leicht  aus 
Her  entworfenen  Zeichnung  erkannt  werden  Können. 

Man  hat  daher  offenbar  jetzt  alle  Data,  welche  nach  III.  er* 
forderlich  sind,  nm  zu  entscheiden,  Welches  Zeichen  In  der  Gleichung 

p.», ■  =  ±  -  ± )  tang  Ax  coaD,» 

in  welcher  tang^t  jederzeit  positiv  ist,  genommen  werden  niuss, 
und  aneb  ein  Kriterium  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  Dlt 
so  dass  sich  also  au  dl  immer  wird  bestimmen  lassen,  ob  rt 
grösser  oder  kleiner  aJ6  Rlt  d.  b.  ob  Zur  -Zeit  der  zweiten  Beob- 
achtung die  Entfernung  des  Welt  korpers  von  der  Sonne  grosser 
oder  kleiner  als  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ist. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  III.,  ergiebt  sich  der  folgende 
merkwürdige  Satz: 


(I)   .    .   C  und  E  haben  ungleiche  Vorzeichen. 
Wenn  die  Grössen 


*  ,       :  .  ■ 


.;.m  • 


KX%  +  Brt  +  €«  *->ifc  -I-  Z%h) 

gleiche  Vorzeichen  haben,  ao  ist 

rt  <  Bx    oder   ra  >  /2| , 

jenachdem  die 


*  .   ..     1  .  ' 


ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wcton  die  Grössen  •  ' 

AA1+Bn  +  C2l+t(^+FIn,+Zlh)  ' 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

r,  >  J?,    oder   rx  <  Ät, 
jenachdem  die  Differentialquotienten 

ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 
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(II)    .    .   C  und  E  haben  gleiche  Vorzeicheu 
Wenn  die  Grössen 

C  +  E}l. 

AA,  +  B  Yt  +  CZj  +  E(  Xx%x  +  F,»,  +  Z,  h ) 
gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

r,<Ä,    oder  rx  >  Ä, , 
jenachdem  die  Differentialquotienten 

»($) 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

•» 

Wenn  die  Grössen 

C  +  En, 

AXt  +  B  FÄ  +  CZX  +  ECJT.jft  +  VxPi  +  Z,  ?1) 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

ri>Ä!   oder  rt<#,, 
jenachdem  die  Differentialquotieuten 

ff  - 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Schon  Lambert  hat  in  den  Memoire«  de  Berlin.  J77L 
p.  352.  Untersuchungen  Aber  diesen  Gegenstand  angestellt,  die 
ich  aber  für  wenig  genügend  halte,  indem  ich  vielmehr  der  Mei- 
nung bin,  dass  der  Satz  allein  in  seinem  obigen  Ausdrucke  auf 
völlige  Strenge  Anspruch  machen  und  in  der  Praxis  von  Nutzen 
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Till. 

Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

*  (1)  y(«)  =  Ar"»y"  +  Är—y  +  Cx*»-*y. 

Vo» 

Herrn  Simon  Spitzer 
«u  Wien. 


Ich  setze,  geleitet  durch  meine  früheren  Untersuchungen,  das 
Integral  obiger  Differentialgleichung  in  folgender  Form 


unter  V  und  %>(ux)  Functionen  von  u  und  t&z ,  und  unter  M|  und 
constante  Zahlen  verstanden.   Aus  (2)  folgt: 


»I 

■i 


und  werden  diese  Werth«  in  (1)  substituirt,  so  folgt: 

(3) 

J  V\&r^*Hux)—A^u*ty"(ux)-Bx^,wii'[ux)—C&*-%rl>(tix)\du 

=  0. 

Th«il  XXIX.  S7 


404    Spitt  et:  Integration  der  linearen  Riff rrenUalgleichnng 
Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale 

—  Axt» J*  1  Vu*y"{ux)du , 

—  ßxm~l  J***  Vuty'(nx)du 

geben ,  nach  der  Methode  des  theiltreisen  Integrirens  behandelt: 

—  Äx*-1 y*  "*  Vwb'(ux)  du=  —  Bxm~%  {  m  Vy{ux)  f 

^(11*)-^^  du; 

«» 

und  führt  man  diese  Werthe  in  (3)  ein,  so  erhalt  man: 

(4)  -  Ax<*-*  I  u*  V*'  {ux)  r  I  <K«*)  [A  -*P-  BuVf 

l«»  —  Ax**-*-^-  +  Bx*»-*  W**) 

—  C*1"-*  Vty{ux)  I  #/m  =  0. 

Setat  man  jetzt: 

(5)  t//»)  {ux)  =  «"-2  , 

so  läsat  »ich  die  Gleichung  (4)  auch  folgendermaßen  schreiben: 

(0) 
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und  dieser  genügt  man,  wenn  man  V  als  Function  ron  ti  *o 
wählt,  da*« 

ist,  ferner  die  integrationsgrensen  wt  und  ti»**,  dasa  zu  gleicher 

Zeit  die  beiden  Gleichungen : 

(8)      |«*F*'(ii*)f*  =  0,  W(ux)[Ad^*P-BuV]\V*=0 
stattfinden. 

■ 

II. 

• 

Hat  man  daher  eine  Gleichung  von  der  Form: 

yf)  =  Axmyn  +  Bxm~*  y'  +  Cxm~*y 
su  integriren,  so  setze  man: 

bestimme  dann  t^(twr)  und  V  aus  folgenden  swei  Differentialglei- 
chungen : 


die  offenbar  einfacher  gebaut  sind  als  die  vorgelegte.  Nehmen 
wir  nun  an,  es  gelänge  uns  die  Integration  derselben,  sei  näm- 
lich das  Integral  der  Gleichung  (5): 

y(ux)  =  CMux)  +  Cftd**)  C*il>n(vx), 

und  da»  Integral  der  Gleichung  (7): 

V=AxV\\A*V\t 

unter  (\ ,  C»,....  d  una<  ^«  <l'le  v» illköbrlichen  Constanten 
der  Integration  verstanden,  so  kann  man  das  Product  Vy(tur) 
und  folglich  auch  y  als  einen  mit  n  +  1  willkührlichen,  Constanten 
versehenen  Ausdruck  betrachten. 

Fuhrt  man  alwlann  den  gefundenen  Werth  von  V  in  die  bei- 
deu  Gleichungen 
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ein,  and  lassen  sich  für  m,  etwa  durch  schickliche  Wahl  van 
~t  solche  zwei  constante  Zahlen  auffinden,  die  beiden  Gleichungen 

zugleich  genügen,  so  kann  man  diese  ata  Integrationsgrenzen  w, 
und  u«  des  Integrals  betrachten  und  hat  somit  die  vorgesetzte 
Aufgabe  gelost,  falls  das  gewonnene  Integral  innerhalb  der  Inte- 
grationsgrenzen nicht  durch  unendlich  geht. 

UM» 

Die  Gleichung  (5),  die  für  «j:=0  die  Form 

(9)  v>(»)(d)  =  0"»-*iK0) 

annimmt,  ist  in  den  Fällen,  wo  m=2  oder  m  =  2— »  ist,  höchst 
einfach  zu  integriren;  man  hat  nämlich  för  m=2: 

tf>(0)  =  C^e«»«  +  C**j +. ...  +  CeV, 

wo 

«! ,  ocj ,  —  an 
die  Wurzein  der  Gleichung 

tf"=  1 

sind,  und  für  m  =  2— n: 

wo  1 

& » A  /*• 

die  Worseln  der  Gleichung 

ß(ß  - 1)  (jS— 2) . . . .  (j5-n  +  1)  =  1 

sind.  In  diesem  letzten  Falle  ist  freilich  die  vorgelegte  Gleichung 
selbst  nicht  schwer  zu  integriren,  weil  sie  leicht  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann. 

Ist  m>2  und  zugleich  eine  ganze  Zahl,  so  verdankt  man  die 
Integration  der  Gleichung  (9)  Herrn  Rummer,  der  dieselbe  im 
19.  Bande  von  Crelle's  Journal  veröffentlichte;  filr  m=1  habe 
ich  das  Integral  der  genannten  Gleichung  in  Grunert's  Arehiv 
für  Mathematik  Tbl.  XXVI.  Nr.  IV.  S.  57.  mitgetheilt,  in  einer 
Abhandlung,  die  den  Titel  führt:  Integration  der  Differen- 
tialgleichung j^<">-y  =  0. 
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IV. 

Die  Gleichung  (7)  gibt  geordnet: 

und  bildet  einen  speciellen  Fall  folgender,  vom  Herrn  Professor 
J.  Petzral  betrachteten  Gleichung: 

«V  +  (4  +  Äjar-» )  xy'  +  (4> + Ä0x«»  +  C>*<".  )y = 0» 

die  derselbe  durch  die  beiden  auf  einander  folgenden  Substitutionen 

J?*i  =  t,   y  =  tkz 

auf  die  Form 

bringt,  unter  k  eine  Wurzel  der  Gleichung 

m,»*»  +  m,*(4--l)  +  ^o=0 


Für  unsem  Fall  kann  man  entweder: 

iA—B  n  _ 

^i  =  — Äl=0; 

—        ^  »  »o= — 2»  Ci)=v» 

m,  =m-f  n— 2 
und  A  als  Wurzel  der  Gleichung 

(m  +  ii-2)»AH  (m + w -2)*?^g + 2^~j* ±  C=0 

oder: 

m-fn — 2 
mi  =  2  ' 
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* 

und  k  als  Wurzel  der  Gleichung 

l  ¥—)  *  +  2  h—Ä-  +  A  =° 

annehmen. 

Im  ersten  Falle  geht  die  Gleichung  (10)  durch  die 
auf  einander  folgenden  Substitutionen 

(11)  u*»\"-*  =  t,    r  =  fiz 

Über  in: 

(12) 

(«  +  n~2)«^  +  (m  +  n-2)|[(2A  +  l)(m+n-2)+3-|H^, 
und  Im  «weiten  Falle  durch  die  beiden  Substitutionen 

(13)  u~'  =  t,  F=t'z 

in: 

(14) 

« 

— 2V .Q**  .  m  +  " ~ 2özr /liIW    .      «v  ,  o*    Ä|  ä 

'ät*+ — 5T"  a/[^  +  i>(m+»-2)+3^j]-3=0- 


V. 


Wir  haben  also  die  (ileichung,  welche  zur  Bestimmung  von 
V  dient,  durch  Einführung  neuer  Variablen  auf  die  Formen 

(15)  lg  +  «g-*=0. 

(16)  rg^  +  ö^-ftTi^O 

«  * 

zurückgeführt,  welche  eigentlich  von  einander  nicht  wesentlich 
verschieden  sind,  da  die  erste  sich  unmittelbar  in  die  zweite  ver- 
wandelt, wenn  man  die  unabhängige  Variable  t  =  x*  setzt,  und 


Herr  Prof.  J.  Petzval  hat  sich  sehr  viel  in  seinem  grossen 
Werke  mit  der  Integration  der  Gleichung  (16)  beschäftigt,  wir 
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wollen  hier  eioe  Zusammenstellung  der  von  ihm  gefundenen  Inte- 
grale geben. 

Die  Gleichung 

in  welcher  a  positiv  ist,  bat  fär  positive  Werths  von  «das  Integral: 

und  für  negative  x  folgendes  andere: 

(tls  -  6»)*  +  Ci J      (u*  -  6«)* 

Die  Gleichung 

in  welcher  ebenfalls  a  positiv  ist,  bat  lur  positive  Werthe  von  * 
das  Integral : 

y  =  /     (6* — u9)      (J?i  sin  tu;  +     cos  ux)  du 

ö 

und  fiBr  negative  x'. 

I 

y=  /     (6Ä  —  tt*)      {B\  Siofor  -f  fl^ cos l«r) <fa 

o 


Ist  0  negativ,  was  wir  dadurch  anschaulich  machen  wollen, 

wir  —  a  anstatt  a  setzen,  so  haben  wir: 

deren  allgemeines  Integral 
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fr*  L» + *)*+lJ  1 ,     |     L«-6)*+1  J  j 

Ut;  wird  dieser  Ausdruck  entwickelt,  so  erhält  man: 


^"2  2  r\£jE5&+  -, 

,     oder,  wenn  man  den  Ausdruck  (18)  in  bestimmte  Integrale  um- 
wandelt: 

o  o  • 

« 

Hltte  man  endlich  die  Gleichung 

so  brauchte  man  bloss  in  den  eben  gefundenen  Formeln  oV — 1 
statt  6  zu  setzen. 


Wir  bemerken  noch,  dass  die 
den  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe  abbricht,  wenn  ^  eine  ganze 
positive  oder  negative  Zahl  ist,  hingegen  eine  unendliche  und  diver- 
gente Reihe  wird,  wenn  |  nicht  ganz  ist 
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VI. 

Betrachten  wir,  um  die  Anwendbarkeit  der  aufgestellten  For- 
zu  prüfen,  folgende  unendliche  Reihe: 


die  der  linearen  Differentialgleichung 

(21)  xy"-y  =  0 

genügt,  und  auchen  wir  dieselbe  durch  eine  geschlossene  Form 
auszudrücken. 

Führen  wir  nach  Herrn  Professor  J.  Petz val's  Vorgänge  statt 
x  eine  neue  Variable  £  in  die  Rechnung  ein  durch  die  Substitution 

so  erhalten  wir: 

wofür  Herr  Professor  J.  Petzval  das  Integral  aufstellt: 

oder,  wenn  man  statt  der  Differentialquotienten  bestimmte  Inte- 
grale einfuhrt: 

o  o 
was  sich  auch  folgendermaaasen  schreiben  lässt: 

y= J*  ^«-♦VllBt^CV*- i)*  +  B*r*fr{y*  +  mdl. 
Nun  soll  für  x  =  0,  y  =  0,  y'  =  1  sein;  demnach  hat  man: 

« 

was 

gibt,  und  da 
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4V*(V*-i)l 


Vx 


ist,  was  sich  für  ar=0  in  od  verwandelt,  so  sieht  man,  das«  sich 
die  Constanten  Bx  und  2?a  nicht  dermaassen  bestimmen  lassen, 
dass  der  Gleichung  (20)  genfigt  wird. 

Wir  fanden  in  unserer  früher  citirten  Abhandlung  für  y  fol- 
genden Werth: 


von  dessen  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann. 


Wir  finden  uns  daher  genothigt,  die  Gleichung  (16),  oder, 
was  auf  Dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung 


Wir  differenziren  die  Gleichung  (22)  «mal  nach  x,  und  erhal 
ten  dadurch 

* 


auf  selbstständigem  W 


ege  zu  untersuchen. 


setit  man  nun 


(23) 


so  erhält  man  : 


was  zum  Integrale  folgenden  Ausdruck  bat: 
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ß1xZ       ßij.3  ß4j.4 

+  ^-^}T!2!(1+2)+ 213!  (l+2  +  3)+ W(,+2+3  +  4> 

,0**«      2    2    2     I.  J 

Derselbe  läset  sich  auch  so  darstellen  : 

+  C%[l  +  \ogß*Aßx+^+f^  +^r+».t 

u-I1       112!      +      2!3!       +      3!4!  + 

o 

and  gestattet  noch  eine  weitere  Vereinfachung  dadurch,  dass  man 
die  unendliche  Reihe 

ß*x*     ß*x*  ß*a* 
ßx  +  -||2|-  +  2I3T  +  "3ÜT  +      =  ^0*) 

«etat,  wodurch  man  erhält: 
Endlich  ist 

=  — f—   /       CO«  Q)CaV ßs.co,w(l()) 


Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  ganz  dasselbe  Verfahren 
auf  die  Differentialgleichung 


angewendet  werden  kann,  denn  ein  amaJiges  Differenziren  beiderseits 
gibt 

für 
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Wir  haben  das  Integral  dieser  Gleichung  in  der  schon  früher 
erwähnten  Abhandlung  in  unendliche  Reihen  entwickelt  und  da- 
selbst auch  die  Methoden  angefährt,  welche  hinreichend  sind, 


(Die  Fortsetzung  in  einem  der  nächsten  Hefte.) 


■ 


IX. 

Ueber  die  Maxima  und  Minima  der  Polygone  in  und 

um  Kreise. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Birnbaum 

zo  Braunschwelg. 


1.  Voo  allen  in  einen  Kreis  beschriebenen  gerad- 
linichten  Figuren  derselben  Seitenzahl  schliesst  jedes- 
mal die  reifiil&re  den  gr&ssteo  FUchenraura  in  sich. 

* 

Der  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  ganz  elementar  durch- 
führen. Beginnen  wir  zunächst  mit  dem  in  einen  Kreis  beschrie- 
benen Dreieck,  so  ist  klar,  wenn  wir  nns  dasselbe  auf  einer  Seite 
in  demselben  Kreisabschnitte  veränderlich  vorstellen,  dass  dann 
das  darauf  stehende  gleichschenklige  Dreieck  das  grGsste  ist,  weil 
dies  unter  Voraussetzung  der  constanten  Grundlinie  die  grösste 


Digitized  by  Google 


der  Polygone  in  und  um  Kreise.  415 

* 

Höhe  hat  Daraus  folgt  nun,  dass  ein  Dreieck  im  Kreise,  wel- 
ches auf  jeder  als  Grundlinie  betrachteten  Seite  gleichscbenklich 
ist,  den  grossten  Fläcbeoraura  in  sich  schliessen  muss.  Ein  sol- 
ches Dreieck  ist  aber  das  gleichseitige. 

Gehen  wir  nnn  xn  dem  Viereck  im  Kreise  Aber  und  denken 
ans  dabei  eine  Diagonale  gezogen,  so  wird  anter  Voraussetzung 
der  Unveränderlichkeit  dieser  Diagonale  von  allen  Vierecken  das- 
jenige ein  Maximum  sein,  welches  aus  zwei  gleichschenkligen  Drei- 
ecken zusammengesetzt  ist.  Und  überhaupt  muss  daher  das  Vier- 
eck im  Kreise  das  gross te  sein,  welches  durch  jede  Diagonale 
in  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  zerlegt  wird.  Ein  solches  Vier- 
eck kann  aber  kein  anderes  als  das  gleichseitige  sein. 

Und  richten  wir  nun  allgemein  unsere  Aufmerksamkeit  auf 
irgend  ein  Vieleck  im  Kreise  und  denken  uns  dabei  mit  Hälfe  einer 
Diagonale  ein  Dreieck  abgeschnitten,  so  wird,  wenn  blos  dies 
Dreieck  veränderlich  wäre,  wieder  das  gleichschenklige  dasgrösste 
sein,  woraus  also  folgt,  dass  das  Vieleck  derselben  Seitenzahl, 
wobei  jedes  durch  eine  Diagonale  abgeschnittene  Dreieck  ein  gleich- 
schenkliges ist,  das  grösste  sein  muss.  Ein  solches  Vieleck  kaon 
aber  kein  anderes  sein  als  ein  gl etchseitiges  oder  reguläres. 

2.  Von  allen  um  einen  Kreis  beschriebenen  gerad- 
linichten  Figuren  derselben  Seitenzahl  schliesst  jedes- 
mal die  reful&re  den  kleinsten  Flächenraum  in  sich. 

Wir  gehen  wieder  von  dem  Dreiecke  aus.  Das  \  ABC  (Tat  X. 
Fig. 3.)  sei  um  den  Kreis  um  M  beschrieben  und  D,E,F  seien  die 
Berührungspunkte,  welche  wir  mit  M  verbinden.  Dies  Dreieck 
denken  wir  uns  nur  in  so  weit  veränderlich,  als  F  auf  dem  Bogen 
DFE  eine  beliebige  Lage  annehmen  kann,  wodurch  also  das 
Stuck  Z>ÄEJf  constant,  die  anderen  beiden  Stücke  ^  DMF,  FMEC 
aber  variabel  wären.  Bezeichnen  wir  desshalb  £DME  mit  a, 
Z.DMF  mit  x,  so  ist  ^.EMF=36&>— (a  +  ar).  Der  Kurze  wegen 
mag  der  Halbmesser  des  Kreises  um  M  =1  sein,  dann  ist  der  Flächen- 
inhalt von  ADMF  =tangiar,  der  von  FMEC  =  lang (180°-  ^±f). 

Ferner  sei  der  Inhalt  von  DB  CM  =  c.  Angenommen  nun,  dass 
der  veränderliche  Inhalt  des  &ABC=y  heisst,  so  wäre 

,=Ung4x+Ung(I80»-2+^)  +  c, 

mitnin 
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Jetzt  frfigt  es  sich,  unter  welcher  Bedingung  dieser  Werth  von 
g=0  wird.  Die  Antwort  aar  diese  Frage  ist  leicht  gefunden; 
es  muss  nömlich 

cos     =  cos  (180° -^p) 

oder 

sein.  Das  sagt  uns  nun,  dass  der  erste  Differenzialcoefficient  des 
veränderlichen  Dreiecks  ABC—O  wird,  wenn  DMF^=  ^ FME 
gewählt  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  formt  sich  aber  das 
&ABC  ku  einem  gleichschenkligen. 

Um  nun  zu  erfahren,  ob  dieses  Dreieck  dann  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht,  so  müssen  wir*noch  den  zweiten 
Differenzialcoefflcienten  bestimmen ,  und  erhalten  aus 


dx 


C0S*U      cos»(180°-^— ) 


durch  fernere  Differentiation: 

rf*s       \  sin  {x        5  sin  {(a  -f  x) 
dx~*  ~  co^  +  -eo^iaoo-«^) ' 

Dieser  Werth  fiir  kann  immer  nur  ein  positives  Re- 
sultat geben,  weil  x  und  auch  360° — (a-fx)  jedes  Mal  weniger 
als  180°  betragen  und  mitbin  **  und  180°  -         immer  kleiner 

als  90°  sein  muss.  Daraus  folgt  aber,  das»  unter  allen  Dreiecken 
nm  den  Kreis  um  M,  welche  das  Stück  DBEM  unveränderlich 
beibehalten,  das  auf  AC  gleichschenklige  Dreieck  ABC  den  klein- 
sten Flächenraum  in  sich  schlieast  Ist  also  dies  Dreieck  so  koo- 
struirt,  dass  es  auf  allen  drei  Seiten  gleichschenklich  ist,  so 
muss  es  einem  atigemeinen  Minimum  entsprechen,  und  ein  sol- 
ches Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

Es  sei  nun  ABCDE  (Taf.  X.  Fig.  4.)  irgend  ein  Vieleck  um 
den  Kreis  um  M,  wobei  die  entsprechenden  Berührungspunkte 
F,  G,  H,  J >  K  mit  dem  Mittelpunkte  M  durch  gerade  Linien 
verbunden  sind.   Deoken  wir  uns  dann  den  Theil  FAEDH 
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unveränderlich,  während  das  andere  Stück  FBCHM  veränderlich 
ist,  so  wird  nach  dem  Vorhergehenden  von  allen  denkbaren  Poly- 
gonen derselben  Seitenznhl  dasjenige  den  kleinsten  Flächenraum 
in  sieb  schliessen,  welches  Z.tMG  —  ^*GMH  macht  Lassen  wir 
ferner  KEDCGM  constant  und  KABGM  veränderlich  sein,  so 
wird  wieder  das  Vieleck  derselben  Seitenzahl  ein  Minimuni  sein 
müssen,  welches  Z.KMVr=s.  ^FMG  sein  lasst.  Und  so  schliesst 
man  im  Allgemeinen,  dass  jedes  Mal  das  Polygon  von  einer  be- 
stimmten Seitenzahl  um  den  Kreis  den  kleinsten  Raum  in  sich 
schliessen  muss,  wobei  die  Verbindungslinien  der  Berührungs- 
punkte mit  dem  Mittelpunkte  die  ganze  Umdrehung  in  so  viel  gleiche 
Theile  th eilen,  als  das  Vieleck  Seiten  besitzt.  Dies  fallt  aber 
genau  zusammen  mit  der  Bedingung  der  Konstruktion  der  regu- 
lären Figuren  um  den  Kreis. 


X. 

■ 

Ueber  die  Gurren  der  grössten  Neigung. 

(Lignes  de  la  plus  grande  pente.) 
Von 

■ 

dem  Herausgeber. 

Unter  den  Curven  oder  Linien  der  grössten  Neigung  auf  einer 
beliebigen  Fläche  versteht  man  alle  diejenigen  Linien  auf  dieser 
Fläche,  welche  in  allen  ihren  Punkten  die  grOsste  Neigung  gegen 
eine  gegebene  Ebene  haben,  d.  h.  hier  immer:  gegen  diese  Ebene, 
wofür  man  am  besten  eine  der  drei  Coordinatenebenen ,  etwa  die 
Ebene  der  xy,  annehmen  kann,  unter  dem  grössten  Winkel  ge- 
neigt sind.  Bei  den  wichtigen  praktischen  Anwendungen,  die  von 
diesen  Curven  bei  den  Bewässerungsanlagen  und  den  sogenannten 
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Drainrrungen,  welche  in  der  Landwirtschaft  gegenwärtig  eine 
so  grosse  Rolle  spielen  und  allerdings  schon  sehr  viel  zu  deren 
Förderung  beigetragen  haben«  würde  die  Ebene  der  xy  als  ho- 
rizontal anzunehmen  sein,  was  wir  der  Kürze  des  Ausdrucks 
wegen  auch  in  der  Folge  zuweilen  tbnn  werden,  weil  dadurch  die 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  durchaus  nicht  beeinträchtigt  wird, 
indem  wir  zugleich. bemerken,  dass  wir  im  Folgenden  stets  recht- 
winklige Coordinaten  au  Grunde  legen  werden. 

Zunächst  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Entwickelung  der  all- 
gemeinen Gleichung  der  Curven  der  grössten  Neigung,  und  be- 
merken zu  diesem  pndc,  dass  die  Erklärung  dieser  Curven  in 
strengerer  Weise  wie  oben  auf  folgende  Art  auszudrücken  ist : 

Linien  oder  Curven  der  grössten  Neigung  auf  einer  beliebigen 
Fläche  heissen  alle  diejenigen  Curven  auf  dieser  Fläche,  deren 
Berührende  in  jedem  ihrer  Punkte  die  grösste  Neigung  gegen  eine 
gegebene  Ebene,  die  man  zugleich  am  besten  als  Ebene  der  xy 
annehmen  wird ,  haben. 

An  diese  Erklärung  wollen  wir  nun  unsere  folgenden  Ent- 
wickelungen  anschliessen. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Fliehe  s%i : 

1)  ü  =  f(X,  F,Z)  =  0. 

Indem  wir  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch 
JT,  F,  Z  bezeichnen. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  auf  dieser  Fläche  sei 
(xyt),  so  dass  also  auch 

4i)  .....  .     ti=/(*,y,i)  =  0 

ist 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  unserer  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyt)  ist  bekanntlich: 

wo  die  Differenl'wlqootienten  partiell«  sind. 

Jede  in  der  Berührungsebene  liegende,  durch  den  Punkt  (xyi) 
gehende  Gerade  ist  eine  die  Fläche  in  demselben  Punkte  berüh- 
rende Gerade.  Die  Gleichungen  jeder  durch  den  Punkt  (xyz) 
gebenden  Geraden  haben  bekanntlich  die  Form: 

.  X—x  __  F— y  _  Z—z 

'   cos 9  ~  cos?  ~~  eo*x* 


Digitized  by  Google 


Gruner/:  (Jeder  die  Curten  der  grössten  Neigung.  419 

wo  g>,  ty,  %  ihre  bekannte  Bedeutung  haben.  Soll  diese  Gerade 
in  der  durch  den  Punkt  (xgz)  gehenden  Berührungsehene  liegen, 
so  müssen  ihre  Coordinaten  die  Gleichung  3)  erfüllen,  was  mittelst 
der  Gleichungen  3)  und  4)  unmittelbar  zu  der  Bedingungsgleichung 

k\  du  du  _ 

5)   .    .         fac0*<P  +  fyC0*V  +  gposx=0 

führt. 

Um  nun  unter  allen  Berührenden  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyi)  diejenige  herauszufinden,  welche  die  grusste Neigung  gegen 
die  Ebene  der  XY  hat,  stellen  wir  die  folgende  sehr  einfache 
Betrachtung  an.  Die  Entfernung  des  Punktes  (xyz)  von  der  Ebene 
der  AFsei  H,  und  E  sei  die  Entfernung  des  Punktes  (xyz)  von 
dem  Durchschnittspunkte  einer  beliebigen,  durch  den  Punkt  (xyz) 
gebenden  Berührenden  der  Fläche,  deren  Neigungswinkel  gegen 
die  Ebene  der  XY  im  Allgemeinen  durch  t  bezeichnet  werden 
mag,  mit  der  Durchschnittslinie  der  Berührungsebene  im  Punkte 
{xyt)  mit  der  Ebene  der  XY.   Dann  ist  offenbar 

.  .  H 
sim  =  -£  » 

woraus  sich,  da  für  alle  Berührenden  H  constant  ist,  unmittel- 
bar ergiebt,  dass  t  ein  Maximum  wird,  wenn  E  ein  Minimum  wird,  s 
wenn  also  die  in  Rede  stehende  Berührende  auf  der  Durchschnitts- 
linie der  Berührungsebene  mit  der  Ebene  der  XY  senkrecht  steht, 
wodurch  uns  das  allgemeine  Criterium  der  die  grusste  Neigung 
gegen  die  Ebene  der  XY  habenden  Berührenden  unmittelbar  ge- 
geben ist,  welches  wir  nun  auf  eiuen  analytischen  Ausdruck  brin- 
gen müssen. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvorderst,  dass  nach  einem  be- 
kannten stereometriscben  Satze  auch  die  Projection  der  die  grusste 
Neigung  gegen  die  Ebene  der  XY  habenden  Berührenden  auf  der 
Ebene  der  XY  die  Durchschnittslinie  der  Berührungsebene  mit 
dieser  Coordinatenebene  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Da 
nun  die  Gleichung  der  Projection  auf  der  Ebene  der  XY  der 
durch  die  Gleichungen  4)  im  Allgemeinen  cbarakterisirten  Berüh- 
renden 

*n£  =  2j-_ä!  oder  F_ 

cosq>        COSlfl  *     C08  9v  " 

» 

nnd  nach  3)  die  Gleichung  der  Durchscbnittslinie  der  Berührungs- 
ebene mit  der  Ebene  der  XY  offenbar 

Th«ü  XXIX.  28 
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Pu  du 

__  dx  ,  cz 

ist,  so  erhalten  wir  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
fiHr  die  Berührende,  welche  die  grosste  Neigung  gegen  die  Ebene 
der  XY  hat,  die  folgende  Bedingungsgleichung: 

du 

_%       _     er  cos  tb    n     ,      du  du  A 

«)  •  •  1-^-c-^=°  oder  spc«"»-s;e<»,*=0- 

Nehmen  wir  nan  zu  den  Gleichungen  5)  und  6)  noch  die  be 
kannte,  zwischen  drei  Winkeln  wie  a>,  tyt  %  jederzeit  Statt  findende 
Gleichung  hinzu,  so  haben  wir  zwischen  diesen  drei  Winkeln  die 
folgenden  Gleichungen: 

dn  du  n 

^cosV-^cos^  =  0, 

7)  ....  \    du  du       ,  ,  3u  n 

cos o>  +      cos  y  +  r£  cos x  =0, 

co»o),+cosi|>1+  cosx9=  1 ; 

welche  zur  Bestimmung  der  Winkel  a>,  y>  %  völlig  hinreichend  sind. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sieb  zuvorderst: 

« 

*  =  gcoso>,   co.Z  =  

■ 

also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  Gleichung  einführt, 
wie  man  leicht  findet: 

diu  du 

fix  *5z 

COS*>==± 


Vi  ©•♦©•!  ■©"♦©'357 

und  folglich  überhaupt,  nach  den  zwei  vorhergehenden  Ausdrücken 
von  cosif/  und  cosj,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 
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8) 

da  du 
dx '  5z 

cos  (p  —  ± 


YKa^©'H(ir+(ir+e)*r 


du  du 
By'Fz 


V  KSF*©"  »©•♦©'♦  (ff  i 


"  V  (&h  ©r*  es 


wobei  man  bemerken  kann,  dass,  wenn  P  die  Entfernung  de« 
Anfangs  der  Coordinaten  von  der  Bertihrungsebene  in  dem  Punkte 
(xyt)  bezeichnet,  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie 

i     du      hu  du\% 

ist. 


Nach  4)  sind  folglich  die  Gleichungen  der  Rerührenden  der 
grünsten  Neigung  in  dem  Punkte  (xyz)  offenbar: 


*>  '  '  '   fiTSZ-du  du— ~  /du\*^/du\ 

a»E  dydz  \&)+\Vy) 


* .  fdu\* ' 


Denken  wir  uns  jetzt  anf  der  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

V  =  f(X,  V,  2)  =  0 

charakterisirten  Fläche  eine  Curve  grosster  Neigung  gezogen,  und 
nehmen  an,  dass  (xyz)  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  sei,  so 
wird  der  durch  die  Coordinaten  x-\-Jxt  y  +  Ayy  z  +  Az  bestimmte 
Punkt  dieser  Curve  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  in  der  durch 
die  Gleichungen 


X-x_Y-y_ 
du  du    $ü  bu~~ 

dx-di   5£  £* 


Z- 


z 


(9X9 


42*2        Gruner t:  Ceöer  die  Curven  der  grötsten  Neigung. 

charakterisirten  Berührenden  der  grussten  Neigung  liegen,  je  näher 
Ax,  und  demzufolge,  weil  y,  z  jetzt  offenbar  als  Functionen  von 
x  zu  betrachten  sind,  auch  Ay,  Az  der  Null  kommt.  Für  die 
Curve  der  grussten  Neigung  werden  also  die  vorstehenden  Glei- 
chungen mit  desto  grosserer  Genauigkeit  erfällt  werden,  wenn 
man  x  -\-Ax ,  y  +  Ay>  z  +  Az  für  X,  Yt  Z  setzt,  oder  für  die 
Curve  der  grussten  Neigung  wird  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 

Ax  Ay  Az 

Bu  du     du  Bu  ~~ 
Wx '  <5z     ^y  Bz 


/Buy  /Buy 
bxj  +W 


oder 


du 


_  QO  +  (a") 


Ay  __  %y  f 

Ax     du*    Ax  Bu  du 

Bx  äx'Bz 

sein,  je  näher  Ax  der  Null  kommt.  Mit  absoluter  Genauigkeit 
werden  folglich  der  Curve  der  grussten  Neigung  die  Gränzglei* 
chungen  der  vorstehenden  Gleichungen  entsprechen,  denen  die- 
selben sich  nähern,  wenn  Ax  sich  der  Null  nähert.  Da  man  nun 
aber  diese  Gränzgleichungen  offenbar  erhält,  wenn  man  für  die 

Differenzenquotienten  —  die  Differentialquotienten  |~ 

setzt;  so  hat  man  für  die  Curve  der  grussten  Neigung  die  Glei- 
chungen : 


10)  .  . 


Bu  /Buy  ,  /Bu\9 

%  Bz_     \Bx)  +\By) 

Bu'  Bx  ö«  » 

Bx  Bx '  Bx 


zu  denen  natürlich  noch  die  Gleichung 

11)  «  =  /•(*,  y,i)=0 

» 

kommt. 

Wir  wollen  einmal  das  allgemeine  dreiazige  Ellipsoid  betrach 
ten,  dessen  Gleichung 

ist.    In  diesem  Falle  ist  also 

-or*0K)w 


Digitized  by  Google 


G runer t:  Veber  die  Curven  der  gross ren  Seigung.  423 

* 

und  folglich: 

au      2x     9u  _2y     3m  _2z 
~~  «a  '    äy  —     '    Sx  "~~  c% ' 

Also  ist  für  die  Curven  der  grünsten  Neigung: 

£    »  _    (S)  +00 

Aus  der  Gleichung 

©•♦©•♦©•-■ 

folgt: 

und  es  frägt  sich,  ob  diese  Gleichung  wirklich  erfüllt  wird,  wenn 
man  in  dieselbe  für  g  und  £  ihre  obigen  Ausdrucke  einführt 

Dass  dies  aber  in  der  That  der  Falf  ist,  erbellet  auf  der  Stelle, 
da  die  Gleichung 


- 


welche  aus  dieser  Substitution  hervorgeht,  sich  auf  die  Form 

bringen  lasst,  und  sich  also  als  eine  identische  Gleichung  erwei- 
set, wie  es  erforderlich  ist. 

Dass  die  Berührende  der  Curve  der  grössten  Neigung  ia  dem 
Punkte  {xyt)  durch  die  Gleichungen 


11)  


X-*     Y—S  /  : 


au~"a«  a«~~  /Buy  /Buy 

cbarakterisirt  wird,  und  dass  fttr  diese  Beröbrende 
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du  du 

E'S 


cost/;  =  + 


8«  du 


v  »©•♦<©'»©•  ♦  ©"  ♦  ©  i 


cos^T 


ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Unter  Horizontalen  einer  Fläche  versteht  man  alle  diejenigen 
Curven,  in  denen 'dieselbe  von  horizontalen,  d.h.  hier  mit  der 
Ebi»ne  der  AT  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird. 

Wir  wollen  jetzt  die  durch  den  Punkt  (*ryz)  gehende  Horizon- 
tale und  die  durch  denselben  Punkt  gehende  Curve  der  grössten 
Neigung  betrachten. 

Bezeichnen  wir  die  von  dem  einen  der  beiden  Theile  der 
Berührenden  der  Horizontalen  in  dem  Punkte  (xyz),  in  welche  die- 
selbe durch  den  Punkt  (xyz)  getheiit  wird,  mit  den  positiven 
Tlicileo  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  q>' ,  tj/,  %' ;  so  ist  zuvorderst  klar, 
dass  ;'=9Ü°,  also  cos^'  =  0  ist.  Da  die  in  Rede  stehende  Be- 
rührende offenbar  in  der  Berührungsebene  der  Fläche  in 
Punkte  {xyz)  liegen  muss,  deren  Gleichung  bekanntlich 

ist;  so  ist,  weil  offenbar 

A' — x  Y — y 
cos  9'  ~~  cos^' 


,    Z  =  x 


die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Horisontalen  in  dem  Punkte 
(xyz)  sind  : 
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du 

du  du        t     _     ,  .        dx  , 

%cCO*9  +  o$c08*  =°  oder  cos*'=— ^  cosg>'. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  för  die  Berühreode  der  Curve  der 
grussten  Neiguog  in  dem  Ponkte  fcryx): 

du 

dx 

Also  ist: 

Bu  Bu 

cos  y  cos  V  =  —  cosgocosqp'  =  — cos<p  cos  o>' , 

folglich 

cos  o>  cos  9'  -f-  cos  y  cos  1//'  =0, 

oder,  weil  008^  =  0  ist: 

cos  <p  cos  9'  -f  cos  1//  cos  ^/  -f  cos  %  cos / = 0. 

Nach  einem  bekannten  Theorem  der  analytischen  Geometrie 
ergiebt  sich  hieraus  der  fiir  die  praktische  Anwendung  sehr  wich- 
tige Satz:  dass  die  Curven  der  grüssten  Neigung  einer 
Fläche  auf  allen  Horizontalen  derselben  senkrecht 
stehen. 

Wenn  die  gegebene  Fläche  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curre  um  die  Axe  der  Z  entstanden  ist,  so  ist,  wenn  0(Z)  eine 
beliebige,  bloss  von  Z  abhängende  Function  beseichnet,  ihre 
Gleichung  bekanntlich  von  der  Form : 

tf=         r*+O>(Z)  =  0; 

also: 

«  =  +  *(z), 

und  folglich: 

du     rt       du     n      du     _ . . 

&=2ar»  k-*^- 

Also  ist  in  diesem  Falle  für  die  Curven  der  grussten  Neigung 
nach  dem  Obigen: 

cy      y      dt  2(:ra+ya) 

dx  ~~  x  *    dx~~  aruV(i) 
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Dass,  wenn  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllt  ist, 
immer  auch  die  zweite  Statt  ündet,  erhellet  leicht.    Denn,  weil 


ist,  so  ist 


also 


*»+y*+<i>(x)=o 

2*  +  2,  g+<*'(z).  g  =  0, 


folglich,  wenn  man  für  #  seinen  obigen  Ausdruck  einfuhrt: 

8*  — ~   *<P'(x)  ' 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss. 
Aus  der  Gleichung 


=  y 


folgt  durch  Differentiation: 


Also  ist,  wenn  C  eine  Constante  bezeichnet: 

=  |=C,  folglich  y  =  Car. 

Daher  ist  die  Projection  jeder  Curve  der  grüssten  Neigung  auf 
der  Ebene  der  xy  eine  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehende 
Gerade,. woraus  sich  ergiebt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle 
die  Curven  der  grüssten  Neigung  die  ebenen  Curven 
sind,  in  denen  die  Rotationsfläche  von  den  durch  die 
Rotationsaxe  gelegten  Ebenen  geschnitten  wird.  Sonst 
werden  im  Allgemeinen  die  Curven  der  grüssten  Neigung  Linien 
von  doppelter  Krümmung  sein.  Die  Constante  C  bestimmt  sich 
durch  den  Punkt,  durch  welchen  die  Curve  der  grüssten  Neigung 
geheo  soll,  eine  Bemerkung,  die  in  allen  Fällen  für  die  Bestim- 
mung der  durch  die  Integration  eintretenden  willktihrlichen  Con- 
stanten festzuhalten  ist. 
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Für  das  allgemeine  dreiaxige-Ellipsoid  haben  wir  schon  oben 
gefunden : 

cy  _  y 


also: 


und  folglich,  wenn  man  iotegrirt: 


Soll  nun  die  Ourve  der  grüssten  Neigung  durch  den  Punkt  (fgh) 
gehen,  wo 

ist,  so  muss  sein: 

also,  wenn  man  subtrahirt; 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung 

sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  {fgh)  gehenden  Curve 
der  grossten  Neigung  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid,  wobei  auf 
mehr  in*s  Einzelne  gehende  .Discussionen  uns  einzulassen  wir 
jetzt  nicht  beabsichtigen. 


Dieser  geometrischen  Untersuchung  wollen  wir  nun  noch  die 
folgende  mechanische  Betrachtung  hinzufügen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  auf  einen  Punkt  gewisse  Zeit- 
kräfte wirken,  denen  zur  Zeit  t  die  parallel  mit  den  Axen  der 
&*  y»  *  wirkenden  Composanten  X,  Y,  2t  entsprechen,  dass  aber 
dieser  Punkt  nicht  der  Bewegung,  welche  diese  Kräfte  ihm,  als 
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freien  Punkt  gedacht,  ert heilen  würden,  folgen, 
einer  gewissen,  durch  die  Gleichung 

u  =  f(x,y,x)=zQ 

charakterisirten  Fliehe  zu  bleiben  genöthigt  sein  soll;  so  können 
wir  uns  dies  bewirkt  denken  durch  eine  gewisse  besondere,  nor- 
mal auf  der  Fläche  wirkende  Zeitkraft*),  die  wir  durch  0  be- 
zeichnen wollen.  Sind  dann  £,  ij,  g  die  180°  nicht  fibersteigenden 
Winkel,  welche  zur  Zeit  t  die  Richtung  dieser  Zeitkraft  mit  den 
positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  so  sind 
deren  derselben  Zeit  t  entsprechende,  den  Coordinatenaxen  paral- 
lele Composanten : 

<2>cosf,    0  cos  tf,  0cosf; 

und  bezeichnen  nun  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  sich  bewegenden 
Punktes  zur  Zeit  t,  so  haben  wir  nach  den  Lebren  der  Mechanik 
die  folgenden  Gleichungen: 

(fix 

^=jr+<Pcos|, 


cos  iy , 


^~  =  Z +  <Z>cos£. 


Die  Gleichungen  der  auf  der  gegebenen  Fläche  im  Punkte  (xyx) 
senkrechten  oder  normalen  Richtung  der  Kraft  0  sind  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie,  wenn  wir  die  laufenden  Coor- 
dinaten durch  jr,  »,  j  bezeichnen: 

du         du         du  9 
dx         dy  '  5T 

und  wenn  also  F  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist : 

„du         .     „Bu  „du  . 

Fa-  =  cos|,   F^=cosi,,  F^=cosr; 


quadrirt  und  addirt, 

!©■♦©'♦(£)'!-'■ 
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folgt.  Die  obigen  Gleichungen  der  Bewegung  lassen  sich  also 
jetzt  auf  folgenden  Auedruck  bringen : 

?2.r      _      _  „du 

dt*  -r+0F%' 

oder,  wenn  der  Kürte  wegen 

OF=P 

gesetzt  wird,  auf  den  Ausdruck: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

9*  a*y    %  9**       9a:     jrfy  ,  ?«     %  9w\ 

er  a*» "~  ar  a?  -  r  a< ~~ *  dt +  ^  V  9<  *   ~  at  *  dx) 9 

dy  6*z     8x   6*y  >,pft  9«      9r  9u\ 

dz  o*a:    dx  8*z      Tdx       dx     n(^L  ^u 

o7"5?~  di  w  -Adi~*dt  +r\Bt  '&  ~~  äT  FtJ 

Nun  ist  aber: 

9ar  9^    9y  9*.r 


a.ay  a*    dt  dt*  dt' dt* 

<*~"arag» 


ai<a*!a*,s= 


f 
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folglich: 


Bz  8*x    Bx  cPz 
B  Bx  dz      Bt'  8P~~  Bt  'ct* 

dt{Bt:Ft>-  ~~; 

Bx  fry    By  B*x_/Bx\M  B  .ty-Bx 
§i'<tf'~Bt'l)F'-\Bt)  'Ft{M:Btu 

By  Bh    Bz  Bh,_/ByY  B  B±, §y. 
&  B(*'-Ft'B(*-\BtJ  '^t[Bt'Btu 

Bz  B*x    Bx  Bh     /Bz\%  JB.Bx.Bz 


Bekanntlich  ist,  wenn  c  die  von  dem  sich 
am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit,  und  $  den  von 
in  der  Zeit  t  durchlaufenen  Weg 


e» 

also: 


fBi\%    /B$  Bxy    /B$  By\m    /Bm  Bz\* 

\StJ  =\dxBi)  =WBiJ  =\Bz'5i) 


/BxY_     c«  t>»        /Bz\*  _£*_. 

(Pyf  ciy' 


folglich  nach  dem  Obigen : 


8*  8*y  By  B*x  9  'BfBt'Ff 
Tt"di*-Bt'Bfi=      /foV  ' 


Bh      dz  S*y     9  BCU  Bf 
dt  8<*      0<8*  ~     ^Bsy  ' 

B  Bx  t8z 

Bz  8*x     Bx  Bh     v  Bt[Bi'Btl 

Bt  'W^Wt'W-    ^j$y  * 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  drei  obigen  Gleichungen 
der  Bewegung  einfuhrt,  dann  annimmt,  dass  auf  den  sich  bewe- 
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genden  Punkt  bloss  die  Schwere  wirke,  demzufolge  X=0,  F=ö 
Z  =  — 26?  setzt,  und  hierauf  ans  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
die  Grosse  P  eliroinirt,  welches  Alles  nicht  der  geringsten  »Schwie 
rigkeit  unterliegt,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 


Diese  Differentialgleichung  und  die  Gleichung 

f{x,  y,  z)  =  0 

bestimmen  die  von  «fem  «ich  bewegenden  Punkte  auf  der  Fliehe 
beschriebene  Curve. 

Die  Curven  der  grossten  Neigung  werden  nach  dem  Obigen 
durch  die  Gleichungen 

charakterisirt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  sieht  man,  das« 
auf  einer  Fläche  ein  Punkt,  auf  den  bloss  die  Schwere  wirkt*), 
keine  Curve  der  grossten  Neigung,  sondern  eine  solche  Curve  jeder- 
zeit nur  näherungsweise  beschreibt,  wenn  v  klein  ist,  und  zwar 
jederzeit  desto  genauer,  je  kleiner  t>  ist,  eine  Bemerkung,  die 
in  vieler  Beziehung  für  die  Praxis  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist,  was 
aber  näher  zu  erläutern  nicht  an  diesen  Ort  gehurt 


•)  Also  s.  B.  des  auf  einer  Flache  herab  laufende  Weiter. 


Vnferdinger:  Zur  Lehre  vom  Dreieck. 


XI. 

Zur  Lehre  vom  Dreieck. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 
Lehrer  an  der  Marine  -  Akademie  zu  Trteet. 


Sind  Al9  Bi,  C,  (Taf.  X.  Fig.  5.)  die  Mittelpunkte  der  äusse- 
ren Berfihrungskreise,  welche  beziehungsweise  den  Ecken  At  B,  C 
eines  Dreieckes  ABC  gegenüberliegen,  so  geben  die  Verbindungs- 
linien AXBX,  AXCX,  BXCX  durch  die  Ecken  C,  B,  A  und  stehen 
auf  den  Geraden  CCX,  BBX,  AAXf  welche  sich  im  Mittelpunkte 
o  des  eingeschriebenen  Kreises  schneiden,  senkrecht.  (S.  Herrn 
Rump's  Aufsatz:  „Beiträge  zur  Geometrie  im  Archiv  Theil 
XXVII.  p.  35.)  4  Da  ferner  £  AXBC  =  i(180°  — B),  £AXCB 
=  J(180°— C),  so  ist  io  dem  Dreiecke  AxBCi 

<ZA  =  \80°- i(180° -B)-  i(180o_ C)  =  \{B  +  O  =  90°- \A. 

Auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  die  Winkel  bei  Bx  find  (\ ,  und 
man  bat  In  dem  Dreiecke  AXBXCX: 

(1)      AX=:W>—IA,  BX=W>—  \Bt  d=90°-4C. 

Nach  der  Figur  ist  auch  der  Winkel  *  =  90°  —  \B  und  der  Win- 
kel y  =  90°— »C;  man  hat  daher,  wenn  ACX  =  u,  ABx  =  t>  ge- 
setzt wird,  im  &AB(\  u:c=S\nx:SinCx  =CoBiB:CoB\C,  and 
im  &ABXC  ist  e:6  =  Siny:SinÄ1  =  Co8tC:Co8lÄ.  mithin  ist 

cCosj/?  6Coa\C     R  „  cCo8*lB+bCos*jC  • 

tt-"c^sTC  '   r~cosi^'  — «  +  !>  —    c0s,ÄCo8iC  9 

da  aber  bekanntlich 
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4ac  *  4a6 

« 

so  wird 

c  Cos»iB  +  6  Cos»i  C  =  4(a  +  *  +  c) , 

mithin  ist,  wenn  wir  ^^=01  setzen  und  die  beiden  andern  Sei- 
ten des  Dreieckes  mit  ^  und  q  bezeichnen: 

o  2o  V6c  

Äl  —  Sin  ii*~V(a+c--6)(a  +  6-c) ' 

 6  26  Vöc 

c  2c   

C|  —  Sin  4C^  V(6  +  c-a)(a+c-6)' 

Mit  Hilfe  dieser  drei  Gleichungen  kann  man  die  Entfernungen 
ax,  6lf  cx  der  Mittelpunkte  der  äusseren  BerObrungskreise  eines 
Dreieckes  berechnen,  wenn  die  drei  Seiten  a,  6,  c  desselben  ge- 
geben sind.  In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BtCxC  ist  der  Win- 
kel 2=90° -Äj  =  90°—  (90°—  \B)=2\B-t  setzt  man  daher  oCi=A„ 
oBl=h2,  oAi=h\,  so. hat  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
ACxo:  «  =  AjCosz  =  AjCo8iÄ,  mithin,  wenn  man  för  u  seinen 
oben  gefundenen  Werth  setzt  und  As  bestimmt: 

c  2cV^6  .  . 

CosaC     V  (a+6+c)(a+6-c) 

6  26  Vöc 

®  )  ^=Co7iß~vVr6+c)(a+c-AV 

a  2a  Voc 

A,  =; 


Cos;.*  ^(0*6+0X6+0-0)* 

Diese  drei  Gleichungen  geben  die  Entfernungen  k\,  Ag,  At  des 
Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  eines  Dreieckes  von 
den  Mittelpunkten  der  drei  Süsseren  Beröhrungs kreise,  wenn  die 
drei  Seiten  a,  6,  c  desselben  gegeben»  sind. 

Wir  werden  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  später  wieder 
und  gehen  nun  über  zur  Auflösung  folgender 
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Aufgabe. 

■ 

Es  sind  die  Radien  pt,  p«,  p3  der  drei  Süsseren  Be- 
rübrungskreise  eines  Dreieckes  gegeben,  man  soll  das 
Dreieck  auflosen. 

Bezeichnet  p  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  und 
A  den  Flächen  räum  des  Dreieckes,  so  ist  («.  Archiv  Tbl.  XXVII. 
p.328.): 

24     .  (  iL/ 

P  Pl  V2 

(a)  { 

M  2^ 
n  +  6  —  c  =  —  , 

(b)  4=^KWlÖs> 

(c)  +  s  +  i 

I 

Da  aus  der  Gleichung  (c)  folgt: 

(4)  o  =  , 

so  erhält  man  durch  Substitution  in  (b): 


(5)  /*=  -f^_ 

*  Pl  ?2  +  Pl  P3  +  PlPs 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

a+4+c=2„(I  +  l  +  i). 

und  wenn  man  von  dieser  Gleichung  nach  und  nach  die  «weite, 
dritte  und  vierte  in  (a)  subtrahirt,  so  ergibt  sich : 

•-<♦£)• 

und  trenn  man  für  ^/  seinen  Werth  aus  (5)  setzt  und  reducirt: 

1  a_  Pi(ps+Pb) 

l      VpiP»  +  pipj  +  P2P3 

(6)  K^-        fa(Pit^)  . 

VoiPt+  Pife  +  PsPt 

Pi(pi  + 


c  =  - 


VpiPi-ffiPt  +  PtPs 
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EUmlnirt  man  in  den  aus  der  ebenen  Trigonometrie 
Gleichungen : 

■ 

S\n*\A~c{a+c-b){a\b-c),  Co8»M=i^(e+6+c)(6+c-«) 

♦  * 

die  drei  Seiten  o,  b,  c,  indem  aus  (d)  und  (a)  folgt: 

(fl + c-6)(a+ =^ ,   (a+6+c)  «)  = 

so  erhält  man  mit  Leichtigkeit: 


— » 
9t 


- 

Sm  2  =    +  *>(*+*> '  Co*  5  "  (STei)'(hTh) ' 


mitbin  ist 


Sh4=  91 


2     VCei  +  faMfc  +  o,)' 
()  \    m2    V(e.+ffi)(e,  +  os)' 


c  4    V  (>i  Pi+gift»  jigigj 

°*  2  "V'to+o.Moi +<?,)' 


(>  <  C0"2=V(Pt  +  fl)(„+^)' 


Co    C=  ^gj^^^gcLfagj; 

08  2     V(S+ß,)(o.  +  oa)' 


woraus  sogleich  folgt: 


V"  O|0»+PlP3  +  P2P3 


SinC-2o,    (Ai  +  0l)(ai  +  Da) 
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Die  Gleichung  (4)  gibt  den  Radius  0  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses, ausgedrückt  durch  die  Radien  qx  ,  q^,  p3  der  äusseren  Berüb- 
rungskreise.  Will  man  ebenso  den  Radius  r  des  dem  Dreieck 
umschriebenen  Kreises  ausdrücken,  so  setze  man  in  der  bekann- 
ten Formel 

abc 

ffir  a,  b,  e  and  A  seine  Warthe  aus  (6)  und  (5),  and  man  er- 
hält sofort: 

  i 

gl gggs  (gi  +  o»)  (gi  +  ga)  (ga  +  P3)  ^0i0»  +  0igs  +  P»ga  f 

1  '  pig«+eip.-f  g2g3 

Um  die  Entfernungen  oj,  öj  ,  <?j  der  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berührungskreise  unter  sich  und  die  Entfernungen  h\ ,  ,  ä3  der- 
selben vom  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Kreises  zn  erhal- 
ten, haben  wir  die  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche  durch  Ver- 
bindung mit  jenen  (6),  (7)  und  (8)  unmittelbar  geben: 

4/— V  (Pi-fgsXgi  +  PaXgg+ga) 

V  0102+010J  +  0203 
(Ii;  \Ol=VQi+Qs  -jr     » 


r  -—  VT"nr  V(g»-r^)(Pi^g3)(g2ifa). 

ci  —  ▼  gl  +  0»  w-        -        .  r— * 

V0,g*  +  PiP3-f  g2g, 


(12)        \  *a  =  PlV^ft.^l±?#±^*±ft.), 

eis» +  sips  +  eiPi 

A. — b. VTT V  (gl  +e,)(g|  t^X»  +  fe) : 

h\h&kz  =^  !6r»o. 

Fahrt  man  io  die  Gleichungen  (11)  durch  Verbindung  mit  (10) 
den  Radius  r  ein,  so  erhält  man  auch: 


(13)   *.9«4r(*+*)>   *,»=*(* +0,),  c»«=4r<«.+*). 
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und  da  man  diese  Gleichungen  auch  unter  der  Form  schreiben  kann  : 

fl1*=2r(2fc  +  2fc),   61»=2r(2o1+2os),   ct»=2r(2o,  +  2os), 

so  wird  ersichtlich,  das«  die  Entfernung  der  Mittelpunkte 
zweier  äusserer  Berührungskreise  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  ist  zwischen  dem  Durchmesser 
des  umschriebenen  Kreises  und  der  Summe  der  Durch- 
messer  jener  zwei  äusseren  Beruh  rungskreise 

Bezeichnen  wir  die  drei  Perpendikel,  welche  von  den  Ecken 
A,  ß,  C  eines  Dreieckes  ABC  auf  die  gegenüberstehenden  Sei- 
ten a,  6,  c  gefällt  werden  mit  plt  p%%  pz,  so  ist 

24=  oft,   %d^bp%,  2J=:cj>> 

oder 

o__24     b_ilA  c_?4 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  a,  b,  c  in  die  Gleichungen  (a) 
einfährt  und  dann  durch  24  abkürzt,  so  erhält  man: 

r     1  111 

Q       Pi      Pi  Pi 


(14) 


mithin  ist  aurh 


L=L+±_±9 
Qi      P«     Pz  Pi* 

V*~~  P\  +  pb~~pV 
1  =  1  +  1-1. 

Qz     Pi     P%  Pz 


(15)  L  +  ±+*L+LvL=\ 

Pi     /'«     Pz     Qi     Q%     Qz  Q 


d.  h.  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Perpendi- 
kel ist  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werthe  der 
Radien  deräusseren  Beruhrungskreise  oder  gleich  dem 
reciproken  Werthe  des  Kadius  des  eingeschriebenen 


Zieht  man  von  der  Gleichung  (15)  nach  und  nach  die  zweite, 
dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (14)  ab,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Relationen: 

(lb)  \  « 

„  _  *M>   2p,e,  '2  p,  p, 

»-*+*,•  '"•-STS' 
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Wenn  wir  deojenlgen  Süsseren  Berti brungs kreis,  dessen  Radius 
p,  ist,  in  Bezug  auf  das  Perpendikel  px  den  gegenüberliegen- 
den Bcrübrungskreis,  die  beiden  anderen  aber  anliegende  13 e- 
rflhrungskreise  nennen  nnd  dieselben  Begriffe  in  Bezug  auf  die 
Perpendikel  p%,  p$  festhalten,  so  kann  man  sagen:  Der  reci- 
proke  Werth  eines  Perpendikels  ist  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  der  reciproken  Werthe  der  Radien 
seiner  anliegenden  Berflhrungskreise. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  enthalten  die  Auflösung  eines 
Dreieckes,  wenn  die  Radien  der  drei  äusseren  Berührungs- 
kreise gegeben  sind.  Auf  ähnliche  Wreise  gelangt  mau  zur  Auflö- 
sung des  Dreieckes,  wenn  der  Radius  0  des  eingeschriebenen 
Kreise*  und  die  Radien  p,  ,  p2  zweier  Süsserer  Berührungs- 
kreise gegeben  sind,  wie  sich  überhaupt  zwischen  den  hier  in 
Betracht  gezogenen  Stücken  noch  manche  bemerkenswerthe  Rela- 
tionen ableiten  lassen. 

Anmerkung.  Aehnliche  Relationen,  wie  jene  (14),  (15)  nnd 
(16)  lassen  sich  auch  Hör  die  dreiseitige  Pyramide  aufstellen,  wie 
folgt:  Bezeichnen  wir  die  Seitenflächen  derselben,  beziehungs- 
weise den  Ecken  A,  Bt  C,  D,  mit  a,  6,  c,  d,  den  Radios  der 
eingeschriebenen  Kugel  mit  0,  die  Radien  der  vier  äusseren  Be- 
rührungskugeln mit  d,  fe,  p8,  gA  und  das  Volumen  der  Pyra- 
mide mit  F,  so  ist: 

/  F=i(«  +  6  +  c  +  rf)o, 

r=i(6-rc  +  rf-a)p,, 

F=;(a+c  +  rf-6)pa, 

|  * 

1  F  =  i(«  +  6  +  t-rf)C4. 

f"<S*S*5+5> 

(S.  Archiv.  Tbl.  XXVIII. p.  99.)  Sind  ferner  plt  />,,  p4  die 
vier  Perpendikel,  welche  von  den  Ecken  A,  B,  Ct  D  auf  die 
gegenüberstehenden  Seitenflächen  gefallt  werden,  so  ist  auch 

V=\aplt    V=\bp%.  V=lcpz,  V=\dpt; 

mithin 

3F   .    3F  3F     _  3F 

a= — ,  o~ — ,  c— — »  d  =  

Pi          P*  Pa  Va 


(17) 

■ 

* 

(18) 
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Setzt  man  diese  Wertbe  von  a,  6,  c,  d  in  die  Gleichungen  (17), 
so  erhalt  man: 

9  ~~  Pi    P%    Pt  P* 

I— I  L . I_I 
pi  pi 

m      <i=i+i+i_i.  • 

9t     Pi     P*    P*  Pi 

I=I  +  ±  +  l_l, 
9»     Pi     Pt    P*  Pi 

I  =  ±  +  L  +  I_I. 

94        Pl       Pt      P*  P4 

Die  erste  dieser  fönf  Gleichungen  gibt  in  Verbindung  mit  jener  (18): 

und  wenn  man  von  dieser  Gleichung  nach  und  nach  die  zweite, 
dritte,  vierte  und  fünfte  der  Gleichungen  (19)  subtrahirt,  so  er- 
gibt sich  leicht  folgendes  System  von  vier  Gleichungen: 


(21) 


Pi  *\Qt9*  9*  9i/' 
Pt      \9i     9t     9*  QJ 

I=1(I+I+I_I), 

Pt  \9i  9t  94  es/ 
P4      \Qi     9t    9*  94/ 
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XII. 

Eine  andere  Auflösung  der  im  Archiv  Band  XXVm. 
Heft  3.  Seite  344.  behandelten  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Professor  F.  H.  Rump 

am  Gymnasium  r.u  Cöafeld.  - 


Von  einem  Dreiecke  AOB  (Taf.  X.  Fig.  9.)  seien  die  beiden 
Selten  CM=sa,  02?= A  und  der  von  denselben  eingeschlossene 
Winkel  AOB  =  i  gegeben.  Man  soll  diese  Seiten  um  zwei  Stöcke 
AC  und  BD  verlängern,  so  das«  diese  Stdcke  in  einem  gegebe- 
nen Verhältnisse  m:n  stehen  und  die  ihre  Endpunkte  verbindende 
gerade  Linie  CD  eine  gegebene  Grosse  c  bat. 

■ 

Geometrische  Auflösung. 

Construction.  Schneide  von  der  Seite  OA  ein  Stück  OP 
ab,  so  dass  sich  verhält  OP:OB=m:n  und  ziehe  PB.  Ver- 
längere hierauf  AB  um  sich  selbst  bis  L  und  schlage  mit  e  als 
Radius  aus  L  einen  Bogen,  der  die  PB  in  M  trifft.  Ziehe  dann 
aus  M  eine  zu  AO  parallele  Linie,  welche  die  OB  in  iV  schnei* 
det  und  verlängere  die  Seite  OA  um  AC=N9t  und  die  Seite 
OB  um  BD  =  SB,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist 

Beweis.  I.  Es  ist  ACxBD  =  JSM:NB  =  OP:  OB =m:». 
Die  Verlängerungen  haben  also  das  verlangte  Verhältnis». 

11.  Ziehe  <4£  parallel  OD,  Z>£  parallel  BA  und  verbinde  C 
mit  K,  C  mit  Z>  uod  M  mit  £.  Dann  ist,  da  AC=MM,  AK 
=:BD  =  NB  und  der  Winkel  CAK  =  MNB  ist,  auch  &  CAK 
^bMyß,  und  folglich  CK=MB,  ferner  CKA=MBIS;  uod 
daher  ist  auch,  wenn  man  zu  beiden  Seiten  die  gleichen  Winkel 
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AKD  und  NBL  hiosufögt,  der  Winkel  CKD=MBL.  Da  oon 
überdies«  auch  KD  =  AB—  BL,  so  ist  A  CKD ^  A MBÜ  und 
folglich  CD  =  ML  =  c.  Es  hat  also  die  Verbindungslinie  CD 
die  verlangte  Grosse. 

Nach  Anweisung  der  vorstehenden  geometrischen  Behandlung 
ergiebt  sich  nun  folgende 


Trigonometrische  Auflösung. 

a.  Aus  dem  Dreiecke  AGB  ergiebt  sich 

asxni 

t0^  =  53Tco7i* 

fit  tnb 

b.  Aus  dem  Dreiecke  POB,  in  welchem  OP=  — .  ÜB=  — 
ist,  ergiebt  sich 

meint 
«"8'J  =  „_mcoaC 


c.  Aus  dem  Dreiecke  MBL,  in  welchem 

BL  =  AB=Va*+  6*— 2aö  cos  t 
ist,  ergiebt  sich  nun 

ÄL.sioflJ— i?)      sin (ß—fj)  V  a»  +  b*  —  2a6 cost 
8,11  *  =  5Z  =  c  * 

d.  In  demselben  Dreiecke  MBL  ist  nun  ferner 

MB~       B\n(ß-V)      ~     sinC/S-,)  • 

e.  Setzen  wir  nun  AC=x  und  BC=y,  so  ergiebt  sich  aus 
dem  Dreiecke  MNB: 

__  Afß.sini;      csln(/3  —  ^  —  f)  sin  77 
Sinz  sm(p  —  ^)sint 

____     Af/?.  sin(i?+t)     csin(jJ— 1;— e)«in(»7+0 
sint  sin(p  —  i})sint 

Wir  haben  also  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  folgende  Formeln: 

(1)  .  J 

stein  4 

(2)  tngi,= 
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(3)  oim  —  g!p^"",?> V  °a-»-^— l2ab^i 

c  ' 

Ml   csin(fl—  i7-g)8ing. 

W  X~     sintf-itfsint  ' 

,ß  c  sin  (ff  —  1?  —  f)sin(q  +  t) 

1  '  y"        sintf— q)sini  ' 

Zusats.  Setien  wir  ™=|*  und  |  =  v,  so  gehen  die  drei 
der  vorstehenden  Formeln  über  in : 


(3)  sin  i=^sin(^-i/)  Vi  +  v»-2vcost*. 


XIII. 

Beweis,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  cubischen 

Gleichung 

reell  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Den  von  Herrn  Sylvester  gegebenen  schonen  Beweis,  dass 
die  sämmtlichen  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

(x  -  a)       b)  (x  -  c)  -  d?  {x  -  a)  -  e*(*  -  b)  -  c)  +  2def=zO 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 
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J  =  a  +  6  +  c. 

B=ab  +  bc+ca  —  d*— e*— f*9 
C  =  abc  -  ad*- be*  -  Uef 

setzt,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x*  —  Ax*+Bx—C  =  Q 

sämmtlich  reell  sind»  kann  man,  auch  ohne  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  Determinanten  zurückzugeben ,  einfach  und  ganz  ele- 
mentar auf  folgende  Art  darstellen. 

■ 

Man  setze 

f{x)=ix*-Ax*+Bx-Ct 

so  ist 

fl—x)=—x*~Ax*—  Bx  -  C; 

also: 

m={**  +  Bx)  -  (Ax*  +  C) , 
/(—*)=-<*■+ Bx)  -  (Ax*  +  C) ; 

und  folglich: 

-/fr)./*-*)  =  (*»+  **P~(4r*  +  O«, 
woraus  sich  sogleich 

-  fe)  •  /(— *) = **—  (A%—2B)x*+(B*— 2AC)x*—  & 
«rgiebt 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

A*  -  2B=  (a + 6 + c)»  -  2(a«  +  6c + ca  -  d«— e»  -  f*) 
=    o*  +  6»  +  c»  +  2(ao  +  6c  +  ca) 
— 2(a6  +  6c  +  co  -  d*— c"  -/*), 

folglich  offenbar: 

-4*  -  2  B  =  o*  -f-  6« + c«  +  2<f» + 2e» + 2/» , 
woraus  sich  ergiebt,  dass  A*  -2B  eine  positive  Grösse  ist 
Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 
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-2(o  +  6+c)(«A«-tf(P- 6«»~  cf*  -  ^def) 
=    (ab  +  bc +ca)»-  2(«6  +  bc+ca)  (d*  +«»+/*>  +  («P  +  e»  +  /*)* 

-2a6c(o  +  6  +  c)+2(a+6  +  c)(arfi+6e*  +  c/»  +  2^/) 
=    a*6H6>c*+c»a»-2(a6  +  6c+ca)(d«+e*+/«)  +  (d«+««+^)« 

+  2  (a  +  b  +  c)  (ad«  +  6e»  +  c/"*  -f  2«V) 
=    aVfi  +  b*c*  +  c*a*+{d++e*+f^*  +  *{a  +  b  +  c)def. 

+  2(a»  -  6c)d«  +  2(6«  -  ca)e%  +  2(c*-.a6)/* 
=    a«6»  +6»c«  +c«a»  +  2a V»  +  26  V«  +  2c*P 

— 206/*— 26cd*—  2ca*a  +  4<m&/+  46«V+  4caV 

+  /*     +  d*     +  e*      +  2eV»+2dy»  +  2dV» 
=    (a6 — f*)%  +  (6« — </*)2  +  (ca  —  r2)* 

+  2  (ad + eff + 2  (6«  +  df )» + 2  (</+  de)*. 

woraus  sieb  ergiebt,  das«  auch  B*—ÜAC  eine  positive  Grösse  ist. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

4=J*-2Ä,  ßl  =  B^-2ACt   Ci  =  C»; 

so  sind  Alt  Bx,  Cx  lauter  positiv«  Grössen,  usd  nach  dem  Obi- 
gen  ist: 

—  fix).fX-x)z=x^—Al^-TBla*—Cl. 
Hätte  nun  die  Gleichung 

f(*)  =  0 

die  imaginäre  Wurzel  aV^I,  so  das« 
wäre,  so  wäre  auch 

und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

-fo        ./KfV"=I)=r  (o  V^T)*-^  (v  V^!)«-f  ,  (e  V^I)«-  Q 
ist: 
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was  offenbar  ungereimt  ist,  da  oach  dem  Obigen  die  Coefficien- 
ten  Alt  ßlt  d  säromtlicb  positiv  sind. 

Hätte  ferner  die  Gleichung 
die  imaginäre  Wurzel 


ar=p  +  jr,, 

wo  x,  =  q^~—i  iat,  und: 

a  =  p  +  a,,   6=p+6i,   c  =  p  +  ©,; 

also; 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

f{x)={x-a)  (x-6)  (or-c)  -  «»(x-o)  -    (*  -  e)  + 

ist,  so  ist 

/(*)=(*i-«i)  (*i-6,)(4Tl -ct)-  **(^-  o,) -6,) 
and  folglich,  weil  nach  der  gemachten  Voraussetzung 
ist: 

-  «iX^i -o»)-<i*(flri -o,) -e»(a% -At) 
wo  bekanntlich  xx  =  g^A  ist.    Also  hätte  die  Gleichung 

die  imaginäre  Wurzel  ?  V^I ,  was  nach  dem  rorhsr  Bewiesenen 
ungereimt  ist,  da  oben  ganz  im  Allgemeinen  gezeigt  worden  ist« 
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Gleichung  von  dieser  Form  eine  imaginäre  Wurzel  von 


Form  g  V^I  haben  kann.   Also  kann  auch  die  Gleichung 

keine  imaginäre  Wursel  von  der  Form  p  +  q  V^I  haben,  so  dass 
folglich  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 


XIV. 


Entwickelung  der  Gleichung  aller  derjenigen  Drehungs- 
flächen, welche  für  je  eine  Schnittebene  nur  einen 

Parallelkreis  zulassen. 


Von 


Professor  Friedrich  Mann 
in  Frauenfeld. 


Nehmen  wir  an,  es  sei  die  Axe  OZ  des  rechtwinkeligen  Coor- 
dinatensystems  Drehungsaxe,  so  rauss  die  Gleichung  jeder 
solchen  Drehungsfläche  offenbar  so  beschaffen  sein,  dass  sie  in 
die  Mittelpunktsgleichung  eines  Kreises  übergeht,  sowie  man  sich 
in  ihr  %  constant  denkt.  Diese  Flächengleichung  rauss  daher  auf 
die  Form 

&  +  9*=zfu  (1) 

gebracht  werden  können.  Eine  Gleichung  von  dieser  Beschaf- 
fenheit su  haben,  ist  gemeinsamer  Charakter  aller  Drehung»- 
flächen  der  bezeichneten  Art  Jeder  Spezialität  innerhalb  der 
Gruppe  dieser  Flächen  entspricht  natürlich  ein  besonderer  Bau 
des  Ausdrucks  fm,   welcher  gefunden  werden  kann,  sowie  man 
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das  kennt,  was  die  Fläche  in  ihrer  Besonderheit  charakterisirt, 
nämlich  die  Erzeugende.  Ist  z.B.  die  Gleichung  der  in  die 
Ebene  ZOY  fallenden  Meridiancurve  bekannt,  so  lässt  sich  f% 
sofort  bestimmen.  Denn  x%-\ry%  —  f*  geht  offenbar  in  die  Glei- 
chung dieser  Meridiancurve  über,  wenn  man  x=0  setzt.  Hier- 
aus erhellet,  dass  f»  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth,  welcher 
dem  jener  Meridiancurve  zukommt.  Hat  man  daher  die  Glei- 
chung dieser  (in  YOZ  liegenden)  Meridiancurve,  so  darf  man 
derselben  nur  den  Werth  von  y%  entnehmen  und  denselben  in 
Gleichung  (1)  an  die  Stelle  von  f%  setzen,  um  die  Gleichung  der 
besonderen  Drehungsfläche  zu  haben,  um  deren  Auffindung  es 
sich  handelt. 

Beispiele. 

I)  Ist  die  Erzeugende  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  Ö, 
deren  grosse  Axe  2a  längs  OY  und  deren  kleine  Axe  26  längs 
OZ  föllt,  so  ist  die  Gleichung  der  in  ZOY  liegenden  Meridiancurve 

Der  dem  zukommende  Werth,  d.  h.  das  fm,  ist  daher  in  diesem 
besonderen  Falle 


und  daher  die  Gleichung  der  betreffenden  Drehungsfläche  (d.  h. 
die  Mittelpunktsgleichung  eines  VrehanffselllpMldii  mit  den 

Axenlängen  2a  und  26): 

a* 

oder 

A*.(*»+3f*)  =  a*6*-aV, 

oder  endlich 

a«z*  +  6»(x»+y*)  =  a*&*. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  des 
Drehungshyperboloids  und  des  Drebungsparaboloids. 

■ 

2)   Die  Erzeugende  sei  eine  Gerade,  welche  die  Drehungs-  * 
axe  OZ  unter  einem  Winkel  schneidet,  dessen  Tangente  =  m 
ist  und  welche  zugleich  durch  O  geht   In  diesem  Falle  ist  die  Glei- 
chung der  in  ZOY  liegenden  Meridiancurve: 
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y  =  Jb«t, 

also  der  dem  y*  zukommende  Werth,  d.  h.  da«  /»,  s=  m'z*.  Dm 
Drehungsfläche  (welche  in  diesem  Falle  ein  Dretmnffskegel 
sein  muss,  dessen  Spitze  in  O  Hegt  und  welchem  m  als  Tan- 
gente des  erzeugenden  Winkels  entspricht)  hat  daher  zur  Gleichung : 


Ueber  die  Bestimmung  der  Anzahl  aller  Zahlen,  welche 
relative  Primzahlen  zu  einer  gegebenen  Zahl  and  klei- 
ner als  diese  sind. 

Y«n 

Herrn  J.  B.  Sturm, 

geprüftem  Lehramt« -Kandidaten  sn  Regeuebnrg. 


In  der  Schrift:  „Elemente  der  Zahlen- T heorie  von 
Dr.  Herrn.  Schwarz.  Halle.  1855."  findet  sich  auf  Seite  14  n.  f. 
filr  die  in  Rede  stehende  Bestimmung  ein  Beweisverfahren,  dem 
eine  strenge  Verallgemeinerung  abgeht.  Da  diese  indess  auf  dem 
dort  betretenen  Wege  ohne  grosse  Weitschweifigkeit  schwerlich  mög- 
lich sein  dürfte,  so  glaube  ich,  dass  eine  Modifikation  der  frag- 
lichen Beweisführung  wünsch enstr er th  sein  dürfte,  und  ich  theile 
daher  im  Nachfolgenden  eine  solche  mit,  vtfn  der  ich  dafür  halte, 
dass  sie  sowohl  allen  Anforderungen  strenger  Wissenschaftlich- 
keit  genüge,  als  auch  in  praktischer  Beziehung  die  Bestimmung 
der  Anzahl  aller  Zahlen,  welche  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl 
und  zu  dieser  relative  Primzahlen  sind,  vielleicht  auf  die  kürzeste 
nnd  einfachste  Weise,  die  möglich  ist,  gebe.4) 

•)  Man  vergl.  meine  Darstellung  des  in  Rede  stehenden  wichtigen 
Gegenstände*  im  Archrv.  Till.  III.  ffr.  XX.  S.  196.  O. 
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Die  Anzahl  S'N  aller  Zahlen,  welche  kleiner  als  irgend  eine 
Zahl  iV  und  zu  dieser  relative  Primzahlen  sind,  wird  in  ganz  natür- 
licher Weise  dadurch  erhalten,  dass  man  in  der  Reihe  der  Zah- 
len von  1  bis  2V  alle  diejenigen  streicht,  welche  einen  Tbeiler 
mit  2V  gemeinschaftlich  haben.  Bezeichnen  nun  a,  b,  c...  von 
einander  verschiedene  absolute  Primzahleo,  so  ergibt  sich  für  die 
Bestimmung  von  S'N  folgender  Weg: 

1)  Zuerst  werden  aus  der  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  2V 
alle  die  gestrichen ,  welche  den  Tbeiler  a  mit  N  gemein  haben ; 
ihre  Anzahl  sei  x  und  sonach  die  der  übrig  bleibenden  /V  —  x ; 

2)  aus  diesen  werden  jetzt  diejenigen  weggelassen,  welche 
den  Theiler  b  mit  2V  gemeinschaftlich  besitzen;  ihre  Anzahl  sei 
y,  sonach  die  der  noch  Übrig  bleibenden  iV —  ar— y; 

3)  aus  diesen  streicht  man  jetzt  diejenigen ,  welche  den  Thei- 
ler c  mif  2V  gemein  haben;  ihre  Anzahl  sei  tf  also  die  der  noch 
Übrigen  N—  x— y  —  x; 

u.  s.  f. 

Dieses  Verfahren  lässt  nun  aber  eine  sehr  bemerkenswerthe 
Modifikation  zu,  die  jetzt  zuerst  ausgesprochen  und  dann  gerecht- 
fertigt werden  soll.   Es  kann  nämlich  abgeändert  werden 

2)  dabin,  dass  man  in  der  Reibe  der  Zahlen  von  1  bis  N—x 
alle  die  ausschliefst,  welche  durch  den  Tbeiler  b  von  2V  theilbar 
sind; 

3)  dahin,  dass  man  in  der  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis 
19 — a:-— y  alle  die  streicht,  welche  den  Tbeiler  c  mit  N  gemein- 
schaftlich haben ; 

U.  8.  f. 

Für  die  Zahl  106,  welche  die  absoluten  Primtbeiler  3,  5,  7  . 
hat,   gestaltet  sich  das  so  eben  erwähnte  Verfahren  folgender- 
maßen : 

105 

35  =  Anzahl  der  durch  3  t  heil  baren  Zahlen  von  1  bis  105; 
Rest  =  70 

14  =  Anzahl  der  durch  5  thel Ibaren  Zahlen  von  1  bis  70; 
Rest  =  56 

8     Anaahl  der  durch  7  (heilbaren  Zahlen  von  1  bis  56; 
Rest  =  48  =  S'105. 
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In  welcher  Ordnung  die  absoluten  Primtheiler  3»  5,  7  genom- 
men werden,  ist  ganz  gleichgültig;  so  hätte  man  in  unserm  Bei- 
spiele unter  Andern)  auch  so  verfahren  können: 

105 

21  =  AozahI  der  durch  5  theilbaren  Zahlen  von  1  bis  105  ; 


Rest  = 

84 

12 

Rest  = 

72 

24 

Rest  = 

48 

Nun  zur  Rechtfertigung. 

Ist  die  Zahl  N  durch  a  theilbar,  so  ist  die  Anzahl  aller  durch 

a  theilbaren  Zahlen  von  1  bis  N  selbstverständlich  =~»  indem 

a 

»ie  nämlich  die  folgenden  sind: 

>A)  «,  2a,  3«,  4a....  (jj^a* 

Nun  theile  man  die  Zahlen  von  1  bis  iV  in  a  Gruppen,  so  wer- 
den in  jeder  Gruppe  —  Glieder  vorkommen,  also  gerade  so  viele, 

ab)  es  von  1  bis  N  durch  a  theilbare  Zahlen  gibt,  und  nehme  an, 
das«  es  in  der  letzten  Gruppe  x  Zahlen  gebe,  welche  durch  x 
theilbar  sind,  nämlich  die  Zahlen: 

»(?-.+«)*  (?-+■)■  (?-')-©* 

Dividirt  man  jetzt  die  Glieder  der  letzten  Gruppe  durch  6,  so 
haben  die  Reste  folgende  Reihenfolge: 

V)  1,  2,  3,  4  (6-1),  0, 

N 

die  sich  so  oft  wiederholt,  als  der  Quotient  -j  angibt.  Schreibt 
man  ferner  die  Zahlenreihe  A)  In  Form  folgender  Borizontalreiben : 
a,  2a,   3a,  *4a, ....  (6  — -l)a,  6a; 

(6+l)a,   (6+2)a,   (6+3)a,   (6-f 4)a,.... (26-^1) a,  26a; 

Ii!  55 
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deren  Anzahl  selbstredend  ebenfalls      ist,  so  fiberzeugt  man  sich 

auf  der  Stelle,  dass,  wenn  durch  b  dividirt  wird,  die  einzelnen 
Horizontalreihen  die  nämlichen  Reste  in  der  nämlichen  Aufeinan- 
derfolge geben,  und  dass  die  Reste,  wie  sie  in  jeder  Horizontal- 
reihe vorkommen,  gerade  so  viele  und  dieselben  sind,  als  in  C), 
nur  mit  dem  Unterschiede  einer  anderen  Aufeinanderfolge,  mit 
einziger  Ausnahme  des  Restes  0,  der  überall  an  der  letzten  Stelle 
steht.  Diess  festgehalten,  wird  man  vor  und  nach  jeder  der  Zahlen 
in  B),  die  letzte  ausgenommen,  die  übrigen  Multipla  von  o,  welche 
in  den  ersten  (a — 1)  Gruppen  vorkommen,  der  Art  beiordnen 
können,  dass,  wenn  nach  dieser  Anordnung  durch  b  dividirt  wird, 
die  Reibenfolge  der  Reste  die  nämliche  ist,  als  in  C).  Hieraus 
folgt  nun  der  wichtige  Satz: 

Wenn  die  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  iV,  die 
durch  die  von  einander  verschiedenen  absoluten 
Primzahlen  a,  6,  c,  d, ....  u.  s.  f.  theilbar  ist,  in 
a  Gruppen  getheilt  wird,  und  man  hierauf  dieje- 
nigen Zahlen  ausscheidet,  welche  durch  a  theil- 
bar sind,  so  werden  die  in  der  letzten  Gruppe 
übrig  bleibenden  in  Bezug  auf  die  Reste  bei  der 
Divisi on  durch  b,  c,  d,  u.  s.  f.  vollkommen  ersetzt 
durch  die  in  den  ersten  (a — 1)  Gruppen  gestri- 
chenen Zahlen; 

durch  welchen  Satz  der  oben  angegebene  Weg  zur  Bestimmung 
von         vollkommen  gerechtfertigt  ist. 

Da  bekanntlich  die  Zahl  N  unter  der  Form :  a«bßc'/d*. ...  darge- 
stellt werden  kann,  so  ist:  S'N=a«-Ha-])bß-Hb-l)cY-i(c-l)....t 
denn  man  hat  nach  und  nach: 

a«bßcY .... 


a^bßcv....  =  Anzahl  der  durch  a  theilb.  Zahlen  vonlbisiV 


Rest  =a«-1(fl- 

—  \)bßcY .... 

• 

a«-l(a- 

-1)6^-^... 

.  =  Anzahl  der  durch  6  theilbaren  Zah- 
len von  1  bis  oa_1(a  —  X)bß<?t.... 

• 

Rest  =a«-1(a- 

-l)bß-l{b— 

l)cy.... 

a«-*(a- 

• 

-1)6^(6- 

l)cr-*....  =  Anzahl  der  durch  c  theil- 
baren Zahlen  von  1  bis 
a«-1  (<»-l)tf -*(*-!)  <*••• 

Rest  =aa~l(a 

-})bß-Hb- 

l)cv~l(c-l)...., 

U.  8.  f., 

Thsll  XXIX. 
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S'N=  «— »(a  - 1)  bß~*  (6 — 1 )  er-»  (c—  1 ) . . . . 


Elementarer  Beweis  der  Reihen  für  den  Sinus  und 
Cosinus  durch  den  Bogen. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Elementare  Beweise  der  Reihen  fflr  den  Sinns  und  Cosinus 
durch  den  Bogen  sind  für  den  Unterricht  in  der  Trigonometrie  so 
wichtig,  dass  jeder  Versuch,  dieselben  möglichst  zu  vereinfachen 
und  zu  völliger  Strenge  zu  erheben /Villkommen  geheixsen  wer- 
den muss,  auch  selbst  dann,  nenn  er  sich  nur  an  bereits  Be- 
kanntes anscbliessen  sollte.  Freilich  liegt  es  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  diese  Beweise  nie  ganz  einfach  ausfallen  können;' 
wenn  sie  sich  aber  nur  an  ganz  elementare  arithmetische  Sfitze 
anschliessen,  aus  der  Trigonometrie  nur  solche  Sätze  in  Anspruch 
nehmen,  welche  der  Elementar  Unterricht  in  dieser  Wissenschaft 
nicht  leicht  Obergehen  wird,  und  ausserdem  auf  einer  wenig  ver- 
wackelten, leicht  übersehbaren  Scblussfnlgerung  beruhen:  so  acheint 
den  Ansprüchen,  welche  der  Elementar -Unterricht  zu  machen  be- 
rechtigt ist,  genügt  zu  sein.  Ein  grosser  Gewinn  wird  es  sein, 
wenn  durch  solche  strenge,  möglichst  elementare  Beweise  endlich 
die  ganz  unwissenschaftlichen  sogenannten  Beweise  oder  Entwicke- 
lten durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  andere 
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gleich  verwerfliche  Methoden,  mit  welchen  man  die  Jagend,  snrni 
grössten  Schaden  für  die  mathematische  Ausbildung  derselben,  immer 
noch  hin  und  wieder  in  einem  analytischen  Labyrinth  herumzufahren 
beliebt,  in  welchem  kein  Weg  zum  gedeihlichen  Ende  führt,  ganzaus 
dem  mathematischen  Elementarunterrichte  verdrängt  werden ;  denn 
wie  verwerflich  namentlich  die  genannte  Methode  ist,  hat  nur  erst  neu- 
erlich ein  als  ganz  roissglflckt  zu  betrachtender  und  als  solcher  nach- 
gewiesener Versuch,  durch  welchen  derselben  in  der  höheren  Analy- 
sis,  wer  weiss  aus  welchem  Grunde,  einige  Concessioneo  gemacht 
werden  sollten,  wiederholt  auf  das  Deutlichste  bewiesen.  Da  diese 
Metbode  aber  immer  noch  hin  und  wieder  benutzt  wird ,  so  kann  man 
nicht  oft  genug  auf  deren  Schädlichkeit  hinweisen. 

Der  Beweis,  welchen  ich  im  Folgenden  für  die  erwähnten 
Reihen  geben  werde,  ist  keineswegs  ganz  neu,  sondern  sucht  nur 
auf  möglichst  einfache,  aber  strenge  Weise  den  ältesten  Beweis, 
welcher  für  diese  Reihen  gegeben  worden  ist,  darzustellen;  nnd 
es  wird  mich  freuen ,  wenn  derselbe  für  den  so  wichtigen  trigono- 
metrischen Unterricht  sich  geeignet  erweisen  und  auch  durch 
Mittheilung  dieses  Beweises  das  Archiv  einen  seiner  Hauptzwecke, 
zur  Verbesserung  des  mathematischen  Unterrichts  beizutragen, 
erreichen  sollte.  Ich  wüsste  m  der  That  nicht,  welcher  der  im 
Folgenden  angewandten  Schlüsse  sich  einem  gut  vorbereiteten 
Anfänger  nicht  sollte  zu  völliger  Deutlichkeit  bringen  lassen,  wo- 
durch —  wie  es  Hauptziel  jedes  Unterrichts  sein  muss  —  allein 
völlige  Ueberzeugung  bewirkt  werden  kann.  Ich  mochte  doch  ein- 
mal  die  Herren,  welche  sich  immer  noch  der  Methode  der  im  be- 
stimmten Coefficienten  bedienen,  auf  ihr  Gewissen  fragen:  ob  sie 
denn  wirklich  von  der  Richtigkeit  aller  ihrer  Schlüsse  bei  dersel- 
ben und  der  Resultate,  welche  sie  durch  dieselbe  herausbringen, 
selbst  vollkommen  überzeugt  sind?  oder  ob  sie  nicht  der  Jugend 
etwas  vordemonstriren,  was  sie  selbst,  wenn  sie  aufrichtig  gegen 
sich  sein  wollen,  für  leere  Spiegelfechterei  halten  müssen?  Deu 
Hinweis  auf  verschiedene  neuerlich  erschienene  Schriften  will  Ich 
mir  ersparen. 

I. 

Um  die  Reihe  für  den  Sinus  zu  erhalten,  nehme  ich,  wie 
schon  die  älteren  Analytiker  thaten,  von  der  folgenden  Reihe, 
welche  für  ein  positives  ganzes  n  ein  nur  einigermaassen 
ausführlicher4)  trigonometrischer  Elementar- Unterricht  durch  den 


•)  Ein  anderer  wird  «ich  natürlich  auch  nicht  auf  Alf.  Entwicklung 
der  Reihoo  für  tinx  und  co«x  etnlaaeen.  and  for  einen  «nlchen  schreibe 
ieh  nicht. 
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Sehl us a  von  n  auf  «  + 1  *)  zu  beweisen  wohl  schwerlich  unter- 
lassen wird,  meinen  Auslauf: 


sin  nx  =  if  i  co«  X*-1  sin  x  —  n*  cos  a*-8  sio  x* 

+  w6  cos  a*-*  sin  ar* 


•   .    •    •  « 


wo  hier  und  im  Folgenden  wie  gewöhnlich 

die  Binomial-CoefBcienten  für  den  positiven  ganzen  Exponenten  « 
bezeichnen,  übrigens  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  sie 


Setzt  man  §  für  ar,  so  erhält 


sio»  jCcos^^sin^ 


*(n— l)(n— 2),     ar  ar.t 

 1T2T3 — («■s^^s)» 

,  n(n— 1)  (n— 2)  (tt— 3)  (n— 4) ,  a\  Äy  .  jr  a 
+  "   1.2.3.4.6   >os-).-*(sio-)* 


oder 


sina:=  nCcos^'^sin^ 

 17275     "  (co»  -)"~*  (•">  -)* 

+  1.2.3.4.5   »»(co.-)— (««,-)• 


*)  Schon  um  den  Anfänger  mit  diesem  so  wichtigen  Schlüsse  immer 
mehr  und  mehr  vertraut  zu  machen,  sollte  man  die  Entwicklung  der 
fraglichen  Reihe  oder  Gleichung  bei'm  trigonometrischen  Elementar- 
unterrichte nie  noter  lassen,  da  dieselbe  so  leicht  und  instractiv  en  ge- 
ben leL 
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.  x 
sin  — 

»\nx=  zCcob—)*-1  


 1  o  o  &  (cos 


+  1. 2.3.4. 5  **(c08n 


immer  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  abbricht, 
so  dass  wir  es  also  für  jetzt  hier  immer  mit  einer  endlichen  Reihe, 
d.  h.  mit  einer  Reihe  von  endlicher  Gliederzahl,  zu  thun  haben. 

Bezeichnet  nun  eine  positive  gerade  Zahl,  welche  kleiner 
als  n  ist,  so  kann  man  die  obige  Reihe  auf  folgende  Art  In  zwei 
Theile  tbeilen: 

x 

sinar=  ^(cos^)"-1-^- 


12  x 
(1—  -)(1  --)  >n-v, 

1.2.3     x  lC0V    \  x  ) 


1       2  x 
(1  _  '-vi— 3....(1—  -)  >n-x    . . 

n 
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wo 

n 

» 

9t 


Bezeichnen  wir  nuo  den  absoluten  Werth  von  durch  r,  den 
absoluten  Werth  von  Rk  durch  Ä»,  so  ist  offenbar,  wie  gross 
man  auch  die  positive  ganze  Zahl  n  annehmen  mag,  immer 

;2*4-9  r**+*  r**+r 

H* < l....(2*  +  3)  +  J....(2A  +  5)  +  l....('2*  +  7)  +  in  lof* ' 

weil  augenscheinlich  jedes  Glied  der  Reihe  für  /fr,  absolut  ge- 
nommen, kleiner  ist  als  das  entsprechende  Glied  dieser  letztereo, 
aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehenden  Reihe,  und  weil  natür- 
lich der  absolute  Werth  jeder  Reihe  nie  grösser  ist  als  der  Werth, 
welchen  diese  Reihe  erhält,  wenn  man  alle  ihre  Glieder  positiv 
nimmt.   Also  ist 

&<  l...(2*+3) *1+  (2k  M)(2*+5) +  (2*+4)  (2*+ö)  (2*+6)  (2k -0)  t. 

+  in  inf.  I 

und  nimmt  man  nur,  was  offenbar  verstattet  ist,  da  man  sich  ja 
auch  n  beliebig  gross  angenommen  denken  kann,  k  nur  so,  dass 

2*  +  4>jr,  also  $£fr<l 
ist,  so  ist  offenbar 

H»  <r^SW' + (str)' + 6*Va)  +  fera) +,nlDtl- 
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Wenn  nun  aber  2»  eine  positive  ganze  gerade  Zahl 
net,  so  Ist  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen; 

i „ (  *  Y(*+l)  (  V("+1) 

l-(w+d  l-(wrif 

also,   wie  gross  auch  u  sein  mag,  immer 

*  1 

1 


^(2^+4) 


folglich  auch 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


wie  gross  man  sich  auch  n  angenommen  denken  mag,  natürlich 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 

2*  +  4>*,   also  <1 

ist 

»an  nun  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 


Digitized  by  Google 


458  Gruner t:  Elementarer 


x      610  n 

s\nx=    x  (cos  -)«-»  

v     n'  x 
— 


\  1  -T 

 HO—  "-'(—) 

* 

3  .  4 


+  roxi  ; 


U.   8.  W. 


1       2  2/  x 

4(-l)i      *       n  "  (cos-)-«-»  i—Y 

+(   IJ     1.2.3....(2A+1)  <C0V  V*/ 

die  positive  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  und  geht  au 
den  GrSnzen  über,  so  erhält  man  nach  ganz  bekannten  Sätzen  *) 
fflr  ein  unendlich  grosses  n: 

sin*  =  or-jxä  +        + . ..  •  +  (-W*r7^HT)  +  R> 

wo,  wenn  man  sich  nur,  was  offenbar  verstattet  ist,  2Ar-f  4  gros- 
ser  als  x  angenommen  denkt,  /?  eine  Grösse  bezeichnet,  deren 
absoluter  Werth  kleiner  als 

r"+3  1 
l....(2A+3)* 


ist.  Lässt  man  nun  aber  iu  vorstehender  Gleichung  k  in's  Un- 
endliche wachsen,  so  nähert  sich  offenbar 

1   

der  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Satze**)  nähert  sich 


*)  Namentlich  nach  dem  Satze,  du«  —  «ich  der  Einheit  nähert, 

v 

wenn  V  eich  der  Noll  nähert.   M.  e.  den  Anhang. 
+*)  M.  t.  den  Anhang. 
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r2*+» 

l....(2*  +  3) 

der  Null ;  also  nähert  sieh  aucb 


I....(2A-  +  3)*       /  X  V' 
1     V**+ V 


und  folglich  um  so  mehr  der  absolute  Werth  von  R,  also  auch 
R  selbst,  der  Null,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass 

X  ^  X^  X? 

amx  —  x  —  f  tl  o-f-i  5  —  1  5  +  ....  in  inf. 

l.l.O      1....0  1..../ 

ist,  d.h.  dass  man  den  Werth  von  sinar  desto  genauer  erhält,  je 
mehr  Glieder  der  Reibe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheits- 
vom  Anfange  an  man  mit  einander  vereinigt. 


11. 

Die  Reibe  fttr  den  Cosinus  lässt  sich  aus  der  bekannten 
Gleichung 

cos  nx  =  «o  cos  x«  —  nt  cos  xn~z  si  n  x*  -f-  n4  cos  .r"-4  sin  x4  —  . . . . , 

wo  n  wieder  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  auf  ganz  ähn- 
liche Art  ableiten. 

Setzt  man  §  ffir  x,  so  erhält  man: 


n  (**  "~  *}  /       *v_  «  /  • 

  — i* — *Ifilfl- 


cos  *  ==  (cos  -)■  j^g —  (cos  -)»-*  (sin 


eo.*=(co.^)-- -y-^«»  (co.;?)-*  (sin  =[)» 


 oxi  «'<~  ^K** 

 1.2.3.4.5.6  »•<«" 
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C0SX=(C08-)»-  ^(cosj 


+  - — roi  ^c«-).-^— j 


q-^q-^-q-S^  . 

1.2.3.4.5.6  *(' 


Bezeichnet  nun  2A* — 1  eine  positive  ungerade  Zahl,  welche  klei- 
ner als  n  ist,  so  kann  man  die  obige  Reihe  auf  folgende  Art  in 
zwei  Theile  theilen: 


+  T2X4  ^C0"«)-4(— ) 


X2T3.4.5.6 


u.  s.  w. 

Ik1-|)....(1-^=?)  ^inf, 


1.2.3... .ÜA 
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n 
tt 
n 

+  

ist,  die  Reihe  rechts  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  abbricht. 

Bezeichnen  wir  nun  wieder  den  absoluten  Werth  von  x  durch 
T ,  den  absoluten  Werth  von  Rk  durch  tt*,  so  ist  offenbar,  wie 
gross  man  auch  n  nimmt»  immer: 


H*<l....(2A  +  2)  +  l....(2*+4)  +  l....(24+6)+ln  lnf  » 
r**+*     tl  ,  f» 


1 . . . .  (2ä  -{-  2)     ^  (2A-+3)(2Ä+4)x(2>t+3)(2A+4)(2>t+5)(2A-+ 


+5)(2*+6)f. 
+  in  Inf.  > 


Nimmt  man  nun  aber,  was  offenbar  verstattet  ist,  k  so  an,  dass 

2*  +  3>jr,  also  äTf3<l 
ist»  so  ist  offenbar 

- 

Wenn  aber  2«  eine  positiv«  gerade  Zahl  bezeichnet,  so  ist  nach 
der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

^tes)  ^(ro) 
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Grunert: 


sieb  ergiebt,  dass,  wie  gross  auch  2ti  sein  mag , 

^  '  


folglich  auch 


uch 

1 + (m£i + (Ä)4 + fers)' +  |D  lDf- 

<__L_i 

und  daher  nach  dem  Obigen 

ist,  wie  gross  man  sich  auch  »  angenommen  denken  mag,  natür- 
lich immer  anter  der  Voraussetzung,  dass 

2*+3>jr.   also  y^<\ 

ist. 

Lässt  man  nun  in  der  ans  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

.     1  x 

1   .sin-  , 

x  n         x      /  n\ 

cosx= (cos  -  )■  — -  -y2"jr*(cos-)»-*(  — ^-  1 

n 


- 

+ — roi — *^>"-\— ) 

mm 


~  1.2.3.4.5.0 


U.    8.  W. 


1  ,  2        2*~1  * 

W 
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die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen,  und  geht  zu 
den  Gränzen  über,  so  erhält  man  für  ein  unendlich  grosses  n: 

wo,  wenn  man  sich  nur,  was  offenbar  verstattet  ist,  2&  -f-  3 
grösser  als  jr  angenommen  denkt,  R  eine  Grösse  bezeichnet, 
deren  absoluter  Werth  kleiner  als 

i....(2^+2)  "  Tirjy 

ist  Lftsst  man  nuu  aber  k  in's  Unendliche  wachsen,  so  nähert 
sich  offenbar 

1 

der  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Satze  nähert  sich 

1  ....(2* +  2) 
der  Null;  also  nähert  sich  auch 

r**+»  1 

und  folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  der  absolute  Werth 
von  R,  also  auch  R  selbst,  der  Null,  woraus  sich  unmittelbar 
ergiebt,  dass 

ist,  d.  h.  dass  man  den  Werth  von  cos*  desto  genauer  erhält, 
je  mehr  Glieder  der  Reibe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens vom  Anfange  an  man  mit  einander  vereinigt. 


Anhang. 

Hiermit  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  Im  We- 
sentlichen erledigt.    Da  indess  im  Obigen  ein  Paar  Sätze  in  An- 
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wendung  gebracht  worden  sind,  welche  bei'm  Elementar- Unter* 
richte  vielleicht  nicht  immer  die  Berücksichtigung  linden  dürften 
oder  bis  jetzt  gefunden  haben,  die  sie  jedenfalls  ihrer  vielfachen 
Wichtigkeit  wegen  verdienen,  so  will  ich  Aber  diese  Sätze  jetzt 
noch  Einiges  sagen. 

1.   Der  erste  dieser  Sätze  ist  der  Satz,  dass  der  Brach 

sine 

e 

sich  der  Einheit  als  Gränze  nähert,  wenn  e  sich  der 
Null  nähert.    Dies  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 

Für  den  "beliebigen  Halbmesser  r  wollen  wir  den  Sinus  and 
die  Tangente  des  durch  den  der  Einheit  als  Halbmesser  entspre- 
chenden Bogen  r  gemessenen  Winkels  durch  Sine  und  Tange 
bezeichnen,  indem  wie  gewöhnlich  sine  und  lange  sich  auf  den 
der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beziehen.  Weil  nun  zwischen 
zwei  Punkten  die  gerade  Linie  die  kürzeste  ist,  so  ist 

2Sine<2re,  alsoSine<re. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Flächeninhalt  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  des  mit  dem  Halbmesser 
r  beschriebenen  Kreises  liegt,  dessen  gleiche  Schenkel  r  sind 
and  dessen  Grundlinie  2 Tange  ist,  durch  />,  ferner  den  Flächen- 
inhalt des  demselben  Kreise  angehörenden  Sectors,  welcher 
Bogen  2re  entspricht,  durch  S,  so  ist  offenbar 

5  <  D. 

Nun  ist  aber  nach  bekannten  elementar -geometrischen  Sätzen: 

«S=ir.2rc  =  r*e,  ü>=rTange; 


rae  <  r  Tang  e ,  folglich  re  <  Tang  e. 

Daher  ist 

Sin  e  <  re  <  Tang  e , 

folglich 

Sine  ^    ^  Tange 

 <e  <  —  > 

r    ^    ^  r 


sin  e  <  e  <  tang  r. 

Hieraus  ergiebt  sich: 
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r    "  tangt 
also 

1>  — -  >co«r. 

■ 

Daher  ist    immer  zwischen  1  und  cos©  enthalten;  nähert 

v 

sich  aber  9  der  Noll,  so  nähert  sich  cosü  der  Einheit  als  Gränze; 

sin© 

also  rauss  das  zwischen  1  und  cos©  liegende  sich  am  so 

mehr  der  Einheit  als  Gränze  nähern,  wenn  »sich  der  Null  nähert. 

2.  Ferner  ist  im  Obigen  der  folgende  Satz  in  Anwendung 
gebracht  worden: 

Wenn  x  eine  beliebige  positive  Grosse  und  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  nähert  der  Bruch 

l  .2.3....H 

sich  der  Null,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  und  kann 
der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt 


Es  giebt  verschiedene  Beweise  dieses  Satzes*);  mir  scheint 
jedoch  der  folgende,  wenn  auch  vielleicht  nicht  der  kürzeste,  aber 
doch  der  für  den  An  fang  er  am  Leichtesten  verständliche  zu  sein. 

Man  nehme  die  positive  ganze  Zahl  k  so  an,  dass  Ä  -f- 1  > x, 

also 


ist,  was  offenbar  immer  möglich  ist.   Nun  ist: 

J-k_  x_ 
+        l....>fc'*  +  r 

1 

jr*  /r*         x  x 


l....(A  +  2)  —  \....ltk  +  \k  +  r 

Xk+*         _         Xk  X  X  X 

U.   8.   W. , 


•)  Bf.  •.  x.  B.  meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht 
in  der  höheren  Analyeie. 
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also,  weil 


t  . . . . 


Reihe  fortwährend  abnehmender  Brüche  ist 


I  ....Ä'ife  +  I  * 

I....(H2)<l....r\Hl/  * 

.  *H8       ^    ar*      /  x  \ 
l....(4+$)<rr^"ViTI/  ' 

1... .(/*+*)  <  ' 


u.  s.  w., 

oder ,  wenn  wir 


1  •  •  •  •  k 


setzen : 


r..!(I+2)<Ar(itri)  » 

I....(Ä+3)SAU  +  V  ' 

U.  8.  W. 


Die  Potenzen 


x      (  x  y    /  a?  y    /  a?  y 

des  ächten  Bruchs  £~T~1  nähern  sich  nun  bekanntlich  der  Null 

immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  den  Potenzexponenten  gross  genug 
den  lässt.   Also  nähern  sich  auch  die  Grossen 
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folglich  nach  dem  Obigen  am  40  mehr  auch  die  Grössen 

xk+l  ar*+»  xk±*  **+4 

l....(*  +  2)'    l....(*+3)a  T7...(Är+4)"~ 

der  Null  immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  diese  Reihe  nur  weit  genug  fortsetzt 
oder  die  Glieder  derselben  nur*  weit  genug  von  ihrem  Anfange 
entfernt  nimmt,  wodurch  unser  Satz  offenbar  vollständig  bewiesen 
ist»  indem  wir  zum  üeberfluss  noch  besonders  bemerken,  dass, 
wie  aus  diesem  Beweise  von  selbst  hervorgeht,  die  Annäherung 
des  Brochs 

 f  

1 .2 . 3. ...  n 

an  Null  bei  wachsendem  n  nicht  immer  gleich  vom  Anfange  an 
stattfinden,  aber  jedenfalls  immer  endlich  einmal  eintreten  wird. 

Als  eine  unmittelbare  Folgerung  hieraus  ergiebt  sich  der  fol- 
gende Satz: 

Wenn  x  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse 
bezeichnet,  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  nähert 
sich  der  absolute  Werth  des  Bruchs 


1 .  2 . 3 . . . .  n 

wenn  n  wächst,  der  Null,  und  kann  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  9t  gross  genug 
nimmt. 

3.  Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass,  wenn  man 
eine  der  beiden  Gleichungen 

^5  rpT 

8in*=^-r2.3+TTT5~r^7+ ••••• 

x*        ■     X*  X6 

cos^zri-j-2  +rrr4~n7.."6+  • 

bewiesen  hat,  die  andere  daraus  auf  verschiedene  Arten  abgelei- 
tet werden  kann.  Bemerkenswerth  scheint  mir  das  folgende  Ver- 
fahren, welches  noch  nicht  bekannt  sein  dürfte. 

Ich  will  etwa  annehmen,  dass  die  Reihe 
Th«il  XXIX.  31 
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bewiesen  «ei,  und  will  zeigen,  wie  daraus  die  Reihe  für  den  Sinus 
abgeleitet  werden  kann. 

Ich  gehe  dabei  von  einer  bekannten  goniometrischen  endlichen 
Reihe  aus,  deren  Summe  man  auf  folgende  Art  leicht  findet  Es  ist 

1  +  cos  2t  =  2  cos  t  cos  t, 
cos  i  +  cos  3t  =  2  cos  2*  cos  i, 
cos2i  +  cos  4t  =  2  cos  3i  cos  t , 
cos  3t  -f-  cos  5t  =  2  cos  4t  cos  t , 
n.  s.  w. 

cos  (» — 2)  t  +cos  ni  =  2  cos  (n  —  1)  i  cos  t ; 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  und  der  Kürze  wegen 
S«=  1  +cost  +  cos2f +  cos3t  +  ....+  cosni 


j  Sn  -  cos  (n  —  1 )  t — cos  ni  }  +  { - 1  —  cos  t } 
=  2|SB— 1— cosmlcost, 

woraus  sich 

2(1  —  cos  0     =  1—  cos  •  +  cos(n— 1)  i  +  cosni 

—  2  cosni  cos  t 
=  1  -— cost  +  cos  (n  —  1)  i  +  cosni 
—  cos  (n  -  1)  t  —  cos  (n  +  I)  t , 

4  sin  y*.  Su  =  2sin  it»  +  2  sin  iisin  (n  +  i)t 
=  2  sin  \i  \  sin  %i  -f  sin  (n  -f  J)  f  | 
=  4sin  Jt  sin  i(n  +  I)t .  cos  Jn» 

ergiebt.   Also  ist 

,   t     sinjt +  sln(n  +  i)t      sinj(n  + j)tcosjm 
2  sin  1*         23  sin  Ii  * 

Setzt  man  nun  ni=x,  so  ist 

t  ( 1  +  cos  i  +  cos  2t  +  cos  3t  + ....  +  cos  ni) 

_  2sinj(g-r-  Q  cos  ja? 
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Lässt  man  jetzt  in  dieser  Gleichung,  indem  immer  ni  =  x  ist,  die 
positive  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  also  den  absolu- 
ten Werth  von  t  in's  Unendliche  abnehmen,  so  ist  klar,  dass 

i(\  +  cos  i  +  cos  2i  -f  cos  3«  + . . . .  +  cos  ni) 

sich  der  Gränze 

2  sin  Ja:  cos  \x  =  sin  x 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  und  kann  man  also  durch 
irgend  ein  Verfahren  die  Gränze,  welcher 

t  (1  -f  cos  i  -f  cos  2i  -f  cos  3i  +  . . . .  +  cos  ni) 

sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  immer  die  Gleichung 
ni—x  als  erfüllt  vorausgesetzt,  noch  auf  eine  andere  Art  aus- 
drücken, so  wird  man  dadurch  zugleich  einen  Ausdruck  von  sin  x 
gefunden  haben.    Weil  nun  aber  die  Gleichung 

als  bewiesen  vorausgesetzt  wird,  und  nach  dem  Vorhergehenden  für 
ein  unendlich  grosses  n,  unter  Voraussetzung  der  Gleichung  ni=ar, 

sin  x  =  i  (1  -f  cos  t  +  cos  2t  +  cos  3f  +  . . . .  -f-  cos  ni) 

ist,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  n,  wie  wir  uns  hier  der 
Kürze  wegen  jetzt  immer  ausdrücken  wollen: 

8\nx~i\  1 

i*  t*  i* 

2*t*  2<»ia 
+  ,~E2  +  1....4""I....6+  " 
gsp       34^  3«»« 

+  ,-o  +  r^i^i..7.6  »-•••• 

u.  s.  w. 
w*f*  n««» 
+  l"~1.9  +  1....4  + 

=  i{    n  +  1 

-_(]»  +  2»  +  3*  +  ....  +  n»)I^ 


-(l«  +  2»  +  3«  +  ....  +  »«)r^TB 
+  


31 
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=«{  «+I 

12  +  2*  +  3*+....  +  ti»  n»i* 

 ^  O 


i*  +  2«  +  3«  +  ....  +n4  wfti4 

+  «•  I....4 
_l«  +  2«  +  3°  +  .. nrt6 

M7  1  6 


.      .      •  • 


+  

also,  weil  ni=x  ist,  lur  ein  unendlich  grosses  n: 

sina:=    x  +  i 

l*  +  2*  +  3»+  .  .+n* 


3 


Ll*  +  2*  +  3*  +  ....  +  n«  .r6 
l«  +  2«  +  3«  +  ....  +  »•  x7 


n7  1....6 

+  

Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze,  auf  dessen  Wich- 
tigkeit im  Archiv  schon  oft  hingewiesen  worden  ist*),  für  in's 
Unendliche  wachsende  n 

lm  +  2"» +3»  +  ....  +  W»  1 
Lim  „„,+1  ~  -  —_f[  • 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  obige  Gleichung  an,  indem  man 
n  unendlich  gross  annimmt,  womit  gleichzeitig  i  verschwindet,  so 
erhält  man: 

1    x9     1      x*  Ix7 
^=^5^2  +  5.^-7.0!  


X*  X*  X7 


Binx-x—  !  2.3+1. ...5~1....7+  ••• 

Auf  ganz  ähnliche  Art  kann  man  umgekehrt  aus  dieser  Reihe 
die  Reihe  für  den  Cosinus  ableiten,  wobei  man  von  der  bekannten 
Gleichung 

*  *■   *  0*1  *  q*i         .   •     •    sinjmVinUn  +  l)* 

sint-f  sin  2t -|- sin  3i  +  . . . .  +  sinwi  =  —  r-r?  

sin  4» 

ausgeht,  welche  für  ni=zx  die  Form 

i  (sin  i  +  sin2*  +  sin  3i  +. . . .  +  sin  nt)  =  2sin^°^-r-  '*> 

  "TT 


•)  Beweise  de««elhcn  *.  m.  Tbl.  XXIII.  S.  6.  und  9.210. 
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annimmt,  woraus  «ich  fflr  ins  Unendliche  wachsende  n 

Lim .  i (sin  i  ■+  sin  2i  -f-  sin  3i  -f  ....  -f  sin ni)  =  2 sin  \x* 

=  I  —  COS  X , 

also  för  ein  unendlich  grosses  n 

cosa:  =  1  —  t(sint-f  sin2t-f-  sin3t-f-....  sinnt) 

ergiebt.   Die  weitere  Entwicklung  überlassen  wir  dem  Leser. 

4.  Bei  Reihen,  von  denen  ein  so  wichtiger  Gebrauch  zur 
Berechnung  von  in  der  ganzen  Mathematik  Anwendung  Gndenden 
Tafeln  gemacht  wird,  wie  von  den  Reiben  för  den  Sinus  und 
Cosinus,  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  im  Besitz  möglichst  ein- 
facher Regeln  zu  sein,  nach  denen  man  die  Fehler  beurtheilen 
kann,  welche  man  begeht,  wenn  man  die  Reiben  bei  gewissen 
Gliedern  abbricht.  Solche  Regeln  wollen  wir  jetzt  hier  noch 
entwickeln. 

Setzen  wir,  indem  von  jetzt  an  grosserer  Deutlichkeit  wegen 
x  immer  eine  positive  Grosse  bezeichnet: 

sin (± x)  =  ±  x  T  OT3  ±  +  •  •  ±  l....(2„_r)'(-1)""I+F» 

so  ist 

F=±  l....(2»+l)  •         ±  l....(2«+3)("  1>"+Iil...(2«+5)^-1>"+Ä±-' 


also 


(      *2"+1  *****  | 

F= +  (-!)«  I]....(2n41)~r^(2n+3)f 

± f  1 ... .(2n  +5) ~~  I ....  (2»+7) i 

\      x*»+9  x*«+n  l 

±(-Vn  M....(2n  +  Ü)~l....(2«+ll)l 


Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  immer  verstattet  ist  und  im  Fol- 
genden stets  vorausgesetzt  werden  soll,  n  so  gross  an,  dass 
2n  +  2>*  ist,  so  ist  offenbar 

a:*n+i  x-n+*  X**+6  r2«4-T 

l....(2n+l)  >  IZ&ÜT?) 9    LT(2n+5j  >  U..(2»+4)  * 

l....(2«+9)  >  l.  .(2n+H)'  U  8*  W*' 
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und  nach  dem  Obigen  Ist  also  offenbar  ±(-)-  da«  Vorseichen 
tod  F,  woraus  sich  ergiebt,  dass,  natürlich  immer  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  2»-r-2>*  Ut,  F  immer  gleiches  Vorzeichen 
mit  seinem  ersten  Gliede 

AlT7.:(2MT)"(^,)m 

hat.   Setzen  wir  nun 

rin fcfc*)  =  ±*Tra±...  i  |.,..C»,-|)- (-')"-'  +  F- 

sin(±j?)  =»  db       p2~3±  *•"     l..„(2n  + 1) *^ —  '*      1 ' 

oder  der  Kürze  wegen 

sin(±*)  =  A+F,    sit.(Jbx)  =  ^i  +  Fi; 

so  haben  nach  dem  so  eben-  Bewiesenen  F  und  Ft  offenbar  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  d,  h. 

sin(iar)— und  sin  (ix)  —  A, 

haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  dass  also  sin (-j^x)  immer 
zwischen  X  und  Xt  liegt,  oder 


A^sinCdb*)^^ 


ist,  wonach  sich  der  Fehler  immer  leicht  und  sicher  beurth eilen 
lässt,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  für  sin(±x)  mit 
dem  Gliede 


abbricht,  immer  vorausgesetzt ,  dass  2n+2>ar  ist 

Man  setze  ferner,  indem  jetzt  x  einen  beliebigen  positi 
oder  negativen  Bogen  bezeichnet, 

cos^l-^+T^^....  +  r^(-1)-^f, 

80  ist 

r**4-*  j-S»n-f4  r^H 

'=rS^T(-,)"+,+i::.(^)(-,)"!1+c^)-(-I)"+,+- 

also 
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a:2»+4  / 

J....(2n+2) 

l....(2«+6) 

l....(2n+8)  I 

Nimmt  man  nun  2n  +3  grosser  als  den  absoluten  Werth  von  ar, 
so  ist  offenbar 


1.-.(2h+2) >  l....(2»+4) '    l....(2»+6)  >  i....<2«+8) ' 

LT..  (2»+lÖ)  >  1 ....  (2«+ J2) '  u*  8  w" 
und  das  Zeichen  von  f  ist  also  (— )■+»,  so  das*  >  immer  gleiches 

Vorzeichen  mit  seinem  ersten  Gliede  i  7s — .-»•( — hat. 

I . . . .  (in  +  £) 

Setzen  wir  nun 

C0.,=  |_o+^_....  +  |-_^.(_l).+l+*l; 

oder  der  Kürze  wegen 

cosa-  =  2  +  $,  cosa?  =  Jr\  -f  Px ; 

so  haben  ^  und  St  entgegengesetzte  Vorzeichen,  d.  h.  cosar  — * 
und  cosar— Mt  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  es  liegt 

folglich  immer  cosa?  zwischen  Jf  uudXi,  öderes  ist  jf^cosar^Ji, 

wonach  sich  wieder  leicht  der  Fehler  beurtheilen  tKsst,  welchen 
man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  fär  cosa:  mit  dem  GHede 

t^b  •<-•>•  »bbritbt 

Weil 

i^Sri) •(-•>- und  '■-I=i5l'<-^1 

ist,  so  kann  man  nach  dem  Satze  in  2.  die  Granzen  X,  Xt  von 
sin(+^r),  und  die  Grenzen  Jr\  von  cos.r,  einander  beliebig  nahe 
bringen,  also  sin(±ar)  und  cosar  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit 
mittelst  der  obigen  Reihen  erhalten,  wenn  man  nur  ti  gross  genug 
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XVII. 

Ueber  die  Summe  der  Winkel  im  Vielecke. 

Von 

Herrn  Director  Dr.  Heinen 
an  der  Realachale  xa  Düsseldorf. 


Der  Satz  des  Proclus  von  der  Wiokelsurame  im  Polygon  wird 
für  den  Fall,  dass  dasselbe  ein  convexes  igt,  bekanntlich  auf  den 
von  der  Summe  der  Winkel  im  Dreieck  basirt,  indem  man  von 
irgend  einem  Punkte  innerhalb  oder  einer  seiner  Ecken  dasselbe 
in  Dreiecke  zerlegt.  Man  nimmt  dabei  ohne  Weiteres  an,  dass 
die  Winkel,  welche  an  diesem  Punkte  in  Betracht  kommen,  sich 
alle  summiren,  während  diese  Voraussetzung  doch  bei  nicht  con- 
vexeu  Polygonen  unter  Umständen  falsch  wäre,  also  aus  dem  We- 
sen der  convexen  Figur  begründet  werden  muss.  Das  hat  freilich 
keine  Schwierigkeit,  allein  auch  wenn  dem  Beweise  diese  Ergän- 
zung gegeben  wird,  kann  man  es  nur  als  einen  Not bbehelf  oder 
aus  didactischen  Rücksichten  gerechtfertigt  ansehen,  wenn  der 
spezielle  Fall  vom  Dreieck  dem  allgemeinen  Satze  vorangeht,  und, 
wenn  van  S winden  in  seiner  Geometrie  (S.  die  Bearbeitung  vou 
Jacobi  Satz  104)  sich  dahin  ausspricht,  „es  sei  unmöglich,  dieseo 
allgemeinen  Satz  zu  beweisen,  ohne  die  Richtigkeit  für  einen  be- 
sondern Fall,  namentlich  das  Dreieck,  vorher  dargethan  zu  haben4«, 
so  liegt  bierin  offenbar  das  Geständniss,  dass  es  für  die  Geometrie 
als  wissenschaftliches  System  wünschenswerth  wäre,  einen  andern 
Weg  einschlagen  zu  können.  —  Dem  gedachten  Satze  lässt  man 
stets  den  ebenfalls  von  Proclus  herrührenden  Satz  folgen,  dass 
die  Summe  der  sogenannten  äusseren  Winkel  des  Polygons  4/2 
betrage,  und  nicht  selten  wird  er,  weil  sich  sein  Beweis  aus  jenem 
allerdings  sofort  ergibt,  nur  als  ein  Corollar  angeführt  Dass  er 
wegen  seiner  Tragweite  und  hohen  Einfachheit  ein  gleiches  Recht 
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habe,  ein  Hauptsatz  zu  sein  als  jener,  dürfte  wol  keinem  Zweifel 
unterliegen;  aber,  ist  es  prinzipiel  richtig»  dass  in  einer  Wissen» 
schaft,  welche  ihre  Wahrheiten  durch  Conibiuation  unmittelbar 
gegebener  oder  von  ihr  geschaffener  Begriffe  findet,-  diejenigen 
Sätze,  welche  deren  weniger  enthalten,  den  uhrigen  vorangehen 
sollten,  so  wird  der  zweite  dem  ersten  Satze  selbst  voranzustellen 
sein,  indem  in  ihm  ein  Element  weniger  vorkommt,  das  der  Sei- 
tenzahl. Diese  Ansichten  legte  ich  bereits  im  J.  1845  in  einer 
kleinen  Arbeit  nieder,  welche  im  Museum  des  Rheinisch- West- 
phä  Tischen  Schulmänner-Vereins  Bd.  III.  S.  405.  u.  f.*)  aufgenommen 
norden  ist.  Sie  ward  veranlasst  durch  eine  ebenfalls  dort  be- 
findliche Recension  von  Herrn  Dr.  Drucken m filier,  in  welcher 
derselbe  unter  Anderem  darauf  hingewiesen  hat,  dass  man  nicht 
berechtigt  sei,  wie  stets  geschieht,  den  Polygonwinkel  eines  regu- 
lären Vielecks  als  einen  hohlen  ohne  Weiteres  anzunehmen,  und 
da,  um  dieses  zu  begründen,  der  Satz  von  der  Winkelsumme  auch 
für  nicht  convexe  Polygone  bewiesen  sein  müsse,  die  Geometrie 
dieses  Beweises  nicht  entbehren  könne.  Die  in  mehr  als  einer 
Hinsicht  ausgezeichnete  Recension  scheint  aber  —  vielleicht  weil 
jene  Zeitschrift  dem  mathematischen  Publikum  ziemlich  fern  stand 
—  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  und  so  ist  es  auch  dem  von  mir 
dort  mitgetheilten  Versuche,  diesen  allgemeinen  Beweis  den  obi- 
gen Ansichten  gemäss  zu  Hefern ,  ergangen.  Indem  ich  nun  auf 
den  Wunsch  des  geehrten  H.  Herausgebers  des  Archivs  denselben 
hier  nochmals  veröffentliche,  schicke  ich  aus  didactischen  Gründen 
ein  Paar  Vorbegriffe  und  Bemerkungen  voraus. 

1)  Jede  Gerade  theilt,  gehörig  verlängert,  die  Ebene,  in  der 
sie  liegt,  in  zwei  völlig  getrennte  T heile,  Seiten  genannt,  welche 
nur  die  Punkte  der  Geraden  gemein  haben,  und  man  sagt,  eio 
Punkt  liege  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Geraden,  je 
nachdem  er  in  dem  einen  oder  andern  dieser  beiden  Theile  liegt. 

2)  Ein  Polygon  heisst  convex ,  wenn  es  ganz  einerseits*  einer 
jeden  seiner  Seiten  liegt.  Hieraus  ergibt  sich  sofort  für  das  con- 
vexe Polygon 

a)  Die  Verlängerung  einer  Seite  kann  dem  Umfange  d.  h.  den 
übrigen,  nicht  verlängerten  Seiten  nicht  begegnen.  Es  hat 
daher  keinen  Rückkehrpunkt. 

b)  Es  bat  nur  hohle  Winkel. 


•)  Museum  de»  Khcinitfch  -  Westphäliitvheo  Schulmänner -Verein«, 
rtdigirt  von  Dr.  Graucrt,  Dr.  Hcineo,  Dr.  Schoene  und  Dr.  Wil- 
li <•  r  g.    Eiaen.  Bfideker. 
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c)  Auf  den  Schenkeln  eines  seiner  Winkel  Hegen  ausser  der 
eigenen  nur  die  Winkelspitzen  der  nächsten  Polygonwinkel ; 
die  Winkelspitzen  aller  übrigen  liegen  innerhalb  seiner 
Winkelebenen. 

d)  Eine  Gerade  kann  den  Umfang  nur  in  zwei  Punkten  schnei- 
den. (Denn  wären  A,  B,  C  drei  aufeinanderfolgende  Durch- 
schnittspunkte ,  so  würden  A  und  C  auf  entgegengesetzter 
Seite  der  durch  B  gebenden  Seite  des  Polygons  liegen.) 

3)  Der  Name  „ Aussemvinkc!"  ftfr  den  Winkel,  welchen  die 
Verlängerung  einer  Seite  mit  der  folgenden  macht,  passt  offenbar 
nicht,  wenn  der  Polygonwinkel  ein  erhabener  ist.  Man  konnte 
sich  freilich  für  Noth  mit  dem  Worte  „Ergänzungswinkel  der  Po~ 
lygon Winkel"  behelfen,  allein  die  Ausdehnung  dieses  Begriffes  auf 
den  erhabenen  Winkel  hat  fdr  die  geometrische  Anschauungsweise 
etwas  anstussiges,  und  so  bleibt  eine  eigene,  und  wie  es  uns 
selbst  scheinen  will,  vom  Begriffe  des  Polygonwinkels  unabhän- 
gige, Benennung  wünschenswert!!.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 
für  einen  auf  dem  Umfange  des  Polygons  Portschreitenden  diese 
Winkel  die  Grosse  der  Wendungen  augeben,  welche  er  an  den 
einzelnen  Ecken  zu  machen  hat,  erlauben  wir  uns  das  Wort 
„Wen de winkel"  In  Vorschlag  zu  bringen,  ähnlich  wie  man 
Wendekreis,  Wendepunkt  sagt,  und  unterscheiden  äussere  oder 
innere,  je  nachdem  sie  in  dem  Polygon  oder  ausserhalb  desselben 
liegen. 

4)  Obschon  von  den  beiden  folgenden  Sätzen  der  erste  in 
dem  andern  enthalten  ist  und  nur  im  Beweis  als  besonderer  Fall 
demnach  zu  behandeln  wäre,  so  scheint  es  doch  für  den  Unter- 
richt zweckmässiger,  sie,  wie  folgt,  zu  trennen. 

I.-  Die  Summe  der  Wendewinkel  eines  coovexea 
Polygons  beträgt  4Ä. 

Es  sei  (Taf. X.  Fig.  1.)  ABCD....X  das  convexe  Polygon, 
die  Verlängerungen  der  Seiten  AB*  BC,  CD....XA  über  B,  C, 
D....A  hinaus,  seiend',  CB\  DC....AX',  also  die  Wendewinkel 
A'BC,  B'CD.^X'AB.  Zieht  man  nun  von  B  nach  einer  beliebi- 
gen andern  Ecke  S  eine  Diagonale  BS,  so  fallt  dieselbe  ganz  in 
die  Winkelebene  des  Polygonwinkels  B  und  es  liegt  die  in  der 
Ordnung  ABC  ...X  der  Ecke  5  vorangehende  Ecke  B  mit  C  auf 
der  einen,  dagegen  die  folgende  T  mit  A  auf  der  andern  Seite 
dieser  Diagonalen ,  ferner  T  mit  B  auf  derselben  Seite  von  RS, 
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also  T  innerhalb  des  Winkels,  den  BS  mit  der  Verlängerung 
SR1  von  ÄS  bildet.  Denkt  man  sieb  aber  doreh  alle  Ecken  mit 
BA*  parallele  und  gleichgerichtete  Linien  (d. h. solche,  welche 
sich  nach  derselben  Seite  der  von  B  nach  diesen  Ecken  gesoge- 
nen Diagonalen  erstrecken,  als  BA*)  gezogen,  als  deren  erste 
BA*  selbst  und  letzte  AB  betrachtet  werden  kann,  CO,  DO...UO, 
SO....XO,  und  rechnet  man  die  Winkel  A'BC,  OCD...ORS, 
OST....OXA  dieser  Parallelen  mit  den  Seiten  BC,  CD„..  RS, 
ST....XA  in  derselben  Richtung,  in  welcher  der  erste  derselben, 
der  Wendewinkel  A'BC  genommen  int  (al.*o  von  den  Parallelen 
gewissermassen  nach  der  Aussen*eite  dor  folgenden  Seite,  oder 
nach  welcher  in  Bezug  auf  diese  das  Polygon  nicht  Hegt), 
so  ist  irgend  einer  derselben  OST  deich  dem  vorhergehenden 
ORS,  vermehrt  um  den  Wendewinkel  an  seiner  Ecke  R'ST, 
folglich,  da  der  erste  dieser  Winkel  der  Wendewinkel  A'BC  selbst 
ist,  jeder  gleich  der  Summe  aller  vorhergehenden  Wendewinkel. 
Der  convexe  Winkel  OXA  ist  demnach  gleich  der  Summe  der 
Wcndewinkel  von  der  Ecke  B  bis  zur  Ecke  X  und,  da  er  auch 
dem  convexen  Winkel  BAX'  gleich  ist,  der  letztere  mit  dem 
Wcndewinkel  X'AB  aber  AR  beträft,  auch  die  Gesamro  ts  um  nie 
aller  Wendewinkel  =  AU. 

II.  In  jedem  Polygon,  welches  keinen  Kückkehrpunkt  hat,  ist 
die  Summe  der  äussern  weniger  der  Summe  der  innern  Wende- 
winkel oder  kürzer  die  algebraische  Summe  der  Wcndewinkel 
eines  Umlaufs  =AR. 

Gesetzt  das  Polygon  habe  neun  erhabene  Polygonwinkel  und  sei 
MNP  =  N  (Taf.  X.  Fig. 2.)  einer  derselben.  Wir  verlängern  einen 
Schenkel  desselben  MF  Ober  den  Scheitel  N  hinaus,  bis  er  dem 
Umfang  wieder  begegnet,  und  es  sei  V  dieser  nächste  Dnrch- 
ecbnittspuiikt.  Das  Polygon  wird  hierdurch  in  zwei  Polygone  I. 
und  II.  getheilt,  von  denen  das  eine  II.  den  innern  Wendewinkel 
PNV  zum  Polygon winkel  erhalt,  während  JV  fiir  das  andere  I. 
aufhört  eine  Ecke  zu  sein.  Gleichviel  ob  nun  V  auf  einer  Seite 
des  ursprünglichen  Polygons  liegt,  die  Stücke,  in  welche  dieselbe 
durch  2VP  getheilt  wird,  also  einen  gestreckten  Winkel  bilden, 
oder  in  einer  Ecke  desselben:  die  Linie  NF  rouss,  well  ganz  Im 
Innern  der  Figur  auch  ganz  innerhalb  des  Winkels  liegen,  wel- 
cher von  den  Stücken  dieser  Seite  oder  den  Seiten  dieser  Ecke 
gebildet  wird.  Nennen  wir  diesen  Winkel  in  beiden  Fällen  V 
(im  erstem  ist  F  =  2Ä),  so  bildet  NV  mit  den  Schenkeln  dessel- 
ben in  I.  und  II.  zwei  Polygonwinkel  a  und  ß,  deren  Summe 
gleich  V  ist.  Nur  wenn  V  schon  ein  erhabener  Winkel  im  ur- 
sprünglichen Polygon  ist,  kann  einer  der  Winkel  er  und  ß  wieder 


Digitized  by  Google 


478 


He  inen.-  Debet  die  Summe  der  Winket  im  Yieiecke. 


ein  erhabener  sein,  und  da  der  erhabene  Winkel  N  als  solcher 
In  keinem  der  Polygone  1.  und  II.  noch  vorkommt,  so  hat  jedes 
nothwendig  wenigstens  einen  erhabenen  Winkel  weniger  als  das 
ursprüngliche.  Nun  ist,  wenn  p  einen  Polygonwinkel  bezeichnet, 
der  zugehörige  Wendewinkel ,  jenachdem  er  ein  äusserer  oder  innerer 
ist,  =  2/2 — p  oder  p — 2/2,  =  +(2/2 — p),  also  weon  der  erstere 
additiv,  der  andere  subtractiv  in  Rechnung  gebracht  werden  soll, 
(2/2  — p)  der  gemeinschaftliche  Ausdruck  für  beide.  Bezeichnet 
also  5  die  algebraische  Summe  der  Wendewinkel  im  Polygon  I. 
mit  Ausnahme  des  a  zugehörigen  (2/2 — a),  S'  die  algebraische 
Summe  der  Wendewinkel  im  Polygon  II.  mit  Ausnahme  der  zu 
PNV  und  ß  gehörigen  (2/2— PNV)  und  (2/2—0),  und  nehmen 
wir  für  einen  Augenblick  an,  unser  Satz  gelte  für. alle  Polygone, 
welche  weniger  als  neun  erhabene  Winkel  haben ,  also  auch  fiir  1. 
und  II.,  so  ist 

S+(2/2— a)  =  4/2, 
S'  -f  (2/2-  PN  V)  +  (2/2  -  ß) = 4/2 ; 

also 

S  +  S'+4/2-PiVF+2/2-(a+0)=8/2 

oder,  da  «  +  F, 

S+S'-PNF+  (2/2-  P)=4/2, 

in  welcher  Gleichung  der  Ausdruck  links  offenbar  nichts  anders 
als  die  algebraische  Summe  2  aller  Wendewinkel  des  ursprüng- 
lichen Polygons  ist. 

Nun  gilt  aber  der  Satz  für  alle  Polygone  mit  keinem,  also 
auch  mit  1,  2,  3.... 9  erhabenen  Winkeln. 

III.  Die  Summe  der  Polygonwinkel  II  in  jedem  Vielecke, 
welches  keinen  Köckkehrpunkt  hat,  ist,  wenn  n  die  Zahl  seiner 
Ecken  bezeichnet,  gleich  2nR  —  4/2. 

Denn  die  vorige  Gleichung 

£  =  4/2 

gebt,  wenn  man  jeden  Wendewinkel  w  durch  den  zugehörigen 
Polygonwinkel  ausdruckt,  also  jedesmal  2/2— p  für  ihn  setzt,  in 

oder 
über. 


2n/2-77=4/2 
/T  =  2n/2— 4/2 
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XVIII. 

Das  sphärische  Dreieck  dargestellt  in  seinen  Bezie- 
hungen zum  Kreise. 

Von 

.  Herrn  Franz  Unferdinger, 
Lehrer  an  der  Marine- Akademie  cn  Tricn  t. 


j.  1 

Legt  man  durch  die  Ecken  A,AX  (Taf.  X.  Fig.  6.)  eines  sphä- 
rischen Zweieckes  einen  grusfiten  Kreisbogen  AOA' ,  welcher  die 
gleichen  Winkel  At  Ax  halbirt,  so  sind  die  sphärischen  Abstände 
OE,  OF  eines  jeden  Punktes  Ü  desselben  von  den  Seiten  des 
Zweieckes  einander  gleich,  denn  die  beiden  rechtwinkligen  Drei- 
ecke AOE  und  AOF  haben  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel. 
Wird  daher  dieses  sphärische  Zweieck  von  einem  grössten  Kreis- 
bogen BC  geschnitten,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  den  Drei- 
ecken ABC  und  AXBC  eingeschriebenen  Kreise  nothwendig  auf 
dem  Bogen  AOAx.  Ist  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und  Ox  jener  des  dem  Dreieck  AXBC 
eingeschriebenen  Kreises,  so  ist  auch  Ox  in  Bezug  auf  das  Drei- 
eck ABC  der  Mittelpunkt  des  äusseren  Berührungskreises,  wel- 
cher dem  Winkel  A  gegenüber  liegt.  Der  Mittelpunkt  des  äus- 
seren Berübrungskreises,  welcher  einer  bestimmten  Ecke  A  eines 
Dreieckes  ABC  gegenüber  liegt,  liegt  daher  immer  auf  demjenigen 
grüssten  Kreisbogen,  welcher  durch  eben  diese  Ecke  A  und  durch 
den  Mittelpunkt  O  des  eingeschriebenen  Kreises  gebt. 

Ist  daher  O  (Taf.  X.  Fig.  7.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  eingeschriebenen  Kreises  und  zieht  man  durch  O  die  grüss- 
ten Kreisbogen  A  O, ,  BO* ,  CÖ8 ,  so  werden  erstens  durch  die- 
selben die  drei  Winkel  A,  B,  C  des  Dreieckes  ABC  halbirt  und 
zweitens  liegen  auf  denselben  die  Mittelpunkte  der  äusseren  Be- 
rührungskreise. Es  seien  Ox,  ü%i  Os  diese  Mittelpunkte,  welche 
beziehungsweise  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüberliegen.  Verbinden 
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wir  03  mit  A  durch  einen  sphärischen  Bogen  O^A,  so  wird  die- 
ser den  Winkel  BAn  balbiren.  Verbinden  wir  ebenso  Oa  mit  A 
durch  den  Bogen  O^A,  so  wird  dieser  den  Winkel  CAm  halbiren, 
da  aber  ^  ZMm  und  ^  m  sphärische  Scheitelwinkel  sind, 
so  liegen  die  Bogen  O^A  nnd  O^A  in  einem  und  demselben 
grüsstcn  Kreis  oder  mit  anderen  Worten,  der  durch  die  Mittel- 
punkte Oa  und  Oj  gelegte  grünste  Kreisbogen  geht  durch  den 
Eckpunkt  A.  Ebenso  beweiset  man ,  dass  die  grüssten  Kreisbo- 
gen, welche  durch  Oj,  09  und  durch  Ot,  Q%  gelegt  werden,  auch 
durch  die  Ecken  B  und  C  gehen. 

Ferner  ist,  da  nach  dem  Obigen 

£BAO^\A%  4CO%AB=l{\W>—A)=W>-x%A 

Z.03AOl  =iJ  +  (90°-!/l)=00o, 

d.h.  Oa03  steht  scnkr<  cht  auf  AOx.  Ebenso  steht  0,0,  senk- 
recht auf  BO%  und  0,Oa  senkrecht  auf  CO,: 

(1)  AOx  1  0208,  Z?Oa±  0,08,  CO%\_  OiOt. 

Es  ist  nun  zunächst  unsere  Absicht,  die  Entfernungen  der 
Mittelpunkte  Ok ,  09,  O,  der  drei  äusseren  Beröbrungskreise 
unter  sich,  vom  Mittelpunkt  O  des  eingeschriebenen  Kreises  und 
von  den  Ecken  A,  Bt  C  durch  die  Bestandtbeile  A,  B,  C  und 
o,  6,  e  des  gegebenen  Dreieckes  auszudrücken  oder,  kurz  gesagt, 
die  Beziehungen  zu  untersuchen,  welche  zwischen  dem  Dreieck 
Oi°%09  und  dem  primitiven  Dreieck  ABC  bestehen. 

> 

In  dem  Dreieck  ABO%  ist  AB=c>  ^OtAB=xW— \A, 
^LOtBA~$Q° — \B,  mithin  sind  eine  Seite  und  zwei  anliegende 
Winkel  bekannt  nnd  man  hat: 

Cos  Oa  =Cos  \A Cos iÄCosc— Sin MSin  419 ; 

da  aber  bekanntlich 

Co.  H  Co8lB=  ~n-M^~J1  Si»  IC. 
SN.  lASf  \B  Sin  j  c; 

so  wird: 


1 


Digitized  by  Google 


daraesiellt  in  seinen  Bezte/iunaen  %um  Kreise  A>i^ 


^o»=^^^,sini(a+6+c)co8c--s|,,i(a+6-c>, 

und  wegen 

Sin  l(a  +  b  —  c) =Sin  [\{a  +  6  +  c)  —  c) 

= Sio  i(a  + 1>  +  c)  Cos  c  —  Cos  l(a+6+c)  Sin  c, 

Cos  <\ = Sin  \  CCos  i(o  +  6  -f  c) ; 

auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  Cos02,  Cos  Ot  und  bat  cur  Be- 
rechnung der  Winkel  des  Dreieckes  Oj0208  die  Gleichungen: 

(2; 

CosOl=SinMCosl(a  +  6  +  c)f  Cos02=Sin;BCosi(a  +  o  fc), 

Cos  Os=Sin  iCCosi(a  +  6  +  c). 

Da  wir  nur  solche  Dreiecke  betrachten,  in  welchen  die  Seiten 
a,  6,  c  einzeln  genommen  kleiner  als  180°  sind«  so  ist  auch 
J<180°,  £<180°,  C<180°,  mithin  SinM,  Sin}/?,  SiniC  stets 
positiv.  Ist  daher  a-f6-f  e>  180°,  so  ist  Cos  J(a  +  6 -f  c)  nega- 
tiv, mithin  auch  Sin  O, ,  Sin02,  SinOs,  oder  es  ist  Ol  >  90°, 
Oa>  90°,  O2>90».   Ist  aber  <  180°,  so  ist  Cosi(a+o+c) 

positiv  und  deswegen  Ox  <90°,  O2<90°,  Ot  <90°.    Die  drei 
Winkel  des  Dreieckes  0402p}  8in^  daher  entweder  gleichzeitig 
stumpf  oder  gleichzeitig  spitz,  je  nachdem  der  Umfang  des  Drei 
eckes  ABC  grösser  oder  kleiner  als  ein  halber  Uauptkreis  ist. 

Zusatz.  Ist  a+ 6+c  =  180°,  so  wird  Cos  Oj  =0,  Cos  O2=0, 
CosO,=0  oder  es  ist  Ox  =  02  =  Oi  =90°,  mithin  auch 

O1O,=  O1O,  =  O2O,=90« 

und  das  Dreieck  OiOt08  geht  in  das  gleichseitige  rechtwinkelige 
Dreieck  über. 

$.  3. 

Ist  O  (Taf.  X.  Fig.  6.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und  OD±.Q>  OE±b9  OC±c,  so  bat 
man,  wenn  AE—  u,  BF  =  p,  CD=.m  gesetzt  wird,  nach  §.  1.  auch 
AFz^u,  BD  =  v,  CE=zto,  d.h.  die  an  demselben  Winkel  lie- 
genden Segmente  sind  einander  gleich.   Mitbin  ist 

a=v  +  tc,   A=m  +«>,  csn+r; 

daher 
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a  =  ;(6+c-a). 

D  =  l(ö  +  C  — 6), 

tD=;(a  +  6-c). 

Ist  0|  der  Mittelpunkt  demjenigen  äusseren  Berährungskreises. 
welcher  der  Ecke  A  gegenüber  liegt,  und  0%G\_a,  OxH ±b, 
OiI±c,  so  bat  man,  wenn  ßO=u',  CG=zv'  gesetzt  wird,  nach 
$.  J.  auch  CH=u\  BJ=v'  und  AI=zc  +  r' =  AH=b  +u' ;  und  da 
fl=«'+p'  ist,  so  hat  mau  zur  Bestimmung  der  Segmente  w\  t>' 
die  zwei  Gleichungen: 

woraus  folgt: 

2m'  =  «  +  c -b,  «'  =  J("  h  c-6), 
2»'=a  +  6— c,       T'  =  i(a+6  —  c). 


§.  4. 

Fällt  man  vom  Mittelpunkt  ©  (Taf.  X.  Fig.  7.)  des  eingeschrie- 
benen Kreises  auf  die  Seite  6  das  sphärische  Perpendikel  OE, 
so  ist  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen  AE=u  =  \(b  -f  c — a) 
und  da  in  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  AOE,  tg  AE=tgOA  .CosJ4, 
so  ist 

tgi(6  +  c-a)  =  tg  OA.CoslA, 


tg0C-     CosiC  - 

Erhebt  man  diese  drei  Gleichungen  zum  Quadrat  und  ersetzt 
alsdann  Cos«i^.  Cos«;ä,  CosaiC  durch  ihre  bekannten  Werthe, 
so  erhält  man  auch  leicht : 
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Sin  b  Sin  c  Sin  j(b  +c  —  a) 
tg  UA  _  Sin  , (fl  +  6  +  c)  Cosa, (6  +  c  _  „) ' 

i#  Sin a Sin c Sin  j(a  +  c— 6) 

},R  Sinl(a+6  +  c)Cos*i(a  +  c-6)' 

,,nr-  SinaSin6SinUa-t-6~-c) 
ß       ~~~  Sin  i(a  +  6  +  c) Cos»J(a  +  b  -  c) ' 

Ferner  ist  auch  in  demselben  Dreieck  AOE : 

Sin  OJ£  =  Sinp=  Sin  OA. Sin  M, 

mitbin: 

w  obei  p  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  bezeichnet. 

§.  5. 

In  dem  Dreieck  AßÜ9  ist  ^Ä=c,  der  Winkel  beiA=W>-lA, 
der  Winkel  bei  B=90°-i* ,  man  kennt  also  in  demselben  eine» 
Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  und  hat  nach  einer  be- 
kannten Formelder  sphärischen  Trigonometrie: 

\e;\BCo8  IA +  S\n\ACo8c 

Ctg  ,40,  =  gr^  

Es  ist  aber 

*-i*r»**j     Cos^C  Cos %A Sm\B     Cos'C  SinU6  +  c-o) 
tg,ÄCos,^=üo7r^.     CosiC  -  =  CosTß-  Sine 

und 

OB  ,  Sini^CosiÄ  Cos;C_ 

Sin^Cosc=      CoHlc  cZZiBCo*c 

Cos  IC  SinJ(aJ-£-6) 
=  CoiIß  Sine  C°*C' 

folglich: 

«eAO*  =  CoTffi '  Sik ,Sin      +  c  -  o)  +  Sin  •  (a  +  c  -  6)  Cos  c  |, 

auch,  weil 

Sin»(6  +  c— a)  =  Sin|c  — i(a  +  c-6)| 

= Sin'c  Cos  ;(a  +  c  -  6)  -  Cos  e  Sin  i(  a  +  c  -  6) 
Iteil  XXIX.  32 
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rx      Co**ß  Sine 
und 


(3) 


L/OSaC  £>ino 

IsOSgl»  ^os^a-f-o 

tgBOa 

CosM  Sine 

~CosiC  Co«i(6  +  c- 

■«)•. 

CosiC  Sina 

-c)' 

tg  CO, 

Cos  iß  Sina 
~CosJJ  Costfa  +  c- 

-6)' 

tg  CO« 

Cos»4          Sin  6 

-  Cos>     Cos  + 

■«)• 

Erhebt  man  die  erste  dieser  sechs  Gleichungen  znm  Quadrat 
and  substitnirt  dann  statt  Cos*;tf ,  Co&HC  Ihre  durch  die  Seiten 
des  Dreieckes  ausgedrückten  Werthe,  so  wird: 

tgMO, 

Sb;(a-l-6-fc)Sin;(tt-fc~>A)  Sin  o  Sin  6  Sin»c 

9  SinaSino  vSin.U«+Hc)Sini(«+o-c)  Cos^Ca+c-*) 

Sin  6  Sin  c  Sin*  (a  +c-6)  tg»j(a+c-p) 

Ä  Sini(«+c-o)S.ini(a+6-c) Cos»;(a+c-6)  ~  Sin*i^ 


mithin: 


f  jn     tg;(«-f  c-6) 

♦s^0«- — 5toTT^ 

♦„»n  _t«M±£ra> 

.  Än  ^tgMa  +  d— c). 

tg^-  ^  . 

~  SEHT  ' 
titCO,=atg;(6'fc""~). 
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Zusatz.  Diese  letzteren  Ausdrucke  kann  man  auch  anmit- 
telbar aus  der  Figur  herleiten,  denn  in  dem  rechtwinkligen  Drei* 
eck  COxG  (Taf.  X.  Fig.  6.)  ist  offenbar  der  Winkel  bei  G=9Ü°—  iC 
and  nach  §.3.  C(»=t>'  =  J(a-f  6  — c),  folglich,  da 

tg  CC=  tg  0|C.  Cos  (90° -  J O 

ist: 

I 

t 

{.  6. 

•  Betrachten  wir  jetzt  das  Dreieck  AOxC,  so  sind  in  demselben 
auch  eine  Seite  AC  —  6,  und  die  beiden  ardiegenden  Winkel 
^OxAC^\A,  4LACOx  =90° -HC  bekannt,  nnd  man  hat  zur 
Bestimmung  des  Winkels  ax  die  Gleichung: 

Cos «t  =  Sin  \A  Sin  (90°  +  \  Q Cos  6  -  Cos  \A Cos  (90°+ 40 

=  Sin \A  Cos  i  CCos  b  +  Cos  i A  Sin  iC; 


da  aber 


Cos^SinJC  «  ^"'sinfr^Cosig; 


so  wird 


(7) 


Cos«!  =  ^^fSin  ;(a  +  *-c)Cos6  +  Sin  >(6  +  c-«)t 
weil 

- 

Sini(o  +  c-«)  =  Sin|6-l(a  +  6-c)} 

=r  Sin  6  Cos ;  («  +  6  -  c) — Cos  b  Sin  \{a +o—  c) 

,    Coca,  =  CosißCo*4(«  +  6~-*), 
Cosft  =Co«  iCCos  }4(b  f  c—  II), 
Cos  yx  =  Cos  i  J  Cos  i(«  +  e  -  6) ; 
Cos  «t  =  Cos  4  C  Cos ;  (a  -f  c — 6), 
Cos    = Cos  i  ^  Cos  ;(a  -f  6  -  cV 
Cos  yt» Cos  Iß  Cos  l(b + s). 

32# 
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$.  7. 

In  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  /?GS0,  ist 
tg  B0%  =  tg  Oa  Os .  Co»  03 , 


•der  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (5)  and  (2): 

.   .      Cos\A         Sine  1 
*        =  CoslC'Cos  4(6  +  c-a)  ^  SiniCCoei(«  +  ö  +  e) 

2Cosi^Sinc  1 


-      SinC      Cos  i(a  +  6 +c)  Cos  1(6 +  c—a) 

Sina   1  

~  Sin  ;j*Co8i(a  +  6  +  c)  Co«  4(6  +  c— a) ' 

Sine      Sina  Sina 


Sin C     Sin  A  ~"  2 Sin M  Cos|^" 

Auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  tg  O,  O, ,  tg  Ot  Q»  und  erhält  zur 
Berechnung  der  Seiten  des  Dreieckes  0,OaO,  folgendes  System 
Ton  Gleichungen: 

_  _       Sina  1 

tg  oao8 


(8) 


Sin  \A '  Cos ;(a + 6 + c)  Cos i(6+c- a) ' 
t g  Vi -  si„T^ '  CosJ(a+6  +  c)CosJ(a+c~ 6) ' 

- 

.  ^  n         Sine   I  

"    1         Sini  C '  Cos  ■  (a  +  6  +  c)  Cos  i(a+6  -c)  * 


Zusats.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  die 
Gleichungen  (6),  denn  es  ist 


tg^O.  +  tg^O, 

Co8»;g  Sin  c  Cos  ;(q  +  6— c)  +  Cosaj  CSin  6  Cos  j(q  -fr-  <?— 6) 
Cos  i  B  Cos  iCCos  i(«  +  c  -  6)  Cos  i(a  +  6— c) 


I 
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Co*\B  Sin  cCoa  i(« + b — c) 
=        Sin  5  (a  +  b  +  c)  Si  n  \  (a + c  -  6)  Co«  i  (a  +  6  -  c) . 

Cos»i  C  Sin  6  Co«  i(a  +  c  -  6) 
=  §j~ Sin     +  b  +  c> SiD  •<«  +  *-  c)  Com  i(«  +  c-6) ; 

folglich  die  Summe  gleich 

Sinj(q  +  6  +  c) 
Sina 

X  { Sio  i(a + c— 6)  Cos  i(a  +  6— c)  +  Co«  i(o + c  —  6)  Sin  i(a + 6  —  c)  | 

=  Sini(a  +  6  +  c) 

nnd      •  . 

♦         j_#   Sinj(fl  +  6  +  c)  

tS4U2  +  igAU9- Co8iÄCosiC'Co«i(a  +  c— 6)  Cosi(«  +  6— e)' 

Ebenso  ist 

•        *  ^  i  SinoSinc   

i_tg^o,tg^o,= l-  Cos,(o + c_6)Co,  ,(a + Ä_c) 

Cosi(a+c— 6)  Co8*(a-f-6  —  c)  — Sin&Sinc 
"~       Co«  J(o  +  c  -  6)  Co«;(o  +  6  -  c)  ' 

Um  den  Zähler  dieses  Bruches  zu  reduciren,  ist  folgende  Rech- 
nung ootbwendig.   Es  ist 

Co»  l(a  +  c— b)  =  Co«  ( »(o  +  b  +  c)  —  6 1 

=  Co«  i(a  +  6  +  c)  Co«  6  +  Sin  i(a+6+c)  Sin  6 

und  ebenso 

Co«  J(a  +  b  —  c)  =  Co«  i(a + 6  +  c)  Co«  c + Sin  ;(a+6+c)  Sin  e ; 

werden  diese  zwei  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so  «r- 
hält  man: 

Co«tf«+c— 6)Co«J(a  +  6— c) 
=  Co«'i  (o  +  6  +  c)  Cos  6  Co«  c  +  SinaJ  (a  +  6  +  e)  Sin  6  Sin  o 
+ Sin  i(a + 6  +  c)  Co«  i(a  +  6  +  e)  [  Sin  6  Co«  e  +  Co«  6  Sin  c  I 
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=    Cos*;(a+6+c)Cos6Cosc  +  SinoSinc-Cos*i(«+»+<OSinftSt*e 

+Sin  i(a  +  b  +  c)  Cos  i(«  +  6  +  c)  Sin  (6  +  c) 
=s   Cos»J(a  +  6  +  c)  { Cos b  Co* c-  Sin  6 Sin c }  +  Sin b  Sie c 

+Sin>(a  +  b  +  c)Cos  J(n  +  6  +  c)Sin \{b  +c) 
=   Co8i(a+6+c)lCo8i(afÄ+c)Cos(6+c)  +  Sini(a+6+c)Sin(6-fc)| 

+S!hoSinc 

=    Cos!(ci  +  6+c)Co8i(6f  c-a)  +  Sin6Sinc; 
folglich  ist  obiger  Zähler: 
( d)         Cos  i(a  +  c— 6)  Cos  i(a  -f  6 — c)  —  Sin  6  Sin  c 

■ 

=  Cos  i(a  +  6  +  c)  Cos  i(6  +  <?—«); 

und 

i  ^  n  Co«i(fl->-o-r-c)Cos;(6-t-c-o) 

- 

also 

 Sin!(q  +  6-f  c)  

tg  u2  u9-  Cos ,  B  Cos ,  CCog  i  (<1  +  0  +  C)  Cos  i(6  +  c — a) ' 

und  weil  bekanntlich 

CosjffCosjC  _  Sini(«  +  6  +  c)     Sinj(CT+6+c)  Sin«; 
SI»M       "*  "      Sin«        '    Cos'ÄCosiC- SiniJ 

ist,  so  ist 

»  n  n  ~  Sma  -  ~— 

'g^t-s.ni^.  Cosi(«  +  6  +  c)Cosl(6  +  c-fl)' 

wie  oben. 

§.8. 

Das  rechtwinkelige  Dreieck  AO^  gibt  jetzt 

tg^Ö^tgÖjOa.Coa«,, 

oder  wcoü  man  substituirt: 

Sin  c  1 
*A0*  =^^osUa^6^c)Öos;(af6-c)^CogigCogi(q-<'6-^> 

€os;ß         Sine  CosjC         Sin  6 


öiniC,Cosi(a  +  6  +  c)-SiniÄ'Cos;(a-f  6  +  «)' 
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Sin/?  Sin* 

leicht  gefolgert  werden  kann: 

CoeJÄc.       CosiC-.  . 
Sin7C5lDC=SinlÄS,n6- 

Ferner  Ist  auch: 

Sinl(a+6-f-c)Sini(a+c-6)  "         Sin  a  Sin 6  Sin«c 

Sin  a  Sin  c  *SinJ(6+c— a)Sini(a-fc—  b) '  Cos2i(a-f  6-fc) 

 Sin  b  Sie  c  Sin«i(g+6+ c)     tgal(a+6  +  c) 

"  Sioi(6+c-a)Sini(a+6-K) '  Cos*i(a+Hc)  -     Co*\A  ' 

Man  hat  also  zur  Bestimmung  der  drei  Perpendikel  des  Dreiecke 
OkO%0%  folgende  Formeln: 

'     An  _Co8'g       Sine  Co%\C       Sin 6 

tgi40l~SiDiC'Co8i(a+6+c)  — SiniÄ'Co8i(a+6+e> 

_tgl(«+6  +  c) 


(9) 


Cosj/i         Sine  CosjC   Sina 

t8^Ua~"SiniC'Co8i(a+6+c)""Sini^Co8;(a+6+c) 

_tgl(q-t-6  +  c) 
~     CosjB  ' 

Coaj^        Sin  6  Co»lg  Sina 

tgGU»~Sin  iÄ  Co8i(a+6 +c)  ~  SinU'  Cosi(a+A+c) 

—  tjUa  +  Ä  +  c) 

—  CosiC  ' 

Zusatz.  Wir  haben  schon  im  Zusatz  des  §.  2.  auf  den  be- 
sonderen Fall  aufmerksam  gemacht,  wenn  der  Umfang  des  gege- 
benen Dreieckes  ABC  einem  halben  grössten  Kreise  gleich  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  fanden  wir  Ol  =  0%  =  09  =  90°, 
Ox  Oa=  Ö,  Oj  =  OaOg  =  90°,  und  die  Gleichungen  (9)  geben  dem 
entsprechend  auch: 
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Da  sich  von  den  Ecken  dieses  gleichseitigen  rechtwinkeligen  Drei- 
ecks OlO%03  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  bekanntlich  un- 
endlich viele  Perpendikel  fällen  lassen,  so  sieben  wir  aus  dem 
Vorhergehenden  die  bemerkenswerthe  Folgerung,  dass,  wenn  mau 
die  Fusspunkte  A,  Bt  C  dreier  solcher  in  Einem  Punkte  sich 
durchschneidender  Perpendikel  zu  einem  sphärischen  Dreieck  ABC 
verbindet,  dieses  stets  einen  constanten  Umfang  hat,  welcher 
einem  halben  grüssten  Kreise  gleich  ist 

f.  9. 

Aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  OCO,  folgt: 


tgO^tgOO,. Cos«,,   tg 00,=*^^ 
oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (6)  und  (7): 

**°°i=    S\niC     '  CosißCosi(«  +  6-c) 

 1  tg;(q  +  c-o) 

— Sin i C Cos i B '  Cosi(o  +  6-c)  * 

da  aber 

SiniCCosiÄ  Sini(o+c— 6)    Q.  C— 1^«.,,  . 

Cos  \Ä     =  Sio^  '  SiniCCosiÄ-=-gj^Sini(a+c^); 

so  wird 

Sina   1   tgj(a+c— 6) 

tg  O^i  —  cö73'  Sin ;(o  +  c  —  6)  'Cos  »(a+o-c) ' 

Sina  1  

tg  OOt - Cos  ,A  •  Cosi(u+c-6)Cos;(o"+o-c)' 

_  „       Sin  6   1  

(10)      ^   tgOO%  -Coi^B•Cosi(6+c-ö)Cosi(fl^-6-c), 

,   /in       S'ng  1  

tg  ow,  -c0,iC,Co«:(6+c-a)Cos;(«+©-A)' 


§.  10. 

Wir  gehen  nun  Ober  zur  Auflösung  der  Aufgabe,  die  Radien 
der  Berührungskreise  eines  sphärischen  Dreieckes  zu  berechnen» 
wenn  die  Seiten  oder  Winkel  desselben  gegeben  sind,  und  zur 
mittelung  der  zwischen  diesen  Stücken  statthabenden 
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wir  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreise«  mit 
o>  und  mit  o, ,  q2,  gs  die  Radien  der  drei  äusseren  Berührungs- 
kreise, welche  beziehungsweise  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüber 
liegen,  so  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  AOE  und  COtG 
(Taf.  X.  Fig. 6.)  OE-Qt  OlG=Ql9  tg o  =  Sin AEAg\A,  tgo, 
«SinCG.tgCW— iC);  da  aber  nach  §.  3. 

AE  =  u=\(b  +  c—a),    CG=u'  =  i(a+c—b) 

ist,  so  wird 

tgo  =  tgJJSini(6  +  c-a),   tg*  =  ctglCSinl(a+c-6), 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  zum  Quadrat  erhebt  und 
statt  tgHA,  ctg94C  ihre  durch  die  drei  Seiten  a,  b,  c  ausge- 
druckten Werthe  substituirt,  so  erhalt  man  leicht: 


.  Sin  i(a  +  b  +  c)  Sin  \ (6 + c  -  a)  Si n  \ (a  +  h — b)  Sin  J (a + 6  -  c) 
tg  •  =  Sin«i(a  -f  b  +  c)  ' 

i  _Sin;(o-|-6-fc)Sinl(6-f  c— a)Sin;(a-|-c-6)Sinl(a-|-ft— c) 
g9l~  Sin*J(6  +  c— «) 


Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

(H) 

Bx*=z  Sin  i(a  +  fr  +  c)  Sin  i(6  +  c  -  a)  Sin  tfa + e — 6)  Sin  i(a + b — c), 

so  hat  man  zur  Berechnung  der  Radien  der  vier  BerÜhrungs kreise 
eines  sphärischen  Dreieckes  folgende  Gleichungen: 

tg*  -Sintfa+Hc)' 


tg*>=Sin}(Hc-a)' 


(12) 

tg^~SiuJ(<i  +  c-6)' 

tg*»=Sio;(a-ffr-c)» 

(13)  ^.^tgptg^tgo.tgp,. 


§.  11. 
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8toH'  +  *+c)  =-Sln \a Sin 46 Sin  {c 

-f-  Sin  »a  Cos  *6  Cos  »c 
+  Sin  16  Cosi*  Co»;c 
+  SinicCosiaCo»;6. 

und  wenn  man 

Sin  ia  Sin  \b  Sin  Je  = 
Sin;aCos;6Cosic=^If 
(14)  ^  Sin;6Co8iaCosic  =  ^., 

SinicCosi«Co«16=^t 
setzt,  so  findet  man  leicht: 

H 

Sini(a+6+c)=^  =AX\A%+A%-A, 
Sin  i  (6 + c-a) = ^  =  ^ + + ^.  -  ^, . 
Sini(a+c-6)=t-^=^+^i+^8— 

Slni(Ä46-c)  =  t|^=:^  +  ^+^-^ 
Durch  Addition  dieser  vier  Gleichungen  ergibt  sich  sogleich: 

und  wenn  hiervon  nach  und  nach  die  Gleichungen  (15)  abgezogen 
werden : 

^  -i^,VtgP,+tgo,+  tgo,  tgp>/' 
4  =  W       +  Ä  +  i ) ' 

^  =      Ggf  +  Woi  +  tg^i ~"  ti^)' 

Denkt  man  sich  hierin  statt  Hx  dessen  Werth  aus  (13)  Substi- 
tut, so  erscheinen  die  Grossen  At  Jl$  A%,  J%  lediglich 


(16) 
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drflckt  durch  die  Radien  e>  -ff ,  fe.  Qs  der  vier  BerGlmifigskreise. 
Wir  können  daher  einerseits  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (14) 
In  Bezug  auf  «,  6,  e  die  drei  Seiten  des  Dreieckes  ABC  durch 
die  ßeruhrungsradien  darstellen  und  andererseits  durch  Elimina- 
tion der  drei  Seiten  o,  b,  c  aus  den  vier  Gleichungen  (14)  zur 
Bedingungsgleicbung  gelangen,  durch  welche  die  vier  Radien 
der  Beräbrungskreise  eines  Dreieckes  mit  einander  verbuoden  sind. 

§■  12. 

* 

Erbebt  man  die  Gleichungen  (14)  zum  Quadrat,  föbrt  statt 
der  Cosinus  durchgehende  die  Sinus  ein  und  setzt  Sln»»a=s:ar, 
Sin«;6  =  y,  Sin2£c=x,  so  erhält  man: 


/  xyz=A*, 

'*(!-*)  (1-3,)=^,» 


Wenn  man  die  letzten  drei  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt, 
das  Product  durch  scyx  dividirt  und  aus  dem  Resultat  die.  Qua* 
dratwurzel  auszieht,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  erste 
Gleichung  leicht: 

<i-*xi-,)(i-*)=444. 

p 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  und  nach  durch  die  zweite, 
dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (17)  dividirt: 

l  -  _  A2A%      1_       _AXA%     1       _  Ax  A% 

x     l~  AAX*    y     l"AA%9  AA9 


«».  AA* 
woraus  mit  Leichtigkeit  folgt: 

uos        ^|+^t»  AA%+AXA%*        9  4J9+äg4%* 
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Um  also  die  drei  Seiten  des  Dreieckes  durch  die 


nur  Im 

diese  Formeln  statt  J,  Jlt  4%9  4  ihre  io  (16)  gegebenen  Werth« 
zu  s u  b s \  i tu i reu  f  u w cJ  6 r h ci 1 1  z  •    •  • 

(  1  4  1  i  1  -  lVl  i 1 i  1  M 

f(T«i„_  Vtgft  tgpg  *gga  «gg/Vtgg  tgpa  tgo,  tgft/ 
Vtgo  +  tgo,  +  tgo,  tgo»/  Vtgo +tgo,  +tgo,  tgoj 
/II       J  1  \  /  1  .   1   .    1        1  \ 

(isx  tgy-p— -r         ,  t  y 

vgc   «ge»   tgf,    tKPly\.tpp  tg9l  tgPl  tge,y 

(J_  +  J_  +  J_  _  JLV.1+ JL+J  L\ 

f 1 .  1  ,  1   1  v1 1 J  i 1   1  v 

VtgP  ^  tgea   tgo,   tgo,  Atg* 1  tgPl  1  tgo,  tgoj 

Werden  die  Gleichungen  (d')  mit  einander  multiplicirt  and  be- 
rücksichtigt man  dabei  die  Gleichung  xyz—d*,  so  folgt  als  ße- 
dingungsgleichung  zwischen  den  vier  Radien  der  Berührungskreise 
eines  sphärischen  Dreieckes: 

in  welcher  ebenfalls  statt  At  Jlt  d%,  J9  die  Wertbe  aus  (16)  au 
setzen  sind. 

* 

$.  13. 

Wenn  wir  in  der  Absicht,  die  im  vorhergehenden  Paragraphen 
erscheinenden  Ausdrücke  möglichst  einfach  durch  die  Radien 
9»  9i>  H>  0s  darzustellen,  fflr  einen  Augenblick 


{/n    tg\-*'  th-Kt  Ä-1*'  t^=A» 

und  die  »Summe 

^  JgV^+4+4=i+i'+,»+i'=20 

I 

so  wird: 
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tlnvQesltUl  in  stitien  B?%iehung?n  tutn  hrtite.  4Ü;i 
1         1         1  1 

i      l     j  i  

tgP    tgo,  f  tgo,     tgo»""  (<f  ^ 

4=r;*1(*-A),  4l=i#1(o-A1),  4a=i#1(*-All),  4,=iÄ1(o-At); 
mitbin  ist 

44,  +  4,4,  =  1      { (ff  -  A)  (o-  JLt)  +  (*- A*)  (*  -  A,)  | ; 
da  aber 

x}  =       (X  +  x,)  o  f  kl, , 

(o—         A,)  =  *»— (Ai  +  A^e  +  M»i  . 
so  wird  die  Summe  gleich 

fli-a  +  Aj+ai  +  iya+Uj  +  A.A,, 
d.L  mit  Röcksicht  auf  die  Gleichung  (4"): 

(ff-A)(<J-Ai)  +  (ff-Aa)(«'--^)=^+^  «nd 

— **)  +  (<* — A,)(tf— A,)  =  AAa  + AjA,, 
(«-  A)(tf-A,)  +  (e — A,)(tf — Aj)  =  AA,  +AJA,, 

44  +44  =  +  Ut),   44+  44,  =  SHVAA.+ 

448+  414a=i£f1*(AAa  +  A,!*). 

Es  ist  daher 

•Ä-  A^+A.A,  '  Sln        AA^A,  '  &m  lC=  AA.  +  M,  ' 

CoÄ.ia-^ifKtf=A.J  ^..(^(u-A,)  Cog«,c-C^i)(^; 
CM  4° ~"   AA,  +A.A,  ^0S         AAÄ  +  AlAs  ' U08  *C~  AA,  +  A1At  ' 

und  die  Bedingungsgleichung: 

1    '        *  1      (AA,  +  A.A.)  (AA,  +  At A3)  (AA,  +  A,^ f 

oder,  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (4*)  and  (19),  nach  einer 
leichten  Rechnung: 
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(20)  Sin\a 

.  tggtg*tg*tg*  /  i     i    i  LV-1 4--L+ J  L  "\ 

Vte*  +tgft^*Vtg*i  tgf»  tg  *    W\<fft  tg*Mg*  tgeiJ' 

.^gptg^tg^tgo,/  i    i    i  LV— +— +J  L  ^ 

'tgptg^+tgfjtgpa^gc^tg^tgp,    tg*/ Mge  tg*  tg»,  tg^y 

^tsy'^.tg^'.gg./JL.  I.._L  LVJ +  .I+JL _ JL \ 

(21)  C«»*J« 

.tgptg^tg^tgp,/  i    i   j  i\ {l  i  1  +J  L> 

4«g<»tge,+tgC2tgCaVtg*"rtg()|"rtg(>,      tg^tg^tg^tg*  tg*/' 

»tggtgp-tg^g*/ I      1      1  1_\ / J_  J_    J_ _ ^ \ 

^getg^tg^tg^tgc^^tg*    W  Vtge'Mg^tg*  tg*/' 

=i  tg  PjgMgp»  tg  *  /_! ,  J_ + J  1  V  1  i  1  +-  L  V 

tgptge3  +  <gCitgpAtgf   tgPi  <gC»     tg^/Vtgp  tg*   tg*  tg*/* 


™  ,  (tgetg*  4-tg^tgp3)(tgt>tg(>g^tg(>)tgP3)(tgptgP3-f  tg^tg*) 
1   '  (tg?tg*tg*tg*)* 

=(_L+_L  + J  LV-L+JL  +  J  L) 

Vtge,    tg*  tg*    tgp/vtg?  tg*  tg*  tg*/ 

Ferner  ist 

S|^=4S»nn,CW»la  =  4<g-i>('(-X'>(^>('-A'), 
oder  mit  Anirendong  der  BedingungKgleiehung  (•<*"): 

8to^=  ,,(u>4-<,a.)(u..n,ja) 
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(23) 


tgptßei+tgeatget 

tg**g<>*  +  tgMg«>3 


(24)  Sin 'a  Sin  «6  Sin 'c 

=  (tg»tgft  +  tg^tgpjXtgptg^  +  tgf!  tgt»s)(tgptgf,  +  tgft  tg*). 

Auch  hat  man  nach  dem  Obigen: 

Cofl a-° Co8^ Ca8  ;c - (Ui+aA)(".  +  iiW(U.  +  W ' 

oder  mit  Anwendung  der  Bedingungsgleicbung  (4™): 

cw.iaco..i*co..jc=s     (— W- 

,Ti<«-«  («-*•>  (*-».) 

=-4  0^T^ — * 

Bezeichnet  «  den  sphärischen  Excess  des  Dreieckes  ABC,  so 
iat  nach  den  Lebren  der  sphärischen  Trigonometrie: 


SiDlJ,  =4Co.»i«C«i*i6C<»iS ' 

mithin,  wenn  man  fär  Cosa]a,  Cos*J6,  Coa'J«  den  vorhin  gefun- 
denen Werth  setzt:  , 


(25)  Sin»ii 

111  J_ 

<gei    tg^    tgg,  tge 


Cg^tg^+tgp,  tgpJCgf+tg^+tgj,  tgJGg^tg^+tgf,  tg(J 


Da  bekanntlich 


Vnferdinger :   Da$  sphärische  Dreieck 

Slni(«  +  c  — fc)  Sin£(q  +  h — c) 
tg  "        Sini(a  +  6  +  c)Sini(6  +  c— a)' 


so  bat  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (15)  auch: 

tge'tgei 

und  so  haben  wir  auch  die  Winkel  des  sphärischen  Dreieckes 
ABC  durch  die  Radien  seiner  vier  Berührungskreise  dargestellt. 

Zusatz.  Ist  der  Umfang  des  Dreieckes  ABC  gleich  180°, 
so  hat  man: 

i(a  +  o  +  c)  =  90°.  Sini(u  +  6  +  c)  =  l, 

i(6  +  c-a)  =90°-a,  Sin  \{b  +  c-cr)  =  Cos«, 
;(a  +  c-6)  =  90°  — 6,  Sini(a  +  c— 6)  =  Cos  6, 
»(a-f-6— c)=90°—  c,         SinJ(«  +  6  —  <?)  =  Cose; 

mithin 

//j  *  ==  Cos  a  Cos  6  Cos  c, 
und  die  Gleichungen  (12)  geben  alsdann : 

tg2?  =  €osaCos6Cosc, 
.       Cos  6  Cosc 

C27)  1,  ,  CosoCosc 

**  <*  =     Co.  4  ~  • 

Cosa  Cos  b 
tg  ps=     Cosc  ' 


Ferner  wird  : 


w 

*gVgaPi     r    ur    i      Cos  6  Cosc         Cos  »6  Cos  »c 
tg  Äi4=  W^3  =  C°8  6008  C Üo^rf^o76Co^  =  -To^" 


=  tg4e,, 

folglich  ist: 
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dargestellt  in  seinen  Beziehungen  zum  Kreise.  499 
tgi«  =  tgP,,  tglB^tg^,  tg^tg«*; 


Ist  also  in  einem  sphärischen  Dreiecke  die  Summe  der  drei  Sei- 
ten gleich  180°,  so  sind  die  Winkel  desselben  beziehungsweise 
den  Durchmessern  der  gegenüberliegenden  Susseren  Berührung« 
kreise  gleich. 

§.  15. 

Wenn  wir  die  Bezeichnung  der  vorhergehenden  Paragraphen 
beibehalten,  so  ist: 

Sin  A  =  öt; — .    —  >    Sin  B  —  r^.  >    Sin    ~  0;  5: — 1 » 

Sin/>!Sinc  Sin  a  Sin  c  SwaSinb 

mitbin 

(29)  Sin  A  Sin  B  Sin  C=  siniASin^' 
und  wenn  wir 

=  -  Cos'Mf  Ä+C)€o«Kß+^-^)Cosi(^+f:—B)Cos;(J-|.i?-C) 
setzen,  so  ist: 

S,no=SinÄSinC    8,n  A^:s^fSin7?'    SmC=  Sin  A  Sin  Ä 
und 

8//'» 

(30)  SinaSii.6Sinc=  8in^Sin»ÄSin«C 

Wird  aus  den  Gleichungen  (2U)  und  (30)  einmal  SinaSin6Sinc 
eliroinirt  und  Hx  bestimmt,  dann  Sin  A Sin B Sin  C  eliininirt  und 
W  bestimmt,  so  ergibt  sich: 

<31>  "»^Sin^SinÄSinfT 

Die  erste  Gleichung  gibt  die  Radicalgrosae  Hx ,  ausgedruckt  durch 
die  drei  Winkel,  und  die  zweite  die  Radicalgrösse  H* ,  ausgedrückt 
durch  die  drei  Seiten. 

Ferner  ist  bekanntlich  : 
Tliell  XXIX.  33 
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CosMCoalB     Si«i(o  +  *  +  *)     Cos ; A Sin \B  _  Sinif,(6 +  c-e) 
SiniC     =  Sml  '        CosiC      "  Sine 

und  wenn  man  hierin  statt  Sine  «einen  obigen,  dnreh  die  drei 
Winkel  ausgedrückten  Werth  setzt  und  dann  SinI(a  +  6  +  e). 
Sit» 4(6  +  0— a)  bestimmt,  nach  einer  kleinen  Reduction : 

ff 

Sin  i(ö + 6  +  c)  =  ^SinJ^SiniBSini C ' 
Sin  1(6  +  e  -  a)  =  ^in^CosiÄCosi  C ' 


Sinj(q  +  6  +  c)_  IT   !  «=— , 

 BJ   ^*2Sin;^Sini#SinJf;  tgo 

Sini(6  +  c-«)     W_  1  L; 

— i;       -  /ryssinwacos;* u>s;c  tg* 

reil  aus  (31) 

ff     Sin  A  Sin  B  Sin  C 
BJ  -  ff 

folgt: 

1      2CosMCosJfiCos;C      1  2CosjJSin;g8ip;6\ 

 ir  

t  tgo  =2Co«S/lCo«iÄCos;C' 

ff  

-2Co8MSinißSiniC' 

 _ 

*S  0» — £  Cos  ;ß  Sin  H  Sin  i  r ' 

 ff  

f* p> - SCoTiCSin i A Sin  1 B ' 

Diese  vier  Gleichungen  bestimmen  die  Radien  der  vier  Berflh 
rnngskreise  durch  die  drei  Winkel. 

Zusatz.  Aus  der  ersten  Gleichung  diesesParagraphen  folgt 

*  * 

Sin^i1   2p|  

Si™  ~SinaSin6Sinc' 

oder  weil  nach  der  Gleichung  (32): 

2Ht         __  »' 
Sin a Sin 6  Sine  ~~  /f,  ' 


(33) 
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«o  ergibt  sich  auch  die  Relation: 
„4X  Sin  A    Sin  B     Sin  C  H' 

{.  16. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Formeln  auf  das  Polardreieck. 

Sind  a\  6',  &  die  drei  Seiten,  A' ,  Ä',  C  die  drei  Winket 
des  dem  Dreieck  ABC  entsprechenden  Polardreieckes,  so  ist: 

«'  =  180°-^  ^'  =  J80°-a, 

c'=I80°-C;  C'«=180ü-c; 

mithin: 

i(a'+6'+c')=270<>-i(^+Ä+O.  \(A*+B+ 0=270°- Ua+Hc), 

;(6'+c'-a')=  90°-J(tf+C-4),  i(F+C-^')=  90°-i(o+c-«). 

U.  8.  W.  U.  S.  W. 

Sini(o'+o'+c')=-CosiM+B40,  -Cos«(^'+B'+C)=Sini(a+6-|-c), 
Sini(6'+c'-o0=  Cosi(B+  C-i<),  Cosi(J?'+e-^')=Sini(Hc-fl). 
Sini(o'+c'-60=  Cosl(4+C-B),  Cosl(^'+C-£')=SioJ(a+c-6), 
Sini(a'+6'-c')=  Co%\(A+B-C),  Vos\(A'+ß'-C)=S\ni(a+b-c). 

Selzen  wir  daher  für  das  Polardreieck: 

Äl»==SinUa/+6'+cOSinUö,+c/-aOSlnK«Hc/-ÄO«inU^^'-ei)l 

K'*=-CobI(A'  -f  B'  +  C)Co«i(Ä'  +  C-  J')  Co«i(^'  fC-F) 

xCoslM'  +  B-C'). 

so  ist  offenbar 

Ist  o'  der  Radius  des  dem  Polardreieck  eingeschriebenen  Kreises 
und  sind  o/,  p»',  die  Radien  der  Süsseren  Berfibrungskreise 
desselben,  welche  beziehungsweise  den  Ecken  A' ,  1P,  C  gegen- 
flberliegen,  so  geben  die  Gleichungen  (12): 

^^SinTj^+F+c7)'   tgpl  ==Smi(6/+c/-a/)  0  **  w" 
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oder  nach  dem  Obigen: 

H' 

 H'  

(35)  {  H, 

und  die  Gleichungen  (33): 


also  auch: 


(36) 


U.  8.  W. 


igf  —  2Sin  in  SinlTSin  Je ' 
tRPi  -^SiniarosioCosic' 

»go«  —  VsinJ6CosJaCos$c*  x 

#  //i  

-2Sinicro8ioCo8i6 


Diese  *wei  Systeme  von  Gleichungen  geben  die  Radien  der  Be- 
rührungskreise des  Polardreieckes,  ausgedrückt  durch  die  Winkel 
oder  Seiten  des  Hauptdreieckes. 


$.  17. 

Aus  den  Gleichungen  (35)  folgt  auch : 

CosiM  +  Ä+C)  =  -*^. 

Cosi(Ä  +  C-W)= 

Cos;(^  +  c-ä)=  t-g>, 

Cosi(/<  +  B-C)=    ^7  5 
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und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  das* 

Cos  l(A  +  B  +  C)  +  Cos \{B  +  C-  A)  +  Cos  i{A  +  C-B) 
+  Cos  i(A  +  Ä—  C)  =  4Cof>ii4Cosi£CosiC. 

so  erhält  man  sofort: 
oder 

ii.i      i     4Cos;^CoMiircosiC  2  r  . 

W  WSS7  -  ti?  =  ~  tt''  £°"h 


ist: 

JL=Y_L       +   LV 

tge    tVWf"tgs1'+tgs1'  tg*7' 
ebenso  bat  man,  weil 

-  Cos  *(  A  +  B  +  C)  -  Cos  \{B  +  C-  ^)  +  Cos      +  C—  *) 
+  Cos  i(/4  +  #  -  C)  =  4Cos  M  Sin  «BShi » C 

•st: 

1111      4Co»i<<Sin}ÄSIii;C     '2  .     .  , 

ü7  +  ^  +  ii^-t7^  =  *  "SS  t"Mh  (33* 

und  es  ergibt  sich  daher  folgendes  System  voo  Gleichungen: 

i  _Y  1  ,  1  .  1  1  ^ 

■tge^'W*'  +  W  r  W    ist?/  * 

_L_YJ_.J_.-J  L\ 

J__,/J_  ._L  .  J  L_V 

tgeg^Vge'^gei'^g^' 

durch  deren  Sumrairung  nachstehende  merkwürdige  Relation  ent- 
steht: 

<3*  J_  ._L  +  _L  +  J  L.  JL  + JL+JL_. 

m  ige  +  tgs.  +  tg*  +  tgf» - tge*  +  tgf.»  +  tgst'  +  tt9 


(37) 
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(39) 


und  wenn  in&o  hiervon  nach  und 

und  vierte  Gleichung  in  (37)  subtrabirt: 

_J  ,/L.  J.  J  L\ 

i        ,  >  ,  i  ly 

tg  e*'     vg **   *g  ei     q s   *s  et/ ' 

_i  .f±  .  J_  .  J  LY 

tg^'^VigoMgo,  "Mgo,  tg*/ 

durch  welche  letzteren  Gleichungen  die  Radien  der 
kreise  des  Polardreieckes  berechnet  werden  können,  wenn  jene 
des  Hauptdreieckes  gegeben  sind.  , 

§.  18. 

Die  zwischen  den  Radien  deT  Berflbrungskreise  des  Polar- 
dreieckes bestehende  Bedingungsgleichung  wird  natürlich  aus  jener 
(22)  abgeleitet,  wenn  man  alle  in  ihr  enthaltenen  o  mit  Strichen 
versieht,  so  dass  man  hat: 

(40) 

(tgt'tgei'tgfe'tgfe'j* 

v  i  .1,1     iy  i  t  i-  ,  i  i\ 

vgei7 T tg q2* + tg q'J Vtg    tg + tg o,'  tg * 7 

/ii     i  i  y  i     i     i      i  \ 

* Wtg^'tg tg^VST* tg^tioV  tgo,7* 

Ersetzt  man  In  dieser  Gleichung  tgo\  tgp,',  tge,',  tgp3'  durch 
Ihre  Werthe  in  (39)  und  bedient  sich  zugleich  zur  Abkürzung 
der  Bezeichnung  des  §.  13.,  so  wird  der  Zähler  des  ersten  Thei- 
les  gleich: 

I  (s-A)  (ö-Ät)  +  (<f-A»)  (*-*,)  >  I  l  (a-1)  (ö-Xt)  (s-A.)  (<s-lj 
X  }(tf-X)(<T-At)  +  (<f-i,)(*-l,) I  l      j  ><(<r-Jl)(a-Al)(s-il1)(tf-At) 
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506 


Thellee  glakh 


K«-A)(«-Ai)(*-A»)(<r--A*)|» 

Da  eich  ferner  der  «weite  Tbeil  der  Bediognngagleicbun* 
delt  io 

so  hat  man  statt  (40): 

(AA,*  +  A,A»)  (A4»  +  lili)(lXt  +  llLt) 

eine  Gleichung,  welche  mit  jener  {dw)  identisch  ist  und  unmittel- 
bar in  die  Bedinguagsgleichung  (22)  ubergeht,  wenn  man  statt 
A,  Alt  h  und  o  seine  in  §.13.  angegebenen  Werthe  substi- 
tuirt,  wie  schon  früher  gezeigt  wurde.  Die  Bedingungsgieicbung 
(22)  hat  also  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  sie  ungefindert 
bleibt,  wenn  man  in  ihr  tgo,  tgöi,  tgo2,  tgo8  durch 

■ 

1 

JL+JL  + JL_i' 

tgPiTtgPaT  *gPi  tgp 

*gp    tg*t     tgfc  tga, 

 !  

T~\  1  1"' 


_____  1  "  

T  4  T  r~~T 


§.  19. 

Ist  O  (Taf.  X.  Fig.  a)  der  Mittelpunkt  and  r  der  Radius  de* 
dem  Dreiecke  ABC  umschriebenen  Kreises,  und  legt  man  durch 
diesen  Punkt  die  drei  sphärischen  Hauptbogen  OA,  OB,  0£, 
so  ist  OA  =  OZ?=  OC^ar,  und  es  entstehen  offenbar  drei  gleich- 
schenkelige  Dreiecke:  OBC,  OAC,  OAB,  deren  Winkel  an  der 
Basis  durch  folgende  drei  Gleichungen  bestimmt  werden: 


Lnrerdinger:  Das 

dieselben  gehen  in  der  That  mit  Leichtigkeit: 

«t  =  i(#  +  C-^)»  vt=i\{A  +  C—B),   »1==i(^+^-  cy 

Fallt  man  nun  von  O  auf  die  Seite  a  das  sphärische  Perpendikel 
OZ>,  so  ist  tgC^srtgOC.Cos«!,  oder,  weil  CD  =  \  anach  dem 
Obigen,  tgio  =  tgr.CosM,,  und  hieraus: 

(41) 

tcr_       **b   <s46  tg«c  . 

gr~  Cosi(B  +  C-     ~  CoTifiTT^S)  ~  CobTüT+B^C)9 

da  aber  bekanntlich 

C.j(Ä+C-^=^^SinC  und  S|nC=^A-A, 

»inic  Sin  a  Sin  6 

•  - 

•  *■■•«. 

so  ist  auch 

Cos         C~A)=2  Cos  ,b  s.n ,  6  s.o  ,c . 

und  demnach 
(42)  tffr  =  2Si,.;a^n;6Sin;c 

nach  welcher  Formel  r  berechnet  werden  kann,  wenn  die  drei 
Seiten  des  "Dreieckes  gegeben  sind. 

Wenn  mau  diese  Gleichung  mit  jener  (A»)  §.  13.  verbindet, 
so  «rhält  man  auch: 


tgr   SinoSin ÖSlnc 

Sin  J«  ~  ' 

oder  weil  nach  (32) 

2//,* 

Sinti  Sin />  Sine  =  -jp- , 

so  wird : 

■ 

.  od«  endlich,  da  Sinj«  =  -Coa.;(^  +  £  +  Q  ist: 

(43)  ,(tr=_Co,;(y±C) 

x    nach  welcher  Formel  r  berechnet  werden  kann,  wenn  die 
Winkel  des  Dreieckes  ABC  gegeben  sind. 
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Zusatz.   Nach  dem  Obigen  ist: 


Sino      SinaSin  6Sincs 

mithin  auch: 


Sin  a 


_02Sin;a  Sin  £6  Sin  je  r  . 

g|n^l  =2  jj  .Cos,aCoB,6LoA;c, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (42): 
•  . .    Slna      Sin b      Sine     _        _  _ 

(44)  Sin~3  =  SnT#  =  ShTC^  2  tg r • 1  Co8 ia Cos  i6  Cos ic  l 


§.  20. 

In  dem  Nebendreiecke  AXBC,  welches  an  der  Seite  a  liegt, 
ist,  wenn  wir  4C=:6,,  AtB=clf  Z.AxBC^Blf  ^,AlCB=Cl 
setzen : 

* 

6,  =180°- 6,   c1  =  180°-c,   Bl  =  \W°-B,   Cl  =  180<>-C; 
mithin  : 

i(«+61+cl)=180«-Ä(A+c-^i),  i(^+^+Ci)=l80o-i(Ä+C^A 
;(Mci-«)=18O<>-;(a+0+c),  i(Äi-»-^-^)=180o-i(^+^+C), 
i(a+c1-6.)=i(a+6-c),  ;(^+d-#i)=iM+*-C). 
i(a+6,-c1)=i(a+c-/i);  ^+^-d)==;M  +  C-Ä) ;  • 

Sini(a+6l+cl)=Sini(6+c-a),  —Coal(A  \BX  +  Ci  )=+Cosi(#+C-^), 
Sin;(61+c1~o)=Sini(a+6+c),  Cosi^+Ci-^-Cosi^+Ä+C), 
Sin^a+cj  -6i)=Si.ii(a+^— c),  Cos  J  (A  +  Cl-Bl  )-=+Coal9(  A+B-  C), 
8ini(a+o,— cl)=Sin4(«fc-6);  C«si(/l+ÄI-C1)=+Cosi(^+C-Ä); 

woraus  folgt»  dass  .die  mit  Hx  und  //'  bezeichneten  Radicale  in 
beiden  Dreiecken  ABC  und  Ax  BC  -gleichen  Werth  haben,  und 
wenn  wir  den  Radius  des  dem  Dreiecke  AXBC  umschriebenen 
Kreises  mit  rx  bezeichnen,  so  ist  nach  (41),  (42)  und  (43): 

tgr»  ~  Cos J(£j  +  C,  —  A)  —  Cos iM  +  ßf  C)  9 
2  Sin  ja  Sin  ;6t  Sin  \cx      2  Sin  ja  Cos  jb  Cos  je 

• 


Digitized  by  Google 


(46) 
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=  jp  *-=  jf,  • 

Wenn  wir  noch  die  Radien  der  umschriebenen  Kreis«  der  bei- 
den an  den  Seiten  6  und  c  liegenden  Nebendreiecke  mit  r%  und 
r%  bezeichnen  und  alles  zusammenstellen,  so  hat  man  folgende 
drei  Systeme  von  Gleichungen: 

tcia  tgi6  tele 

2SinJoSinj68inic  * 

;  *r  =  wt  ~- 

2SiniaCo«<6Co«;c 
tgr,  =  ffi  

_  2  Sin  j6  Cos  j«  Cos  je 
2SinicCosiaCo«i6. 

tgr»=  w — ; 

CosJOI  +  B+C) 
tgr  g7  > 

.    _   Cos;(g-f  c-it) 

tgr,-   jp  . 

tgra=:   ^  

^r3-  ä,  . 

Werden  die  Gleichungen  (46)  mit  einander  multiplicirt,  so  ergibt 
sich  mit  Anwendung  der  Gleichung  (II)  auch  die  Relation: 

(«8)  tRrtgfjtgr^tgr.rr^. 
Zusatz.    Aus  den  Gleichungen  (45)  folgt: 

wovon  man  sieb  auch  leicht  durch  die  Betrachtung  der  Figur  über- 
zeugen kann;  denn  ist  O7  (Taf. X. Fig. 8.)  der  Mittelpunkt  des  dem 
Nebendreiecke  AXBC  umschriebenen  Kreises  und  man  fallt  auf 
die  Seite  a  das  sphärische  Perpendikel  CD  and  verbindet  O' 
mit  S,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  WCD' 


(47) 
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oder,  weil  CD=zl9a,  ö'C=r,  and  nach  §.20. 

<p = ( Bt  +  (\  r    =  180»  -  i<  A  +  £  +  C) = 90»  -  ;  t 

tgs<i  =  tgr.SioJe,  u.  s.  w. 


■ 


Ans  den  Gleichungen  (49)  wird  auch  ersichtlich,  dass,  da  i 
nur  von  a  und  r,  abhängig  ist,  alle  aber  derselben  Seite  a  errich- 
teten Dreiecke  gleichen  sphärischen  Excess  oder,  was  dasselbe 
ist,  gleiche  Winkelsumme  haben,  wenn  ihre  an  dieser  Seite  He- 
genden Nebendreiecke  demselben  Kreise  eingeschrieben  sind. 

§.21. 

Wenden  wir  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  For- 
meln auf  das  Polardreieck  an,  indem  wir  den  Radius  des  dem- 
selben umschriebenen  Kreises  mit  r1  und  mit  rt',  r»',  r%*  die 
Radien  der  den  drei  Nebendreiecken  umschriebenen  Kreise  be- 
zeichnen, welche  in  derselben  Ordnung  an  den  Seiten  a' ,  6',  c1 
liegen,  so  ist,  der  in  §.  16.  eingeführten  Bezeichnung  gemäss: 


Cos  IM' +  B'  +  C)      .    ,     2Sin  ySin^Sin^ 
tgr=  ^  '  =  Kx  ~ 


.  ,  Vo**XB' +  C -  A')  .  ,  2Sinic^Cosi6'Co6ic' 
tgV=   1 — %r  »  tgr,'=  » 

oder: 


u.  s.  w.  u.  s.  w. 


(50) 


(51) 


Sin;(a  +  6+c) 
tg/  =   ^  . 

tgTi  =  ^  —  , 

Sini(a-|-c-6)  . 

Sin;(o  +  »~c), 
«R«a  jfx 

.  2CosMCo8«£CosiC 
tgr*  =  jj-,  

,  2CoslyiSinlÄSin>C 
tgryca  -jy   i 

t  2Co8;^SinMSin;C 


■ 


t  2CosiCSin;^SinJB 
tgrt'=  
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Durch  Multiplicatioo  der  Gleichungen  (50)  mit  einander  erb&lt 
auch  mit  Rücksiebt  auf  (11)  die  Relation: 


(5*2)  tgr'tgn'tgr.'tgr,^^, 

und  durch  Multip  Ii  cation  der  Gleichungen  (47),  (35)  und  jener 
(12),  (50)  mit  einander: 

(53) 

tgr  tgo'  =1,   tgo  tgr'  =1,  also  r  +  *'  =«0°,  o  +T*  =90«, 

tgntgn.'sl,    tgpitgrj^l,  rj+0,^900,  ^+^'  =  90°, 

tgr,tgpt'  =  l,    tgo.tgr4'=l,  r,  +  na'=90°,  <*  +  iV=90°, 

tgr,tgo,'=:l,    tgostgr5'  =  l;  .      r,  +  o'  =90°,  o,+r,'  =  90°. 

Die  Summe  der  Radien  des  einem  Dreieck  eingeschriebenen 
Kreises  und  des  dem'  Polardreieck  umschriebenen  Kreises  ist 
also  constant  und  stets  gleich  einem  Quadranten. 

Weil  tgptgr'rstgrtgo',  so  hat  man  auch  die  Proportion 
tgo:tgo'  =  tgr:tgr',  welche  in  Worte  gekleidet  lautet:  Die  Tan- 
genten der  Radien  der  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Kreise 
eines  sphärischen  Dreieckes  und  seines  Polardreieckes  stehen  in 
directer  Proportion. 

> 

1 

§.  «. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (53)  und  (39)  mit  einander 
erhält  man  auch  ohne  Schwierigkeit: 

tgr  ~*GiFS  **i^  +  tg«i~ti"e)' 
.  _,/_L     1  .  1  \\ 


(54) 


Q     tgp,  +  tg^  .  tgo3/ 


cur  Berechnung  der  Radien  der  umschriebenen  Kreise,  wenn  jene 
der  Berührungskreise  gegeben  sind.  Werden  diese  Gleichungen 
addirt,  so  folgt: 

(55)       +       +*'.  +  «K'.  =  ^  +  i +4  +  4' 
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und  wenn  hiervon  nach  and  nach  die  Gleichungen  (54)  abgezogen 

1 

=  i(tgr, +tgr,  +  tgr,--tgr)  =  tgr', 
=      '  +  ^r,  4-  tgr,  -  tgr, )  =  tgr, ' , 
—  =i(tgr  +  tgri  +tgr8  — tgra)  =  tgra', 
-V  ,-^=i(tgr  +  tgr, +tgra~tgr3)  =  tgr$'. 


§.  23. 

Um  die  drei  Seiten,  die  drei  Winkel  und  den  sphärischen 
Excess  des  Dreieckes  ABC  durch  die  Radien  r,  r, ,  r„  r,  der. 
umschriebenen  Kreise  zu  bestimmen  und  die  Bedingungsgleichung 
an  erhalten,  durch  «reiche  diese  letzteren  mit  einander  zusammen- 
hängen,  braucht  man  nur  aus  den  Gleichungevn  (18),  (26),  (25) 
und  (22)  mit  Hilfe  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Rela- 
tionen die  Radien  der  Berührungskreise  zu  eliminiren,  uod  erhält 
nach  einer  leichten  Rechnung  ohne  Weiteres: 

<  />,g  *"    «gr.tgr,'  ,g  '°    tgr,  tgr,'  ,g  «'-tgr.tgr,' 

■ 

tff »i  a  _  (tgr tgr,  +  tgr,~  tgr2)(tgr  +  tgr,  +  tgr,—  tgr3j 
g  •   "(tgr^tgr.+tgr.-tgrXtgr  +  tgra+tgra-tgr,)' 

]  tir»'  J?     (tgr* tgrg  f  tyfV~ t*riWsr  +  tg'i+tgr,— tgr3) 
™  i  g  *       (tg*!  +  tgra  f  tgr3- tgr)  (tgr  +  tgr,  +  tgr,  -  tgr,)  * 

tg *'  C -  (tgr  * <grg *  tgr*~ tfir| * (tgr *tgrt  * tgr»  ~ tyr*>  - 

g  4       (tgr.+tgr^+tgra-tg^agr+tgr,  f  tgra-tgra)* 


i  ► 


♦  ►  • 

(59)  Siti*j£  =  ,  *' 

tgr,  tgr,  tgr, 

(60) 

,1  ftgrtgr,  +  tgr,tgr,)(tgrtgr,+  tgr,  <gr,)(tgrtgr,  +  tgr,  tgr,) 

L(tgr,  +  tgr,  +  tgr8  -  tgr)  (tgr-|-  tgr,  +  tgr,  -  tgr,)  i 
«gr  +  tgr,  +tgr,— tgr,)(tgr  +  tgrj+tgr,-tgr^  | 
=  *grtgr1tgr,tgr,. 
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$.  24. 

Wenn  man  vom  sphärischen  Dreieck  auf  «eine  körperliche 
Ecke  fibergebt,  so  entspricht  dem  eingeschriebenen  Kreise  ein 
Kegel,  welcher  diesen  letzteren  zur  Basis,  mit  der  körperlichen 
Ecke,  eine  gemeinschaftliche  Spitze  bat  und  die  Seitenflächen  des- 
selben berührt  Die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  des  ein- 
geschriebenen Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  ist  die 
Axe  des  eingeschriebenen  Kegels,  und  der  Winkel,  welchen  diese 
mit  den  Seiten  des  Kegels  bildet,  repräsentirt  den  sphärischen 
Radius.  Denkt  man  sich  zwei  Seitenflächen  des  Korperwinkels 
über  die  dritte  hinaus  erweitert,  so  entsteht  eine  zweite  körper- 
1  liehe  Ecke,  deren  eingeschriebener  Kegel  ein  Süsserer  Berührung»- 
kegel  der  ersten  ist,  und  so  wie  jedes  sphärische  Dreieck  drei  * 
Süssere  Berührungskreise  hat,  so  hat  jede  dreiseitige  körperliche" 

'Ecke  drei  Süssere  Berührung*  ke  gel.  Die  sphärischen  Bogen, 
welche  wir  im  Vorhergehenden  Immer  mit  OxO^,  01Oa,  OaOa 
bezeichnet  haben,  sind  alsdann  die  Winkel,  welche  die  Axen  der 
äusseren  Berührungskegel  mit  einander  e'mschliessen.  Die  Bogen 
00| ,  00%,  009  sind  die  Winkel,  welche  die  Axen  der  Susse- 
ren Berührungskegel  mit  der  Axe  des  eingeschriebenen  Kegels 

bilden.  -  Ebenso  entspricht  dem,  einem  sphärischen  Dreiecke  um- 
schriebenen  Kreise  ein  Kegel,  welcher  jenen  Kreis  zur  Grund- 
fläche hat  und  durch  die  Kanten  des  Kürpenvinkels  geht,  u.  s.w. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  ans  können  die  vorhergehenden  Sätze, 
Relationen  und  Formeln  unmittelbar  auf  die  dreiseitige  körper- 
liche Ecke  übertragen  und  zur  Lösung  vieler  stereometrischer 
Aufgaben  verwendet  werden. 


§.  25. 

WTir  gehen  nun  über  zur  Ableitung  einiger  Relationen  zwischen 
den  in  den  ersten  neun  Paragraphen  berechneten  Distanzen  und 
den  Radien  der  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Kreise, 

Aus  den  Gleichungen  (3),  (6)  und  (9)  folgt  durch  Multipücation: 

«.ha  ton»  t*or -  tgUHc-c)  tgUq+c-6)  tg;(«46-e) 

tg  oa .  tg  ob. tg  oc-    €gsiA  e^Tg  ' 

tgOI^tgO,fUgOtC--XÄT3  gujjj  ^Tc- 

oder 
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ff  %  1 

ig  OA .  tg  OB.  ig  0C=  sln.(a  +  Ä+-75  •  Cos^Co*JtfCo«iC 

  1  

Co8i(6+c-~ii)Co8{(a+c~6)Co8{(«+^-t)' 

Cos i(a  +  o  +  c)Co«  i(«  +  c— o) Co« ifa+Ä  1 
oder  weil  Dach  (12)  und  (33): 

t  //,  ff'. 

XgQ  ""Sinl(«  +  *  +  c)'  tg*  —  2CosMCo#JÄCo«JC" 

_  J5P  

lgPl""Sini(o  f  r— a)'    tg^"~  2CosJ^  Siniß  SiniC  ' 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(61) 

<6i* = Co«  J(„+o  +  c)  Co«  »(H  e  -  a)  Ccw  1  (a + c-  6)  Co»  i(a + 6  -  c) 
setzen : 

tftOAAKOB.ttsOC  =  W9%  <**0±*, 

tg <M. tg O, ». tg O, C=  2tgV,  ff!  55£M^2=ä. 
Da  aber  nach  dem  Obigen: 

■ 

H       Sin  (i 

11  =  sjn^==2tgr.  (Co«i<iCos;6Cosicj, 


tgCM  tgOB  .tgOC  =4tgV  tgr.  |~^±^Co«;oCo«;*Co.icj , 

-- 

\tOtA.i%0%B.\%0%C=zi\%*Qlii%r.  J^^~^CosiaCosi6Cosic| , 

► 

*Ot^.tg01B.tga,C=4tg*pttgr.  j^^=^CoaioCoai6Coa;e( . 
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§.  26. 

ie  Gleichungen  (8)  uud  (10): 

tgOO^tgOOs.tgoa, 

Si ii « SinJ» Sine  1  

Cos  \A  Cos  i^Co8lC*Co6*i(*+c-a)Co8*i(o+c-6)Co8«;(«+6-c)' 


tgO1O.tgOlOÄ.tgO10^ 
Sin  a  Sin  6  Sin  c  1 


—Co»ii4SioiÄ  Sin  J  C*  Co82i(a+6+c)Co*ai(a+c-6)Co*«i(«+*-<?)' 
oder  mit  Rück  steht  auf  das  Obige  und  weit 

SiuoSin6Sinc  =  ^- 

ist: 

tg  OO, . tg  OOt\  tg  00,  =  4 tgo  %  Cos^  6  +  c) 

tg  O,  O .  tg  O,  Oa .  tg  0, 08  =  44g  ft  ^*  — ^'y^  ^ 
also  auch: 

tgOO^tgOO^.tgOO, 

sslotgptg'r.  \  — ^-f/OsiaCosioCosif  j  > 

tgO^.tgO^.tgO.O, 
L  16tg ot  tg«r  •  1 908 "^Cos;aCos;6Cos;c  j 
(ö3)    ^  tgO,0.tgOiOI.tgOÄ0> 

:16tgfetg*r.  |  Cosi^y-%QS^Cos\bCoH[e\  \ 
tgOaO.tgOsO^tgO.0, 
=  I6tg*tgV.  |£osi(ay-c)Cos;rtCoa,6Co8,c|  « 

r 

§.  27. 

Multiplieirt  man  die  Gleichungen  (63)  der  Reihe  nach  mit 
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tg  'f,  tgVt,  tg3(>i»  und  erbebt  die  Gleichongen  (6*2)  zum 

Quadrat,  so  sind  die  zweiten  Theile  derselben  beziehungsweise 
einander  gleich,  ond  es  ist  daher  auch: 

(tgOJ.tg  0£.tgOC)*=t|gV(tgOOi.tgOOt.tgOO,), 

(tg01^.tg01Ä.tg01C)»=tg»ft.(tg010.tgOl  0^0,0,), 

(tgoÄi<.tgoti?.tgotc)«=tgvagÖ90.tgosoJ.tgoaoa), 

(tgO,^.tgOeÄ.tgOiOa=tg3^.(tg  Od  O.tgO.O^tgO,  OJ. 

§.  28. 

Mnltiplicirt  man  der  Reibe  nach  und  paarweise  die  Gleichun- 
gen (62)  und  (63)  mit  einander  und  setzt  zur  Vereinfachung  der 
Resultate: 

tgß  =tgr. \  C"«y  +  c)CosiaCos^CosU  j. 
tg  Äi  =  tgr .  \  52iM^£nü)  Co8 1  a  Co8  lö  Cosic  $ , 
tg  ßa  =  tgr.  $  Co8*(^+c^>  Cos ia Cos  lo  Cosic  $ . 

tg R%  =  tgr .  \  C°sKff^ Cos i« Cos i6 Cos ic $ ; 

so  ergibt  sich  sofort: 

(tgOA. tg Otf.tg  OC)  (tg  OO, .tg OOt.tg  06a) 

=  64tg«o.tg«Ä, 
(tgO^tgO^.tgO,  C)(tgO,  O.tgO,  0^tgOt  O,) 

=  64tg»n1.tg»l?l, 
(tgO,il.tgOtB.tgO,C)(tg040.tgOa01.tgOtO,) 

=  64tg»D,.tg»Ät, 
(tgO,  AtgO,  JJ.tgO,  C)(tg  Oa  O.tgO,  Ot  .tgO,  Ö%) 
=  64tg»DS.tg»/?g. 

$.  29. 

Multiplicirt  man  endlich  die  Gleichungen  (62)  der  Reihe  nach 
Theil  XXIX.  34 
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mit  (4tgÄ)»,  (ItgÄO»,  <4tgÄ,)»,  (4tgÄ,)»  und  erhebt  die  Glei- 
chungen (63)  zum  Quadrat,  so  sind  die  zweiten  Theile  derselben 
paarweise  einander  gleich  und  man  hat  demnach  auch: 

(tgOO^tgOO^.tgOO,)* 
=64 tg»Ä. (tg  OA .  tg  OB.  tg  OC) =256 tg*otg*Ä, 

(tg010.tg010,.tg01Os)» 
=64  tg *Ri . (tg04 A . tg01  B. tgOÄ C)  =256 tg tg«Ät, 

(tg01O.tg0,O1.tgOiOs)» 
=64  tg  »Ä,.  (tgO,^.  tg  Ö2B.  tgO,C)  =  256  tgV*  tg*Ä», 

(tgOaO.tgOjOj.tgOaO»)« 
=64tg»Ät.(tgO,il.tgO,ß.tgOiC)  =  256tg«(»ftg*Ä,. 

J.  30. 

Wie  in  der  sphärischen  Trigonometrie  überhaupt,  so  wurde 
auch  in  dieser  Abhandlung  der  Kugelradius  gleich  Eins  gesetzt, 
und  es  ist  hinlänglich  bekannt,  dass,  wenn  durch  Einführung  des 
Radius  R  alle  Gleichungen  linear  gemacht  werden,  sich  dieselben 
leicht  fttr  das  ebene  Dreieck  modificiren  lassen,  wenn  man  die- 
ses als  ein  sphärisches  von  unendlich  grossem  Kugelradius  be- 
trachtet. Dieser  Uebergang  kann  auch  bei  den  hier  aufgestellten 
Relationen  und  Formeln  meistens  mit  Erfolg  bewerkstelligt  wer- 
den, und  wir  bemerken  hier  schliesslich,  dass  fflr  das  ebene  Drei- 
eck als  Grenze  z.  B.  die  Gleichuugen  (12)  fibergehen  in: 

J  A 

0  —      «  m.  '« ""  »     Oi  =  »  ,    U.  8.  W. 

Die  Gleichungen  (13)  und  (42)  geben : 

■ 

abc 

r  =  Td' 

wobei  A  den  Flächenraum  des  ebenen  Dreiecks  bezeichnet^  Io 
dieser  Beziehung  ist  es  interessant,  die  in  den  §§.  25. — 29.  ent- 
wickelten Relationen  mit  jenen  zu  vergleichen,  welche  Herr  Rump 
im  Archiv.  Tbl.  XXVII.  p.  348.  u.  f.  für  das  ebene  Dreieck 
synthetisch  bewiesen  hat. 
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M  i  8  c  e  1  I  e  n, 


Schreiben  de«  Herrn  J.  B.  Start»,  geprüften  LehramU- Kandidaten  in 
Regentborg,  an  den  Heraasgeber. 

Anliegend  übersende  ich  Ihnen  zur  gutigen  Mittheilung  im 
Archiv  ein  Paar  Aufsätze,*  von  denen  ich  dafür  halte,  dass  sie 
derselben  werth  sind,  und  benütze  zugleich  die  Gelegenheit,  Herrn 
Dr.  Stamm  er  meinen  Dank  hiermit  auszudrücken,  dass  er  mich 
von  einem  Irrthum  gebeilt  hat.  Gewohnt,  bei  Betrachtung  geo- 
metrischer Wahrheiten  den  ganzen  Gedankengang  ohne  irgend  eine 
Figur  zu  machen,  habe  Ich  dies  auch  bei  meinem  Beweise  för 
den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  getban, 
und  mir  die  Figuren  erst  dann  gemacht,  als  ich  angegriffen  wurde.  • 
Die  Eile,  mit  der  ich  erwiederte,  liess  abermals  nicht  zu,  dass 
ich  meinen  Irrthum  bemerkte,  und  erst  jüngst,  als  ich  im  3.  Hefte 
Tbl.  XXVIII.  dieses  Archivs  meine  Erwiederung  las  und  die  Figu- 
ren genauer  ansah,  fielen  mir  die  Schuppen  von  den  Augen  des 
Geistes  und  erkannte  ich,  dass  in  der  Fig. 3.  Taf.  VI.  der  um  das 
Dreieck  AO'B  beschriebene  Kreis  die  Linie  OC  immer  zwischen 
C  und  C  zum  zweiten  Male  schneiden  müsse,  wenn  der  Satz 
des  Mittelgliedes  in  meinem  Beweise  auf  alle  Fälle  richtig  sein 
solle;  denn  in  dem  Falle,  in  welchem  der  in  Rede  stehende  Kreis 
über  0'  hinaus  die  Linie  OC  zum  zweiten  Male  schneidet,  ist  die 
Wahrheit  des  Mittelgliedes  in  vielen  Fällen  über  den  Haufen  ge- 
worfen. 

Regensburg,  den  4.  Juni  1857. 


Es  handelte  sich  einmal  um  die  Wahl  eines  Mitgliedes  für 
das  Längen -Bureau.  Die  ausgezeichnetsten  Mathematiker  warben 
um  diese  Stelle  und  um  Arago's  Stimme.  Arago  hielt  jedes 
Wort  der  Erwiderung  für  überflüssig.    Jedem,  der  zu  ihm  kam, 
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sagte  er  nur:  „Cauehy  ist  unter  den  Bewerbern."  Uud 
wenn  der  Concurrent  fortfuhr  hervorzuheben,  was  ihm  Anspruch 
auf  die  Stelle  gebe,  so  wiederholte  Arago:  „Ich  habe  Ihnen 
nur  zu  sagen,  dass  Canehy  unter  den  Bewerbern  ist" 


Von  dem   Hern o«g«ber. 
1. 

Der  folgende  allgemeine  arithmetische  oder  algebraische  Safc 
leistet  zur  Abkürzung  vieler  Rechnungen  wesentliche  Dienste : 

Wenn  zwischen  zwei  Grössen  u,  v  zwei  Gleichun- 
gen von  der  allgemeinen  Form 

(ap  +  oO«  +  (6p +  6j)ü  +  cp  +  cx  =0, 

(ap'+a,)«  +  (6p'+6,)e  +  cp'+  c,  =0 

Statt  finden,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass 
p—p'  nicht  verschwindet: 

bcl  —  cbl  ca\  —  acl 

u    aby  —  6of '    0    abi  —  6a4 

Eliminirt  man  nämlich  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  zu- 
erst v,  dann  u,  so  erhält  man: 

{ (ap  +  at)  (bp'  +  6,)  -  (bp  +  6t)  (ap'  +  a,)  }«  I 

+  (cp  +  c1)(6p'  +  61)~(6p  +  6l)(cp'  +  cl)      »  ' 

1  (ap  +  oj)  (6p'  +  60  -  (6p  +  6, )  (ap'  +  Oi) }  e  ) 

-(cp  +  cÄ)  (ap'  +  aj  +  (ap  +  0l)  (cp'  +  c4)  * 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

(ap  +  oj)  (6p'  +  6, )  -  (bp  +  6i )  (ap'  +  at)  =  (a6-  6at)  (p  -pO . 

und  ganz  eben  so : 

(cp  +  Cj)  (ap'  -f  aj)  -  (ap  +  at)  (cp'  -f  c,)  =  (cfll  -acl)(p  — pO. 

(cp  +  <?i)  (6p'  +  6^  -(6p  +  6i)  (cp'  +  A)  -      (p— PO ; 

also  nach  dem  Obigen : 

(p— POK^  — KC6!— 6c1)J  =  0, 

<P  — P') <  (fl6i  — —  (caj  —  ac,)  |  =0; 
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folglich  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung : 

(a6i  —  ba%)  u  +  (c6,  -  bei)  s  0, 
(o6,  -6a,)ü  -  (<?«,  — ce,)  =  0; 

und  daher: 

6t*!  —  cbi   cct\  —  aC\ 

wie  behauptet  wurde.  Dass  u,  v  von  den  Grössen  p,  p'  ganz 
unabhängig  sind»  bemerkt  Jeder  sogleich. 

1 

Man  kann  dies  auch  zweckmässigen  einer  algebraischen  Uebungs- 
aufgabe  benutzen. 


II. 

Ueber  einen  allgemeinen  Satz  von  den  Kegelschnitten. 

Vorläußg  bemerke  ich  im  Allgemeinen,  dass  alle  Formeln, 
welche  im  Folgenden  zur  Anwendung  kommen  werden,  in  der 
Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX.  entwickelt  sind,  anf  welche 
ich  daher  ein  für  alle  Mal  verweise. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Ellipse.  Die  Anomalien  der  End- 
punkte der  Hanptaxe  sind  0  und  180°.  Ist  nun  u  die  Anomalie 
irgend  eines  anderen  Punktes  der  Ellipse,  so  sind  die  Gleichun- 
gen der  beiden  von  demselben  nach  den  Endpunkten  der  Hanpt- 
axe gezogenen  Geraden:  ,. 

bx cos  \u  -f  ay  sin  \u  =  aAcos  \ut 
bx  sin  1«—  ay  cos  i«=  —  06  sin  i» ; 


y=-(a— x)coUu, 

y  =  £(a+a:)tangi«. 

Bezeichnen  wir  nun  den  von  den  beiden  in  Rede  stehenden  Ge- 
raden an  dem  Punkte  der  Ellipse,  von  welchem  sie  ausgehen, 
nach  der  Seite  der  Hauptaxe  eingeschlossenen  Winkel  durch  ü, 
so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


oder: 
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j£(coti«+tangW,)« 

t&Dg  CT*  =  Ti  —  . 

also,  wie  man  leicht  findet: 

Bezeichnen  wir  nun  die  rechtwinkligen  Coordinaten  de«  durch 
die  Anomalie  u  bestimmten  Punktes  der' Ellipse  durch  X>  F,  so 
ist  bekanntlich 


also  nach  dem  Vorhergehenden : 

tang  17*  —  ^TZ^Tpi ' 

Der  Winkel  ü  ist  aber  immer  ein  stumpfer  Winkel,  wie  auf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Nach  einem  bekannten 
Satie  der  ebenen  Trigonometrie   ist  offenbar  in  völliger  Allge- 


oder 


cos  u= (a + 


Nun  ist  aber 


6*  ««F« 


cos  C7=-  F» 

°°"         6«  V  (a-f  A)«+F».  V  +  F* 

oder 

e*F' 

e-ü=-6»V(«+*)»+  f.  v  <«-*>*+ r»' 

folglich  cos V  negativ,  und  daher  U  ein  stumpfer  Winkel.  Also 
ist  nach  dem  Obigen: 

taogC7=T  ^j>> 
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wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen 
positiv  oder  negativ  ist 

Auf  ähnliche  Art  wollen  wir  jetzt  die  Hyperbel  betrachten. 
Die  Anomalien  der  Endpunkte  der  Hauptaxe  sind  auch  hier  0  und 
180°.  Ist  nun  wieder  «  die  Anomalie  eines  beliebigen  Punktes 
der  Hyperbel,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  von  demselben 
nach  den  Endpunkten  der  Hauptaxe  gezogenen  Geraden : 

^C3«  oos«  —  \^cos2u  * 

6  sin« 
V    «  coe«  +  V\5o«2«V  1 

Hat  jetzt  17  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  bei  der  Ellipse,  so 
ist  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie: 

/        sin«   sin«  y 

*ÄÄÄ»7i    b%       Vcosm—  V cos  2«     cos«  +  \f  cos2«/ 

»ang  V*=-t .   gfa,  «.   . 

1 1   -    —  je 

o*(cos u  —  V cos2«)  (cos  «  +  V  cos2«) 

* 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

- 

4a*6*  cos  2a 

Bezeichnen  nun  aber  X,  Y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
durch  die  Anomalie  «  bestimmten  Punktes  der  Hyperbel,  so  ist 


also  nach  dem  Verbergeheoden: 

#  4««6« 
taogf7»=(oä  +  6a)a  ya 

Bei  der  Hyperbel  ist  aber  D  immer  ein  spitzer  Winkel,  wie  auf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  bann.  Offenbar  ist  in  völliger 
Allgemeinheit  gans  wie  vorher  bei  der  Ellipse: 


cos  17= 


Nun  ist  aber  jetzt 
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 (a»  +  6»)  F*  

coflC7-6»^(a  -t-  x)*+ r«.  v^g^rfr+pi 

oder 

COS  £7: 


6»V(a  +  *)*  +  F».  V(a-*)»+  F»' 
folglich  cos  V  positiv,  und  daher  V  spitz.  Also  ist  nach  dem  Obigen : 

tangü=i^p, 

wenn  man  das  obere  oder  ontere  Zeichen  nimmt,  jeiiacbdem  F 
positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  endlich  bei  der  Parabel  U  den  Winkel,  welchen 
die  von  einem  beliebigen  Punkte  derselben  aus  parallel  und  gleich 
gerichtet  mit  der  Axe  gezogene  Gerade  mit  der  von  demselben 
Punkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  Geraden  ein- 
schliesst;  so  ist  offenbar,  wenn  X,  F  die  rechtwinkligen  Coor- 
dtuateu  des  in  Hede  stehenden  Punktes  der  Parabel  bezeichnen  : 

F  F 
tang(180°—  ü)  =  ±        also  tangC7=T^i 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  F 
positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  mit  derselben  Bestimmung 
wegen  des  Vorzeichens: 

* 

F*        pX  p 

ta  n  g  ü  =  ^  -j^Y  =  T       = T  y ' 

Nach  allem  Bisherigen  lasst  sich  der  folgende  Satz  aussprechen: 

Bei  jedem  Kegelschnitte  verhalten  sich  rück- 
sichtlich  der  absoluten  Werthe  die  trigonome- 
trischen Tangenten  der  vorher  durch  ü  be- 
zeichneten Winkel  umgekehrt  wie  die  Ordinalen 
der  betreffenden  Punkte  des  Kegelschnitts. 


Anmerkung.   Bei'm  Kreise  wird  tang  U  unendlich,  also 
ein  rechter  Winkel,  wie  bekannt. 


I 
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Literarischer  Bericht 

cxm. 


»  ■ 


Aligustin  Xiouis  Cauchy, 

der  grosse  Begründer  der  neuen  strengen  Analysis, 
•  Urb  am  23*ten  Mai  1857 

auf  seinem  Landsitze  bei  Paris. 
Welcher  Verlust!! 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Geschichte  der  Variationsrechnung.  Erster  Thell. 
Von  F.  Giesel.  (Einladungsschrift  zu  der  Feier  de* 
SchrOderschen  Stifts-Actus  im  Gymnasium  zu  Torg.ni 
am  5.  April  18Ö7.)   Torgau.    1857.  4*. 

Je  mehr  dergleichen  GelegenheitsKchriften  sich  häufig  der 
verdienten  JJeachtong  entziehen,  desto  mehr  halten  wir  es  für 
unsere.  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs,  namentlich  alle  Liebhaber 
historischer  Forschung  auf  mathematischem  Gebiete,  auf  diese 
Geschichte  der  Variationsrechnung  aufmerksam  zu  machen,  welche 
in  ihrem  bis  jetzt  vorliegenden  ersten  Theile  von  dem  Piohleme 
von.  der  Brachystocbroite  bis  zu  Lagrange's  Essai  d'uoe 

Thl.XXlX.Hft.  i.  1 
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noavelte  möthode  pour  determiner  les  roaxlma  et  mi- 
nima des  formulea  integrales  indefiniea  in  den  Melan- 
ge» de  pbilosopbie  et  de  mathtf  matique  de  la  socitfte* 
royale  de  Tnrin  pour  les  an  nies  1760—1761  reicht.  Eine 
sehr  dankenswerte  Zugabe  zu  dieser  mit  Sachkenntniss  verfass- 
ten  Schrift  ist  die  in  den  Anmerkungen  (S.  31.  —  S.  45.)  enthal- 
tene Oberaus  reichhaltige  Literatur.  Wir  wünschen,  dass  der  Herr 
Verfasser  die  Fortsetzung  seiner  Arbeit  bald  veröffentlichen  möge. 


Arithmetik. 

Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsummen.  Mit  zahlrei- 
chen Anwendungen,  namentlich  auf  geodätische  Mes- 
sungen, von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  Mit  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig. 
Vieweg.  1857.  8. 

Nach  Entwickelung  der  notwendigsten  vorbereitenden  Sitze 
aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  enthält  diese  mit  grosser 
Deutlichkeit  verfasste  Schrift  zuerst  eine  sehr  vollständige  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadratsummen,  und  dann  eine 
höchst  lehrreiche  Sammlung  von  Beispielen,  in  solcher  Mannig- 
faltigkeit, wie  man  sie  unseres  Wissens  in  keiner  anderen  ähnli- 
chen Schrift  findet,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  Geodäsie,  wenn 
auch  Physik  und  Astronomie  keineswegs  leer  ausgegangen  sind. 
Wir  sind  fiberzeugt,  dass  diese  Schrift,  eben  so  wie  dre  beiden 
verdienstlichen  Abhandlungen  des  Herrn  Verfassers  Ober  densel- 
ben Gegenstand  im  Archiv.  Tbl.  XV1IL  Nr.  XIV.  und  Thl.  XIX. 
Nr.  XIV.,  hauptsächlich  auch  der  vielen  lehrreichen  Anwendun- 
gen wegen,  vielfachen  Nutzen  stiften  und  besonders  auch  dazu 
beitragen  wird,  ein  richtiges  Urthetl  über  die  Gränzen,  innerhalb 
welcher  die  in  Rede  stehende  Methode  nur  angewandt  werden 
darf  und  angewendet  werden  sollte,  zu  vermitteln,  worin  gewiss 
noch  sehr  vielfach  gefehlt  wird,  da  von  derselben  gegenwartig 
auf  Gott  weiss  was  alles  für  Dinge,  z.  B.  die  Wollproduction  der 
Schaafe  u.  dergl. ,  Anwendung  gemacht  wird,  was  freilich  die 
gröbste  Unkenntnis«  des  eigentlichen  Wesens  dieser  Methode  ver- 
räth.  Wir  empfehlen  daher  allen  Denen,  die  mit  der  Berechnung 
von  Beobachtungen  und  Versuchen  sich  zu  beschäftigen*  haben, 
angelegentlichst,  sich  vorher  mit  dem  Inhalte  der  vorliegenden 
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ausgezeichneten  Schrift  vollkommen  vertraut  zu  machen,  um  eine 
deutliche  Einsicht  in  das  eigentliche  Wesen  der  Methode  der 
kleinsten  Quadratsummen  zu  gewinnen  und  ihren  Unterschied  von 
den  Methoden  der  Interpolation,  womit  sie  leider  nur  zu  häufig  ver- 
wechselt wird,  sich  recht  klar  zu  machen,  wozu  wir  ein  besseres 
Hülfsmittel  als  die  vorliegende  Schrift  jetzt  nicht  zu  empfehlen 
w Gasten. 


Physik. 

Grundriss  der  Physik  nach  ihrem  gegenwärtigen 
Standpunkte  von  Ph.  Spiller.  Zweite  wesentlich  ver- 
besserte und  erweiterte  Auflage.  Mit  250  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.  Triest  Literar.  artist  Abthei- 
lung des  Oesterreichischen  Lloyd.   1857.  8. 

Dieser  Grundriss  der  Physik  verschmäht  nicht,  wie  so  viele 
andere  derartige  Lehrbücher,  eine  in  zweckmässige  Gränzen  ein- 
geschlossene Anwendung  der  Elementarmathematik,  und  berück- 
sichtigt Oberall,  wo  es  am  Orte  ist,  in  anerkennungswerther  Weise, 
und  theil weise  mehr  als  andere  ähnliche  Schriften,  die  Anwendung 
der  Lehren  der  Physik  auf  das  Leben.  Aus  diesen  Gründen,  und 
auch  seiner  zweckentsprechenden  Vollständigkeit  wegen,  empfeh- 
len wir  das  deutlich  abgefasste  Buch  unsern  Lesern  zur  Beachtung. 


Preisaufgabe 

der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Classe  der  kaiserlich 

österreichischen  Akademie  der  Wissenschaften. 

Eine  der  fühlbarsten  Lucken  unserer  gegenwärtigen 
astronomischen  Kenntnisse  ist  der  Mangel  irgend  um- 
fassender HelligkeiUmessungen  von  Fixsternen.  So  sehr 
verdienstlich  die  bisherigen  Leistungen  dieser  Art,  be- 
sonders von  Argelan  der,  dann  von  II  eis  u.  A.  sind, 
so  können  dieselben  doch,  da  sie  lediglich  auf  Schätzun- 
gen mit  freiem  Auge  beruhen,  nur  als  Vorarbeiten  be- 
trachtet werden.  So  lange  aber  eigentlich  photometrische 
Bestimmungen  in  grosserer  Anzahl  fehlen,  ist  z.B.  weder 
an  völlig  genugende  Sternkarten  noch  an  genauere  Be- 
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ebachtung  der  Lichtverhältnisse  von  sogenannten  Ver- 
änderlichen zu  denken.  Da  nun  andererseits  durch 
die  Arbeiten  von  Steinheil,  J,  Hörschel,  Da\ye«etc 
der  Weg;  zu  solchen  Untersuchungen  völlig  angebahnt 
ist,  so  findet  sich  die  kaiserliche  Akademie  veranlasst, 
folgende  Preisfrage  auszuschreiben: 

Es  sind  möglichst  zahlreiche  und  mög- 
lichst genaue  photometrische  Bestim- 
mungen von  Fixsternen  in  solcher  An- 
ordnung und  Ausdehnung  zu  liefern, 
dass  der  heutigen  Stornkunde  dadurch 
ein  bedeutender  Fortschritt  erwächst 
Diese  Preisaufgabe  wurde  bereits  in  der  feierlichen 
Sitzung  der  Akademie  am  30.  Mai  1854  ausgeschrieben, 
da  aber  bis  zum  festgesetzten  Termine,  dein  31.  December 
1850,  keine  Abhandlung  zur  Lösung  derselben  eingelangt 
war,  in  der  feierlichen  Sitzung  am  30.  Mai  1857  erneuert. 

Preis:  Dreihundert  Stück  k.  k.  österreichische  Mönz- 
ducateo.  Termin  der  Einsendung:  31. December  1860. 
Die  Ertheilung  des  Preises  erfolgt  am  30.  Mai  1861. 

Die  um  einen  Preis  werbenden  Abhandlungen  dürfen  den 
Namen  des  Verfassers  nicht  enthalten,  sind  aber,  wie  allgemein 
üblich,  mit  einem  Wahlspruche  zu  versehen.  Jeder  Abhandlung 
bat  ein  versiegelter,  mit  demselben  Motto  versehener  Zettel  hei« 
zuliegen,  der  den  Namen  des  Verfassers  enthält.  In  der  feier- 
lichen Sitzung  am  30.  Mai  1861  eröffnet  der  Vorsitzende  den  ver- 
siegelten Zettel  jener  Abhandlung,  welcher  der  Preis  zuerkannt 
wurde»  und  verkündet  den  Namen  des  Verfassers.  Die  übrigen 
Zettel  werden  uneröffnet  verbrannt,  die  Abhandlungen  aber  auf- 
bewahrt, bis  deren  Verfasser  sie  zurück  verlangen. 

Theilung  eines  Preiaes^inter  mehrere  Bewerber  findet  nieht  Statt. 

Jede  gekrönte  Preisschrift  bleibt  Eigenthum  ihres  Verfasser«. 
Wünscht  es  derselbe,  so  wird  die  Schrift  von  der  Akademie  als 
abgesondertes  Werk  in  Druck  gelegt.  In  dienern  Falle  erhält  der 
Verfasser  fünfzig  Exemplare  und  verzichtet  auf  das  Eigenthumsrecht. 

Abhandlungen,  welche  der  Veröffentlichung  würdig  sind,  ohn* 
jedach  den  Preis  erkalten  zu  haben,  können  mit  Einwilligung  des 
Verfassers  entweder  in  den  Schriften  der  Akademie  oder  auch  als 
abgesonderte  Werke  herausgegeben  werden. 
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S.  F.  Jonas,  Grundzuge  der  Astronomie.  Kometenlehre, 
geh.    gr.  8<>.   Amsterdam  u.  Leipzig.    %  Thlr. 

S.  J.  Jonas,  Der  ge fürchtete  Komet  des  gegenwärtigen  Jah- 
res, über  Kometen  Oberhaupt  und  Aber  den  Einfluss  derselben 
auf  Temperatur,  Fruchtbarkeit  der  Erde  und  auf  die  Gesundheit. 
Mit  lithogr.  Tafeln,   gr.  8°.   Amsterdam.   1  f. 


Digitized  by  Google 


P.  Krämer,  Elemente  der  mathematischen  Geographie,  gr.  8^. 
geh.    Augsburg.    10  Ngr. 

J.  H.  Kurtz,  The  Bible  and  Astronomy:  an  exposition  of 
the  Biblical  Cosmology  and  its  Relation«  to  Natural  Science. 
Translated,  from  the  third  and  improved  German  Edition,  by  S.  D. 
Crown.  8.  Philadelphia  and  London.   7  s.  6  d. 

W.  Oeltzen,  Resultate  aus  der  Vergteicbung  des  Sternkata- 
logs von  Fedorenko  mit  anderen  Quellen.  Wien.  8°.  8  Ngr. 
Ans  den  „Sitzungsberichten  1856  der  k.k.  Akademie  der  Wissen- 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Alroanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen» 
Schäften.  Siebenter  Jahrgang.  1867.  Wien.  K.K.Hof- 
und  Staatsdruckerei.    (Brau  m ü 1 1 er.)  8. 

Wir  haben  im  Archiv  schon  mehrmals  auf  die  Wichtigkeit 
dieses  Almanachs,  hauptsächlich  in  literar-  historischer  Rücksicht, 
für  die  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  hin« 
gewiesen.  Aber  auch  abgesehen  hiervon  enthält  derselbe  in  allen 
Jahrgängen  sehr  werth volle  wissenschaftliche  Beiträge,  wovon  der 
vorliegende  Jahrgang  wieder  ein  sehr  erfreuliches  Zeugnis«  ablegt. 
Zunächst  liefert  der  ausfuhrliche  Bericht  des  General  -  Sekretärs, 
des  Herrn  Prof.  Dr.  Anton  Seh  rütter,  ein  sehr  anziehendes  Kild 
von  der  weitverzweigten  Thätigkeit  der  Akademie  sowohl  im  All- 
gemeinen, als  insbesondere  ihrer  mathematisch- naturwissenschaft- 
lichen Klasse,  wobei  zwei  verstorbenen  Mitgliedern  der  Akademie: 
Franz  Adam  Petfina  *)  in  Prag  und  Johann  Nep.  von  Fuchs 


•)  Frans  Adam  Petrins!,  der  dem  Kreise  des  Archivs  näher  steht 
al»  von  Fnchs,  ward  sii  Serail,  einem  ec<:hi*ehcii  Städtchen  im  Jnng- 
bunzlaoer  Kreise  Böhmens  am  24.  Uecember  1799  als  der  Sohn  eine«  in 
dürftigen  Verhältnissen  lebenden  Schneiders,  der  später  das  Geschäft 
eines  Webers  nnd  Garnhändlers  betrieh,  geboren,  und  schwang  sieh, 
mit  den  schwierigsten  äusseren  Verhältnissen  kämpfend,  doreh  eisernen 
Fleiss  und  rastlose  Thätigkeit  bis  iu  der  Stelle  als  Professor  der  Phy- 
sik an  der  Prager  Universität,  wozu  er  mit  Allerhöchster  Entschliessnng 
von»  21.  Aug.  1844  ernannt  wurde ,  empor ,  nachdem  er  seit  dem  30.  Aug.  1*37 
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In  Manchen,  ein  sehr  ehrenvolles  Denkmal 'gesetzt  wird.  Mit 
besonderem  Danke  ist  es  anzuerkennen,  das«  Herr  Prof.  Schrö- 
ter in  diesem  Jahrgange  die  Muhe  nicht  gescheuet  hat,  die  voll- 
ständigen Titel  aller  von  der  Akademie  in  dem  Zeiträume,  auf 
welchen  sich  dieser  Bericht  bezieht,  veröffentlichten  Abhandlun- 
gen auf  S.  82  bis  S.  92,  nach  den  Gegenständen  geordnet,  mit- 
sutheilen,  was  den  literar- historischen  Werth  des  Almanacbs.  in 
jeder  Beziehung  zu  erhöhen  geeignet  -ist  —  Ausser  dem  Berichte 
des  General  -  Sekretärs  enthält  der  vorliegende  Jahrgang  noch  die 
Rede  des  Präsidenten  der  Akademie,  des  Herrn  Freiberrn  Dr.  An- 
dreas von  Baumgartner:  „über  das  mechanische  Aeqoi- 
valent  der  Wärme  und  seine  Bedeutung  in  den  Natur- 
wissenschaften", die  diesen  so  bedeutungsvollen  und  in  der 
Wissenschaft  Epoche  machenden  Gegenstand  wieder  in  so  überaus 
lichtvoller  und  jedem  gebildeten  Publikum  allgemein  verständlicher 
Weise  zur  Anschauung  bringt,  dass  wir  dem  Talent  des  hochver- 
ehrten Verfassers  in  dieser  Beziehung  nur  von  Neuem  unsere 
lebhafteste  Bewunderung  haben  zollen  können*).  In  social -poli- 
tischer Beziehung  sehr  interessant,  aber  dem  Kreise  des  Archivs 
etwas  ferner  stehend,  Ist  auch  die  Rede  des  Herrn  Regierungs- 
raths Ritters  von  Burg:  „Ober  den  Einfluss  des  Maschi- 
nenwesens auf  unsere  socialen  Verhältnisse",  die  den 
vorliegenden  Jahrgang  in  sehr  würdiger  Weise  scbliesst. 

Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des 
lettre»  et  des  heaux-arts  de  Belgique.  1856.  Vingt- 
deuzieme  annee.  Bruxelles  1856-1857.  Viogt- troisieme 
aonee.   Bruxelles  1857. 

Dem  vorher  angezeigten  Almanach  der  k.  k.  österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  schliessen  sich  in  würdiger  Weise 
die  beiden  neuesten  uns  vorliegenden  Jahrgänge  (1856  und  1857) 


Professor  der  Physik  am  Lyceum  su  Lins  gewesen  war.  Seine  Haupt- 
Verdienste  anf  dem  Gebiete  der  Wissenscluift  gehtiren  der  Electricitäts- 
lebre,  tum  Theil  auch  der  Optik  an,  wubei  er  überall  eine  durch  und 
durch  praktische  Richtung  verfolgte,  und  von  seinem  besonderen  Talente 
in  der  Verbesserung  von  Apparaten  und  Methoden  das  rühmlichste  Zeug» 
alss  ablegte.  Leider  entriss  ihn  am  27.  Juli  1856  ein  in  früher  Tod 
der  Wissenschaft  im  57aten  Lebensjahre  nach  kurzer  Krankheit  in  Mitte 
einer  aaeh  allen  Seiten  hin  anregenden  Thfitigkeit  aad  noch  in  voller 
Kraft  Ein  iateres.antes  Verseichni«*  aller  Schriften  Petfiae's  ist  Mf 
S.  189  bis  8.  184  mitgetheüt 

*)  Wir  werden  diene  treffliche  Kr  de  wie  ihre  nicht  minder  verdienet- 
liehen  Vorgängerinnen  wieder  in  Archive  nächstens  roittheilen. 
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de«  „Aneuaire"  der  KGniglicb  Belgischen  Akademie  der  Wie- 
seneebaften  in  Brüssel  ao ,  Aber  das  wir  auch  aebon  öfter  früher 
in  unaern  literarischen  Berichten  nähere  Nachricht  gegeben  haben. 
Ausser  den  gewöhnlichen  Mittbeilungen  über  die  Organisation  und 
Schickaale  der  Akademie  enthält  der  Jahrgang  J856  zwei  in  be- 
kannter vortrefflicher  Weise  von  Herrn  A.  Quetelet  verfasste 
„Notices  biographiques"  über  zwei  verdiente  Mathematiker 
und  Physiker,  die  allen  Leaern  des  Archive  durch  ihre  Sehrifiea 
bekannt  sind:  Pagani  und  Crabay,  deren  recht  schön  ausge- 
führte Bildnisse  diesen  biographiechen  Notizen  beigegeben  sind. 

Gasparin  Michel  Pagani  war  geboren  am  12. Februar  1796 
zu  San-Giorgio  im  Königreich  Sardinien,  als  der  Sohn  einer 
alten  und  höchst  achtbaren  Familie.  Ursprünglich  zum  Geistlichen 
bestimmt,  entsagte  er  doch  bald  dieser  Laufbahn  und  widmete  sich 
auf  der  Universität  zu  Turin  mit  Vorliebe  mathematischen  Studien, 
indem  er  hauptsächlich  in  Plana  und  Bidone  treffliche  Lehrer 
verehrte.  „Ses  etudes  terminees",  lehrt  sein  Biograph  fort,  „AI 
fut  nomine  provisoiremeut  aux  fonetions  de  conseiller  -  maitre  de  Ja 
raonnaie  ä  Turin.  Jeune  encore,  avee  une  iroagination  ardente, 
il  revait  ,  com  nie  tant  d'auires,  l'independance  de  lltalie.  Beau- 
caup  de  ses  caroarades,  ayant  ete  entratnes  par  les  affaires  poli« 
tiijues,  se  virept  forde  de  quitter  leur  patrie.  Les  affaires  ayant 
change'  de  face,  bien  qu'il  ne  partage&t  point  en  tout  I'opinion  de 
«es  camarades,  il  jugea  prudent  de  seloigner,  sans  cependant 
avoir  rien  a  sa  charge,  et  pour  ne  pas  les  abandonner  au  moment 
du  danger.  II  quitta  tout:  patrie,  parents  et  carriere;  et  Dien, 
dans  sa  honte*,  apres  un  sejour  de  deuz  ans  en  Suisse.,  oü  il  fut 
recherchä  et  aime"  par  tous  les  hommes  de  tajent,  le  conduisit  k 
Hruxelles,  oü  il  regut  l'bospitalite'  la  plus  genereuse. " 

In  Brüssel  gab  er  Privat- Unterricht  und  gewann  zweimal  den 
Preis  bei  der  Belgischen  Akademie  in  den  Jahren  1324  und  1825 
über  die  beiden  folgenden  Aufgaben  : 

„On  sait  que  les  lignes  spiriques  ou  sections  annolaires  sont 
des  courbes  formees  par  l'intersection  d'un  plan  avec  la  surface 
du  solide  engendrö  par  la  circonvnlution  d'un  cercle  antour  d'un 
axe  donne  de  position;  on  demande  l'equation  g4ne>ale  de  ces 
courbes  et  une  discussion  complete  de  cette  equation." 

„Un  fit  flexible  et  nniformement  pesant,  etant  aospendu  par 
l'une  de  ses  exträmitls  ä  un  point  fixe,  et  souleve  par  son  autre 
extremHl  ä  une  haoteur  et  ä  une  dietance  quelconque,  ei  Ton 
vtent  ä  lächer  cette  seconde  ertr^mite,  et  ä  abandonner  ainsi  ce  fil 
a  faction  libre  <de  4a  pesanteur,  on  demande  les  circonstaoees  de 
son  mouveroent  dans  l'espace  suppose  vide." 
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Im  Jahre  1825  wurde  Pagani  in  die  Akademie  der  Wissen- 
Schäften  in  Brüssel  aufgenommen ,  im  Jahre  1826  zum  ausseror- 
dentlichen Professor  in  Lün  en  ernannt  and  1832  als  professeur 
ordinaire  des  sciences  nach  L  Ott  ich  versetzt.  Am  Schluss  sagt 
sein  Biograph:  „C'est  ä  Tage  de  43  ans  qu'il  abandonne  en  quel- 
que  sorte  la  carriere  mathematique  pour  se  livrer  ä  des  travaux 
d'un  ordre  inferieur,  qu'il  renonce  ä  l'emploi  de  brillantes  quali- 
tes  intellectuelles  pour  ne  plus  s'occuper  qne  de  questions  qui  atti- 
rent  accirientellement  son  attention.'*  Er  scheint  seit  dieser  Zeit 
in  Krankheit  verfallen  zu  sein  und  starb  am  10.  Mai  1835  zu 
Wouli  rechtegem  bei  Alost.  Die  Biograp hie  dieses ausgezeich- 
neten Mannes  ist  in  vielen  Beziehungen  sehr  interessant  und  lehr- 
reich, und  Herr  Quetelet  verdient  vielen  Dank  für  dieselbe, 
so  wie  auch  fär  das  vollständige  Verzeichniss  der  Schriften  Pa- 
gani's  auf  S.  114-S.  116. 

Jacques  Guiltaume  Crahay  gehörte  seit  dem  8.  Mai  1835 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Brüssel  als  eines  ihrer 
thätigsten  Mitglieder  an,  und  war  zu  Maestricht  geboren  am 
3.  April  1789.  Im  18ten  Jahre  wurde  er  nach  dem  Wunsche  sei- 
nes Vaters  Notar,  im  28sten  —  am  19.  Februar  1817  —  Profes- 
sor der  Physik  und  Chemie  am  Athenäum  zu  Maestricht.  Im  Jahre 
1834  wurde  er  von  den  Bischofen  zum  Professor  an  der  katholi- 
schen Universität  zu  Löwen  ernannt  und  starb  dort  an  einer 
schmerzhaften  Krankheit  nach  langen  Leiden  am  21.  October  1855. 
„Louvain  perdit"  —  sagt  Herr  Quetelet  am  Schluss  seiner 
Biographie  —  „un  de  ses  professeurs  les  plus  renommes,  et  l'Aca- 
deraie  royale  un  de  ses  roembres  les  plus  devoues  et  les  plus 
instruits.  L'une  et  l'autre  perte  sera  «lifticile  ä  reposer,  car  je  le 
repete,  l'homme  que  nous  regrettons  ne  se^distinguaif  pas  moins 
par  les  quaütes  du  coeur  que  par  les  connaissances  de  l'esprit."  — 
Seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  und  Beobachtungen  bezogen 
sich  hauptsächlich  auf  Meteorologie;  ein  vollständiges  Verzeich- 
niss seiner  Schriften  findet  sich  S.  131— S.  136. 


Arithmetik. 

* 

Cardanus  Formel,  deren  Verwandlung  zur  Berech- 
nung der  Wurzeln  von  Zahlen gleichungen  von  der  Ge- 
stalt x* — Px —  Q==  0,  und  eine  allgemeine,  aus  jener 
abgeleitete  Form  der  Wurzeln  der  letzteren,  fcfsung 
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dm  ri relhn n dertj&hrlgen  Probleme«  voo  Doctor 
E.  Buchner,  Professor  am  Herzoglichen  Gymnasium  zu 
Hildburgtfausen.  Hildburghausen.  (Kesselring.)  1857.  8. 

Es  ist  aus  dieser  mit  wenig  Klarheit  verfassten  Schrift  in  der 
That  schwer  zu  sehen,  welches  drelhunderyührlue  Problem 

in  derselben  gelöst  worden  ist.   Natürlich  kann  hier  nur  voo  dem 
sogenannten  irreduciblen  Falle  bei  den  cubischej  Gleichungen  die 
R«  de  sein.    Dieser  Fall  ist  aber  seit  sehr  langer  Zeit  durch,  die 
Kreisfuoctionen  oder  strenger  die  gonioraetrischen  Functionen  so 
vollständig  und  in  so  vollkommener,  zugleich  so  schüner  und  ele- 
ganter Weise  gelöst,  als  es  nur  irgend  gewünscht,  verlangt  und 
erwartet  werden  kann.    Soll  nun  von  einer  neuen  Erfindung  bei 
dieser  Sache  die  Rede  sein,  so  könnte  dieselbe  nur  darin  bestehen, 
dass  auch  im  irreduciblen  Falle,  wo  bekanntlich  alle  drei  Wurzeln 
reell  sind,  diese  drei  Wurzeln  bloss  mittelst  der  gewöhn- 
lichen algebraischen  Functionen  nur  durch  die  Coef- 
ficienten  der  gegebenen  Gleichung  in  völlig  entwickel- 
ter, ohne  alle  unberufene  Einmischung  des  Imaginären 
völlig  reeller,  endlicher,  also  völlig  geschlossener*) 
Form  ausgedrückt  und  dargestellt  würden.    Wer  nun 
aber  diese  Aufgabe  gelöst  hätte,  würde,  weil,  wie  schon  bemerkt, 
die  Lösung  des  irreduciblen  Falls  durch  die  Kreisfunctionen  in 
der  schönsten  Weise  längst  vollständig  gelungen  ist,  natürlich  auch 
die  in  allen  Beziehungen  für  die  gesammte  Wissenschaft  höchst 
wichtige  und  eintlussreiche  Entdeckung  gemacht  haben,  dass  anch 
die  Kreisfunctionen,  oder  eigentlich  und  strenger  die  goniometri* 
sehen  Functionen,  bloss  mittelst  der  gewöhnlichen  algebraischen 
Functionen  in  reeller,  endlicher,  völlig  geschlossener  Form  sich 
ausdrücken  und  darstellen  lassen.    Aber  welcher  Mathematiker 
hält  dergleichen  noch  für  möglich?!    Am  allerwenigsten  hat  so 
etwas  völlig  Unerhörtes  der  Herr  Verfasser  der  vorliegenden 
Schrift  geleistet,  und  wir  fragen  daher  noch  einmal  billig,  welches 
dreihundertjährige  Problem  denn  hier  eigentlich  gelöst  ist  oder 
gelöst  sein  soll?    Wir  sind  ganz  entschieden  der  Meinung,  dass 
hier  gar  kein  Problem  mehr  zu  lösen  ist,  sondern  im  Wesentli- 
chen Alles  längst  vollständig  und  zwar  in  sehr  schöner  Weise 
abgethan  ist,  auch  in  anderer  Weise  gar  nicht  abzuthun  ist.  Was 
etwa  noch  zu  thun  wäre,  könnte  sich  nur  etwa  auf  Verallgemei- 
nerung und  Erweiterung  der  längst  gegebenen  Lösung  beziehen 
oder  methodische  Zwecke  verfolgen;  denn  im  Wesentlichen 


•)  Al«i  nicht  etwa  dorch  die  «eriei  infinit«». 
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ist  Alle«  abgethan  und  nichts  mehr  zu  ändern.  So  weit  wir  deo 
Inhalt  dieser  Schrift  au  überleben  im  Stande  sind,  fct  in  dersel- 
ben höchsten*  eine  Methode  sor  annähernde«  BesCfiosnung  der 
Wurzeln  gegeben,  die  uns  aber  keineswegs  besondere  Leistun- 
gen au  versprechen  scheint.   Mägen  Andere  in  derselben 

die  Ldsang  des  drei  hundert JAhrlgen  Problem  rt 

suchen  und  finde**;  uns  hat  es  auch  bei  dem  besten  Willen  nicht 
in  der  entferntesten  W  eise  gelingen  wollen. 


Geometrie. 

Smfthsonlan  Contrlbntionn   to  Knowledge. 

The  tangencies  of  circles  and  of  spheres.  By  Benja- 
min Alrord,  Major  United  States  Arroy.  Washington 
city.   1855.  4°. 

Der  Herr  Verfasser  spricht  sich  Ober  diese  Auflösung  «des 
Problems  von  den  Berührungen  fflr  Kreise  und  Kugeln  auf  fol- 
gende Art  aus:  „The  Solution  berein  gireti  to  the  problems  in 
the  tangencies  of  circles  and  of  spheres,  is  strictiy  based  upo* 
the  principle  that  the  tangent  line,  or  carve,  is  the  Jimit 
to  all  secant  lines  or  curves.  Thi«  princtple  is  frequently 
employed  in  descriptive  geometry,  and  in  the  discussion  of  tan- 
gents  In  analytical  geometry,  but  1  am  not  aware  Chat  it  has  ever 
been  employed  in  the  manner  set  forth  in  this  memoir.  Solutions 
are  given  of  most  of  these  problems  in  the  eleventh  volurae  of 
4be  Annales  de  Math4raatiques  (par  J.  O.  Gergoitne.  Pa- 
ris. 1820.),  and  in  the  first  volume  of  Crelie's  M athematical 
Journal.  Berlin.  1826.  But  the  raethods  employed  are  quite 
different  from  diat  berein  explained.  It  is  beliwed  that  the  lolle- 
ving  is  a  more  oomplete  generalization  of  tbis  mass  of  problems 
iban  any  lieretofore  pubüsbed.  The  cJassiacatioa  gm»  of  the 
Problems  in  the  taugendes  of  spheres,  and  also  the  Classification 
«of  all  the  cases  under  each  preblem,  beth  in  the  tangencies  of 
circles  and  in  the  tangencies  of  spheres,  are  belived  to  be  juwel" 
Wir  haben  absichtlich  den  verehrten  Herrn  Verfasser  hier  selbst 
.sprechen  lassen.  Je  weniger  bekannt  leider  die  vieles  Treffliche 
enthaltende  amerikanische  Literatur  bei  uns  ist,  desto  mehr  haben 
wir  uns  verpflichtet  gehalten,  unsere  Leser  auf  diese  neue,  jeden- 
falls eigentümliche  Behandlung  des  schon  oft  behandelten  be- 
rühmten geometrischen  Problems  aufmerksam  zu  machen.  So  weit 
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wir  bei  (Tir  jetzt  nur  flfichttger  Durchsiebt  urtheilen  können,  empfeh- 
len sich  die  Auflösungen  durch  hier  sehr  wtinschenswertbe  Ueber- 
sichtlichkeit.  Die  Zeichnungen  sind  sehr  schön,  und  in  dem  Herrn 
Verfasser  erkennt  man  jedenfalls  einen  sehr  grundlichen  Kenner 
der  reinen  Geometrie. 


Geodäsie. 

Geodäsie.  Anleitung  zum  geometrischen  Theilen 
der  Grundstücke.  Von  Professor  Guido  Schreiber, 
vormaligem  öffentlichen  Lehrer  der  Mathematik  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe  und  Examinator 
der  Geometer  im  Grossherzogthum  Baden.  Mannheim 
(F.  Bassermann)  1867.   1  Thlr.  6  Sgr. 

Diese  Anleitung  zur  Feldertheilung  ist  recht  praktisch  gehal- 
ten und  hebt  daher  dieses  praktische  Element  mehr  hervor  als  elegante 
geometrische  Constructtonen  und  elegante  algebraische  Formeln.  Die 
Coordinatenmethode  ist  mit  Recht  vorzugsweise  angewandt  und 
numerische  Beispiele  sind  reichlich  beigegeben  worden.  Die  theo- 
retischen Erläuterungen  aus  der  analytischen  Geometrie,  die  hin 
und  wieder  vorkommen,  hätten  wohl  wegbleiben  können.  Prak- 
tikern mag  diese  Schrift  immerhin  empfohlen  werden;  in  rein 
mathematischer  Beziehung  gewährt  sie  dem  Leser  weit  weniger 
Belehrung ,  als  manche  andere  Schriften  aber  diesen  Gegenstand. 


Astronomie. 

Smlthsonlan  Contr I bn ti oni  to  Knowledge. 

On  tbe  relative  Intensity  of  the  heat  and  light  of  the 

eun  upon  different  latitodes  of  the  earth.    By  L.  W. 

Meecb,  A.  M.   Washington  City.    1856.  4°. 

• 

Diese  Schrift  enthält  eine  mit  Hälfe  der  mathematischen  Ana- 
lysis  durchgeführte  Theorie  des  auf  dem  Titel  genannten  wich- 
tigen Gegenstandes  und  verdient  jedenfalls  sehr  sur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden. 


Physik. 

Smlthionlan  Oontrlbutions  to  Knowledge. 

On  tbe  recent  secular  period  of  the  Aurora  borealis. 
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By  Denison  Olmsted,  LL.  D.  Professor  of  Natural  Phi- 
losophy  and  Astronoroy  in  Yale  College.  Washington 
fity.  1866. 

Appendix.  Record  of  Auroral  Phenomena  obser- 
ved  in  the  higher  northero  latitudes.  Compiled  by 
Peter  Force. 

Nach  einer  Einleitung  enthält  die  erste  Schrift  folgende  Kapi- 
tel: Classification  of  aurora«.  —  History  of  the  recent  secular  pe- 
riod.  —  La ws  of  the  aurora  borealis.  —  Origin  and  cause  of  the 
aurora  borealis  —  und  verbreitet  sich  über  alle  diese  Dinge  in  äus- 
serst lehrreicher  Weise,  so  dass  wir  auf  dieselbe  Alle,  welche 
sich  för  die  Lehre  vom  Nordlichte  interessiren,  besouders  auf- 
merksam machen. 

Das  zweite,  118  Seiten  in  gTOss  Quart  umfassende  Verzeich- 
uiss  der  in  höheren  Breiten  erschienenen  Nordlichter  ist  offenbar 
mit  dem  grössten  Fleisse  und  der  grössten  Sorgfalt  zusammenge- 
stellt, und  jedenfalls  for  die  nähere  Kenntniss  des  in  Rede  ste- 
henden wichtigen  Phänomens,  dessen  völlig  genügende  Theorie 
immer  noch  unter  die  pia  desideria  gehört,  von  der  grössten  Wich- 
tigkeit. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  matematicbe  et  fisiche,  compt- 
lati  da  Barnaba  Tortolint.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXIV.S.4.) 

Febbraro  1857.  Sülle  variazioni  periodiche  de  magnctismo 
terrestre.  Memoria  seconda  del  P.  A.  Secchi  I).  C.  D.  G.  (Con- 
tinuazione  e  fine).  p.  33.  —  Sopra  la  serie  doppie  ricorrenti.  Me- 
moria del  prof.  Enrico  Betti.  p.  48.  —  Sur  l'induction  electro- 
statique.  Quatrieme  lettre  de  Mr.  P.  Volpicelli  ä  Mr.  Regoault. 
p.  61.  —  Nuovo  registratore  roeteorolo^ico  de  P.  Bertelll  Bar- 
nabita, p.  68.  —  Sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellitiche. 
Nota  del  prof.  F.  Brioschi.  p.  70.  —  Sopra  il  volume  della  pira- 
mide  triangolare.  Nota  del  cav.  Faa  di  Bruno,  p.  77.  —  Necro- 
logia  (Agostino  Luigi  Cauchy). 

Marzo  1867.  Le  due  Comete  del  1857.  Nota  del  Prof.  Igna- 
zio  Calandrelli.  p.  81.  —  Sui  poligoni  inscritti  e  circoscritti 
alle  conicbe.  Del  prof.  F.  Brioschi.  p.  119.  —  Sulla  trasfor- 
mazione delle  funzioni  ellitiche.  Nota  del  prof.  F.  Brioschi. 
(Continuazione,)   p.  125. 
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Systeme,  Lehr-  und 
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\V.  L.  F.  Fischer.   Lex.  8°.    geh.    Berlin.   2  Thlr. 

« 
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H.  A.  B rettner,.  Leitfaden  ftQr  den  Unterricht  in  der  Phy- 
sik.   14.  Aufl.   gr.  8°.   geb.   Breslau.   26  Ngr. 

Fleischhauer,  Populär -physikalisches  Handwörterbuch  für 
Schule  und  Haus.  42.  Lief,  broch.  gr.  8°.  Langensalza.  12  Ngr. 

J.G.Galle,  Grundzöge  der  Schlesiscben  Klimatologie.  gr.  4*. 
geh.   Breslau.   2  Thlr. 

H.  Gerling,  Bemerkungen  über  rundlaufende  Stürme  oder 
Cyclonen.   2.  Aufl.   8°.   Hamburg  und  Leipzig,   cart   1  Thlr. 

F.  Grossmann,  Führer  in  der  geometrischen  Analyse  der 
Krystallographie.  Ein  Hülfsbueh  zu  den  krystallographischen  Wer- 
ken Naumann 's.    gr.  8°.    geh.   Leipzig.    */4  Thlr. 

■ 

Melanges  physiques  et  chimiques  tire*s  du  bulletin  pbysico- 
math^matique  de  l'academie  imperiale  des  sciences  de  St.  Peters- 
bourg.   Tom.  III.  1.  Livr.   Lex.  8°.   geh.   Petersburg  und  Leip 
zig.    1  Thlr. 

J.  Meyer,  Grundzöge  der  physikalischen  Geographie  der 
Schweiz.    8°.    geh.    Leipzig.    y4  Thlr. 

Ed.  Reicbardt,  Die  Theorie  der  Wärme,  ein  Versuch  zur 
Erklärung  der  Erscheinungen  von  Wärme,  Licht  und  Elektricität. 
Jena.   8°.    15  Ngr. 

W.  F.  A.  Zimmermann,  Die  Macht  der  Elemente.  4.  Lief, 
gr.  8°.   geb.   Leipzig.   '/«  Thlr. 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch  •naturwissenschaftliche  Classe.  XXIII.  Bd.  1.  Hft. 
Wien,  b  .  Mit  2  Karten  u.  11  Taf.   2  Thlr.  10  Ngr. 

■ 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Leibnitzens  Ansprach  auf  die  Erfindung  der  Diffe- 
rentialrechnung. H.  Sloman,  Dr.  Leipzig.  Druck  von 
B.  G.  Teubnet.   1867.   4°.   1  Tblr. 

Dieses  erbärmliche  wissenschaftliche  Product,  für  dessen  Wid- 
mung der  berühmte  Sir  David  Brewster,  „der  Biograph  New- 
tonV,  und  Herr  J.  Edleston  Esq.  sich  hoffentlich  höflichst 
bei  dem  Verfasser,  Herrn  Dr.  Sloman  in  Paris,  so  viel  wir 
wissen,  gebürtig  aus  Hamburg,  bedankt  haben  werden,  bezweckt 
nichts  Geringeres,  als  den  grossen  Leibnitz  als  einen  Piagiarius 
an  den  Pranger  zu  stellen,  und  die  Ehre  der  Erfindung  der  Dif- 
ferentialrechnung lediglich  und  einzig  allein  für  Newton  in  Anspruch 
su  nehmen.  Wir  ehren  jedes  wissenschaftliche  Streben  auf  diesem 
Gebiete  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  und  jede  auf  demsel- 
ben sich  kund  gebende  Ansicht.  Wenn  dieselbe  aber  in  einer 
solchen  Weise  dem  Publikum  vorgefahrt  wird,  wie  in  der  vorlie- 
genden Schrift,  empört  sich  unser  Inneres.  Es  ist  uns  widerlich, 
viele  Stellen  aus  derselben  zum  Beleg  des  Obigen  anzufahren. 
Aber  Einiges  müssen  wir  doch  sagen.  Was  Leibnits  betrifft,  so 
wird  derselbe  auf  fast  allen  Seiten  in  der  unwürdigsten  Weise  charak- 
terisirt,  so  dass  es  in  der  That  sehr  schwer  ist,  Einzelnheiten 
hervorzuheben,  weshalb  wir  uns  mit  der  folgenden  Stelle  (S.  517.) 
begnügen  wollen:  „Es  passt  ganz  zu  der  diplomatischen  Feinheit 
des  Advocaten  und  Staatsrates  Leibnitz,  der  an  den  Consul 
Oldenburg  schreibt,  dass  er  diesem  nicht  plump  schreibt,  Du 
weiset,  wie  wir  mit  einander  stehen,  meine  Erfindung  ist  wenig, 
verschaffe  mir  heimlich  das  mehrere,  was  man  bei  Euch  hat,  denn 
Leibnitz  schrieb  nicht  an  einen  Spion,  den  er  mit  Cteld  »e- 
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gtochen  hättev  sondern  an  einen  Freund,  von  dem  er  nur  wollte, 
dass  er  ihm  als  Landsmann  ein  wenig,  ohne  zu  wissen,  dass  dies 
viel  sei,  dienen  sollte."  —  Von  Johann  Bern on Mi  und  L'Ho* 
pital  erdreistet  sich  Herr  Sloman  auf  S.  81.  zu  sagen:  „Was 
Leihnitz  för  die  Differentialrechnung  that,  auch  wenn  er  sie  nicht 
erfand,  ist  noch  unendlich  viel  mehr,  als  was  Fermat  gethan, 
wie  denn  überhaupt  kein  Franzose  vor  der  Mitte  des  folgenden 
Jahrhunderts  etwas  darin  leistete,  da  L'Hospital,  der  reiche 
und  einflussreiche,  nur  dem  armen  Bern  pul  Ii  gestohlen  hat,  was 
er  sich  zueignete,  wozu  Bernoulli  deshalb,  well  ihm  Ale 
Lectlonea  glänzend  bezahlt  waren,  schwieg."  —  Hiebei 
wird  einer  der  würdigsten  und  verdientesten  Veteranen  unter  den 
Mathematikern  und  Physikern  der  Jetztzeit,  der  in  hohem  Grei- 
senalter in  Paris  noch  lohende  treffliche  J.  B.  Biot,  überall, 
wo  seine  bekannten  verdienstlichen  historischen  Arbeiten  irgend 
eine  Gelegenheit  dazu  darzubieten  scheinen,  in  der  unwürdigsten 
Weise  im  eigentlichen  Sinne  verhöhnt,  indem  es  z.  B.  S.  86.  heisst: 
,, Man  sieht,  dass  Montucla,  wie  nur  Biot,  den  man,  seitdem 
er  die  dreifache  Krone  der  Akademie  auf  seinem  Haupte  verei- 
nigt —  eine  Ehre,  die  wenig  Sterblichen  zu  Thell  wird  —  doch 
den  grosstep  Mann  Frankreichs  neonen  muss,  nicht  tbuta  u.s.w." 
und  auf  S.  72.:   „Dass  Herr  Biot  einen  solchen  Charakter  nicht 
versteht,  begreifen  wir,  doch  ist  dies  nicht  Newton  s,  sondern 
ßiot's  Schuld,  der  weder  einen  englischen  Charakter,  wie  den 
Netvton's,  noch  einen  deutschen  Charakter,  wie  den  Bernoql- 
li's»  sondern  höchstens  einen  halbfranzösischen,  wie  den  Le*b- 
uitzens,  zu  lieben  im  Stande  ist*).*'    Auch  sucht  Herr  Sl o man 
überall  die  Verdienste  französischer  Mathematiker  herabzusetzen, 
freilich  für  Jeden,  der  die  Grösse  derselben  kennt,  ohne  Erfolg. 

Eben  so  wie  ich  werden  alle  Leser  des  Archivs  von  einer 
solchen  Schrift,  ganz  abgesehen  von  ihren  wissenschaftlichen  Ke* 
sultaren,  wenn  sie  Oberhaupt  solche,  ejehorig  begründet,  enthielte, 
oft  Widerwillen  sich  abwenden.  Ich  bin  der  abgesagteste  Feind 
jedes,  am  meisten  jedes  wissenschaftlichen  ScandaU.  Wenn  aber, 
wie  im  vorliegenden  Falle,  ein  Mensch  sich  erdreistet,  den  Cha- 
rakter grosser  verstorbener  oder  lebender  Männer  in  einer  solchen 
Weise  darzustellen,  wie  in  vorliegender  Schrift  geschieht,  so 
halte  leb  es  fär  meine  Pflicht,  aueb  offen  darzulegen,  wes  Geistes 
Kind  ein  solcher  Mensch  ist,  und  ich  stehe  daher  nicht  an,  den 
Lesern  des  Archivs  ganz  offen  die  folgende  erbauliche  Geschichte 
zu  erzählen,  indem  ich  dies  namentlich  dem  trefflichen,  so  über«. 


*)  Ganz  bertiaimt  aber  nithl  »Inen  solchen  deutschen  Charskt«» 
wie  doo  Herrn  Hornau'«.    (£.  niuhher.) 
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aus  würdigen  Biot  and  meinen  wissenschaftlichen  College»  in 
Frankreich  überhaupt  unbedingt  schuldig  zu  sein  glaube,  damit  sie 
erfahren,  mit  wem  sie  es  hier  zu  thun  haben. 

Herr  Slomann  bat  bekanntlich  eine  Schrift  geschrieben,  nnter 
dem  Titel:  „Versuch  die  Differenzialrecbnung  auf  an- 
dere als  die  bisherige  Weise  su  begründen.  Paris  1856. 
8.,  welche  mir,  wahrscheinlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels, 
Ich  weiss  nicht  woher,  zur  Besprechung  in  den  literarischen  Be- 
richten des  Archivs  zugesandt  wurde,  die  aber  unterblieb  und 
auch  bis  jetzt  unterblieben  ist,  weil  ich  dieselbe  keiner  Besprechung 
werth  hielt,  worin  ich  mich  vielleicht  irren  kann.   Genug  aber,  es 
ist  dies  meine  Ansicht.   Hierauf  liess  mich  der  Herr  Verfasser 
durch  eine  dritte  Person  ersuchen,  die  Schrift  im  Archiv  zu  her 
trrtheiien.    Ich  erklärte,  dass  ich  dieselbe  dazu  nicht  ftfr  geeignet 
halte,  und  die  Besprechung  unterblieb  abermals.    Nun  bekam  ich 
einen  Brief  des  Verfassers  aus  Paris  mit  einer  Art  Antikritik 
gegen  eine  in  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phy- 
sik" erschienene  Beurtheilung  dieser  Schrift,  welche  Beurtbel« 
hing  ich  weder  damals  gelesen  hatte,  noch  jetzt  gelesen  habe.  Zu- 
gleich ward  mir  in  diesem  Briefe  eine  Art  Douceur  von  100  Francs 
geboten,  insofern  ich  die  fragliche  Antikritik  in  das  Archiv  auf- 
nehmen wörde.   Ja»  —  man  denke  sich,  was  ein  Journal-Her- 
ausgeher sich  bieten  lassen  muss!  —  dem  Briefe  war  eine  halb 
durchschnittene  Banknote  zu  100  Francs  beigelegt,  unge-  - 
fähr  mit  dem  Bemerken,  dass  zu  gehöriger  Zeit  späterhin  die 
dazu  passende  andere  Hälfte  eingefordert  werden  könne. 
Ute  fragliche  Antikritik  gegen  die  in  der  Zeitschrift  für  Ma- 
thematik und  Physik  erschienene  Beurtheilung  der  oben  ge- 
nannten Schrift  ist  in  das  Archiv  dessenungeachtet  nicht  aufge- 
nommen, sondern  durch  die  Post  an  Herrn  Uoctor  Sloman  In 
Paris  mit  der  halbdurchschnittenen  Banknote  zu  100  Francs  zu- 
rückgesandt worden,  eine  Empfangsbescheinigung  derselben  aber, 
wie  es  eigentlich  Pflicht  und  Schuldigkeit  gewesen  wäre,  bis  jetzt 
nicht  eingegangen.    Dies  ist  der  einfache  Hergang  der  Sache  im 
Wesentlichen»  da  ich  das  (genauere  jetzt  nicht  angeben  kann 
und  will •  weil  ich  hier  nur  aus  dem  Gedächtnisse  geschrieben  habe. 
Jeder  bilde  sich  nun  selbst  ein  Urtheill  „Joh.  Bernouüi  schwieg 
deshalb«  weil  ihm  die  Lectionen  gut  bezahlt  wurden," 
Mir  schien  Schweigen  bei  so  bewandten  Umständen  nicht  am 
Orte  *u  sein  „so  wenig  ich  auch  irgend  ein  eigentliches  Unrecht 
in  dem  ganzen  Verfahren  zu  erkennen  geneigt  bin,  was  ich  hier  zum 
Scbluss  noch  ganz  ausdrücklich  bemerke.    Ein  Jeder  wird  und 
mag  sich  das  Beste  denken  II  Gruner t. 
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Astronomie. 

{Aua  der  Berliner  Vnsaiachcn  Zeitung.) 

„Mannheim  den  30.  September  1&57. 

Die  hiesige  Sternwarte,  die  im  vorigen  Jahrhunderte  durch  des 
Ex -Jesuiten  Mai  er  Beobachtungen  und  die  Schriften  der  Pfälzer 
Akademie  einen  Namen  erhalten  hatte,  war  schon  seit  einiger 
Zeit  in  ihrer  Existent  bedroht,  da  Staatsmittel  nicht  vorgesehen 
waren,  einen  Astronomen  länger  zu  unterhalten,  geschweige  die 
Instrumente  nach  dem  Stande  der  Wissenschaft  zu  ergänzen.  Ein 
junger  Astronom,  Dr.  Neil,  welcher  mit  so  geringem  Gebalt  in 
den  letzten  Jahren  hier  angestellt  war,  dass  er  nicht  davon  leben 
konnte,  hat  iu  den  letzten  Tagen  seine  Stellung  aufgegeben.  Ver- 
geblich war  eine  Fürbitte  Alexanders  v.  Humboldt  für  den 
Fortbestand  der  Anstalt,  die  unter  Anderm  eine  sehr  beträcht- 
liche Bibliothek  besitzt.  Nun  wurde  dieser  Tage  eine  Subscrrp- 
tion  auf  einmalige  und  Jahresbeiträge  zur  Besetzung  der  Stelle 
eines  Astronomen  in  Umlauf  gesetzt,  und  hat  in  kurzer  Zeit  ein 
so  günstiges  Ergebniss  gehabt,  dass  eine  bescheidene  Besoldung 
jetzt  schon  gesichert  ist  Zu  gleichem  Behuf  hat  schon  früher  ein 
hiesiger  Rentner,  IJ.  Scipio,  die  Stiftung  eines  Kapitals,  in  Aus- 
sicht gestellt,  so  dass  die  Erhaltung  der  Anstalt  für  unsere  Stadt 
ausser  Frage  ist." 

Je  seltener  dergleichen  Zflge  edler  Aufopferung  fiir  die  Wissen- 
schaft, deren  sich  bis  jetzt  in  grosser  Anzahl  namentlich  nur  Amerika 
rühmen  kann,  besonders  in  Deutschland  sind:  desto  mehr  ver- 
dient eine  solche  That  in  den  Annalen  der  Wissenschaft  aufbe- 
wahrt zu  werden,  und  das  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik" 
nimmt  daher  mit  Freude  Act  von  derselben,  indem  es  zugleich 
den  edlen  Bürgern  Mannheims  im  Namen  der  ganzen  mathemati- 
schen Wissenschaft,  hauptsächlich  aber  ihres  schönsten  und  höch- 
sten Theils,  der  von  keiner  anderen  Wissenschaft  an  Grossartigkeit 
des  Objects  und  der  Tiefe  der  wissenschaftlichen  Behandlung 
übertroffenen  und  übert  reff  baren  Astronomie,  hier  den  wärmsten 
und  innigsten  Dank  abstattet.  In  Cincinnati  bauete  der  uner- 
müdliche Mitchell  bloss  durch  Unterstützung  dortiger  Bürger 
eine  prachtvolle  Sternwarte  *) ,  und  das  nicht  minder  prachtvolle 
Dudley-Observatorium  in  Albany,  dem  jetzt  der  treffliche 


*)  Hl.  a.  eine  auaführliche  Relation  im  Archiv.  Tbl.  XXV.  S.  119. 


Digitized  by  Google 


literarischer  Bericht  CXYI 


5 


Goold  als  üirector  vorsteht,  das  nach  Charles  E.  Dudley; 
von  dem  in  der  unten  angeführten  interessanten  Sdirift  S.  9.  gesagt 
wird:  „C.  E.  Oudley  was  a  man  whose  Sterling  rnerits  would 
have  ensured  a  high  place  among  the  first  eitizens  of  Greece  ör 
Roms,  in  the  virtuous  age  of  either  repubhc,  wheu  iiitegrity  and 
patriotism  were  the  only  passport  to  populär  emtnence 'S  Haupt- 
sächlich aher  nach  Mrs.  Blandina  Dudley  benannt  ist, 
verdankt  seine  ganze  Entstehung  gleich  hochherzigen  Gesinnungen. 
Io  der  Schrift:  „Inauguration  of  the  Dudley  Observa- 
tory, at  Albany,  August  28,  1856.  Albany  1850."  heisst  es 
S.  21.:  „Three  gentleroen,  Messrs.  Thomas  W.  Olcqtt,  Wm. 
H.  De  Witt  and  Ezra  P.  Prentice,  immediately  contributed 
D.  1000*)  each,  and  Mr.  De  Witt  subsequently  increased  bis 
subscription  to  D.  1500.  Genl.  Stephen  Van  Rensselaer  con- 
tributed several  acres  of  valuable  land  as  an  appropriate  site  for 
the  building.  After  this  Mrs.  Blandina  Dudley  —  a  name  now 
known  to  you  all  as  synonymous  with  munificence  and  patriotism, 
subsribed  the  suro  of  D.  12000  in  token  of  her  respect  for  the 
memory  of  a  devoted  husband ;  and  in  the  act  of  incorporatioo, 
the  Institution  reeeived^  by"  vote  of  the  Trustees,  as  a  testimony 
of  their-  gratitude,  the  name  of  Dudley  Observatory";  ferner 
heisst  es  S.  30.:  „Knowing  the  splendid  triumphs  of  German  and 
Freoch  mechanic  art,  knowing  the  exalted  reputation  tbat  most 
worthily  adorns  Repsold's  name  —  the  trustees  of  the  Dudley-Ob- 
servatory  have  yet  confided  the  construetion  of  this  exquisitely 
delicate  instruroent  to  our  countryroan,  and  the  great  Dudley  He- 
liometer (for  which  Mrs.  Dudley,  who  had  so  muniflcently 
raised  he  D.  6000  to  D.  8000,  bas  now  raised  the  D.  8000  to 
D.  14500),  is  to  be  butlt  by  our  countryman  Spencer,  here  in 
this  city  of  Albany."  Und  endlich  schliesst  ein  Brief  der  Mrs. 
Blandina  Dudley  mit  folgenden  Worten: 

„Albany,  August  14,  1856. 

To  the  Trusten*  of  the  Dudley  Observatory: 

For  the  attainment  of  an  object  so  rieh  io  Scientific  rewards 
and  Natiooaly  glory,  guarantied  by  men  with  reputation«  as  exal- 
ted and  enduring  as  the  »kies  upon  which  they  are  written,  con- 
tributions  shoold  be  general ,  and  not  confioed  to  an  individual  or 
a  place. 

For  royseif,  I  offer  as  my  sbare  of  the  required  endowmeot, 


•)  D.  bedeutet  Dollar,  da  das  eigentliche  Zeichen  dafür  nicht  in 
der  Druckerei  war. 
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the  cum  of  D.  60000,  in  addition  to  the  «dvances  which  1  bare 
aiready  made,  Änd  trusting  that  the  naroe  wbicb  you  have  gi*en 
to  the  Obeervatory  raay  not  be  considered  as  an  undeserved  com- 
pliment,  and  tbat  it  will  not  diminish  the  public  regards,  by 
giving  to  the  Institution  a  seemingly  individnal  cbaracter. 

I  remain,  Gentleroen, 

Your  obedieat  aervent  . 

BLMDINA  DUDLE Y.- 

Da*  ist  die  Tbat   einer  amerikanischen  Dame! 

Ganz  in  gleichem  Sinoe  aber  bandelten  jene  Mannheimer 
Bürger;  denn  auf  das  Mehr  oder  Minder  der  Gabe  kommt  es  hier 
nicht  an ;  nur  die  Gesinnung  adelt  die  Tbat  Freue  dich  Deutsch- 
land, noch  solche  Bürger  zu  besitzen! 

Das  Mannheimer  Observatorium,  an  welchem  ausser  dem  oben 
genannten  verdienten  Kx- Jesuiten  Mai  er  auch  Nicolai  und  eine 
längere  Reihe  von  Jahren  selbst  der  berahmte  Schumacher 
eine  kurze  Zeit  wirkten,  verdiente  aber  auch  die  Erhaltung.  In 
einem  111  Fuss  hohen  thurmartigen  viereckigen  Gebäude  mit  vier 
Stockwerken  eingerichtet,  gleicht  es  sehr  der  alten  Sternwarte  In 
Bertin,  and  genügt  freilich  den  Ansprüchen  der  Wissenschaft 
nicht  mehr ;  es  hat  aber  immer  verdienstliche  Arbeiten  geliefert 
die  man  am  besten  aus  Zach's  monatlicher  Correspondenz 
kennen  lernt,  und  schon  manche  alte  Sternwarte  ist  wieder  so 
hergerichtet  worden,  dass  sie  brauchbare  Arbeiten  liefern  konnte» 
was  ja  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  schon  mit  In- 
strumenten von  kleineren  Dimensionen  möglich  ist.    Sie  ist  im 
Jahre  1772  mit  einem  Kostenaufwande  von  70000  Gulden  im  Westen 
der  Stadt  in  einem  der  das  Schloss  umgebenden  Gärten  erbaut 
und  die  Mauern,  vorzüglich  die  Fundamente,  sind  von  sehr  be- 
trächtlicher Dicke.    Die  Treppe  steigt  in  einem  elliptisch  geform- 
ten Treppenhause  von  124  F«*»  Breite  empor.   Der  Beobach- 
tangssaal  für  die  grosseren  Instramente  befindet  oder  befand  sich 
wenigstens  sonst,  in  der  zweiten  Etage.   Die  Anzahl  der  Instru- 
mente war  wenigstens  früher  eine  sehr  grosse.   Der  erste  Direk- 
tor war  der  schon  oben  genannte  Ex- Jesuit  Christian  Mai  er, 
welcher  vorher  in  Schwetzingen  beobachtet  hatte,  im  Jahre  1783 
starb  und  den  1780  gestorbenen  J.  Metzger  zum  Gehülfen  hatte. 
Ihm  folgten  in  der  Direction  Ch.  Kon  ig  von  1784  bis  1786,  J.  N. 
Fischer  von  1786  bis  1787,  dann  P.  Ungeschick,  welcher 
starb,  bevor  er  das  Observatorium  bezogen  hatte.   Im  Jahre  1788 
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übernahm  Roger  Barry  die  Direction,  welcher  während  der 
Kriege,  die  auf  die  Revolution  folgten,  sich  aar  Einstellung  der 
Beobachtungen  genOthigt  sah.  Im  April  wurde  ihm  zwar  sein 
Gebalt  als  Astronom  wieder  ausgezahlt,  ihm  aber  zugleich  die 
Besorgung  von  Licht,  Heitaung,  Correspondenz  und  andere  Aus- 
gaben, welche  sonst  vom  Gouvernement  bestritten  zu  werden 
pflegen r  aufgebürdet.  Ihm  folgte  Schumacher  und  dann  Ni- 
colai, nach  dessen  Tode  die  Sternwarte  wohl  viele  Jahre  ver- 
waist gewesen  ist,  bis  dann  endlich  Herr  Neil  eingesetzt  wurde, 
der  nun  aber,  wie  wir  zu  unserm  grössten  Leidwesen  hören,  jetzt 
auch  genothigt  ist,  sein  Amt  aufzugeben. 

Möge  es ,  wozu  ein  so  ruhmvoller,  in  Deutschland  bisher  noch 
nicht  vorgekommener  Anfang  gemacht  worden  ist,  gelingen,  die- 
sen Tempel  der  höchsten,  edelsten  und  schönsten  der  Wissen- 
schaften zu  erhalten!  Grunert. 


Physik. 

M.  E.  Bary's  neue  physikalische  Probleme.  Für 
die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten,  Gymna- 
sien, Realschulen,  so  wie  für  Studirende  und  Lehrer 
der  Mathematik  und  Physik.  Von  Dr.  F.  A.  Korschel, 
ordentlichem  Lehrer  an  der  Realschule  zu  Burg.  Mit 
3  Kupfertafeln.   Halle.  Schmidt.  1857  .  8.   1  Thlr.  6  Sgr. 

Herr  Korschel  bat  sich  jedenfalls  durch  die  als  solche 
nichts  zu  wünschen  übrig  lassende  Uebersetzung  dieser  ausge- 
zeichneten Sammlung  physikalischer  Probleme  um  unsere  höhe- 
ren Lehranstalten  ein  Verdienst  erworben,  und  dieselbe  wird, 
neben  den  anderen  bereits  vorhandenen  Aufgaben -Sammlungen 
dieser  Art,  namentlich  dem  ausgezeichneten  Buche  von  Flied- 
ner  (2te  Aufl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXII.  S.O.),  gewiss  zur  Förderung 
des  physikalischen  Unterrichts  beitragen.  Zur  näheren  CharaMc- 
risirung  der  empfehlenswerthen  Schrift  bemerken  wir  Folgendes. 
Dass  die  Sammlung  hauptsächlich  ein  mathematisches  Gepräge 
an  sich  tragen  würde,  verstand  sich  bei  der  Schrift  eines  franzö- 
sischen Autors  auf  diesem  Gebiete  ganz  von  selbst;  denn  in  Frank- 
reich weiss  man  langst,  dass  der  physikalische  Unterricht  auf 
höheren  Lehranstalten  durchaus  mathematisch  ertheilt  werden  muss, 
wenn  er  seinen  Zweck  nicht  verfehlen  soll.  Ja  Herr  Bary  ist  in 
diesem  Buche  sogar  so  weit  gegangen,  dass  er  wenigstens  im 
ersten  Tbeile  die  physikalischen  Aufgaben  nach  den  verschie- 
denen mathematischen  Methoden  geordnet  hat,  mit- 
telst welcher  sie  am  zweckmassigsten  gelost  werden ;  und  dies 
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sind  keineswegs  die  den  Gebieten  der  Mechanik  angel 
Aufgaben,   bei  denen  die  mathematische  Lösung  sich  ganz 
selbst  versteht,  und  die  eben  deshalb  in  den  zweiten  Theil  ver- 
wiesen, nicht  nach  dem  obigen  Princip,   sondern  mit  richtigem 
Takte  nach  der  Verschiedenartigkeit  der  Materien  geordnet  wor- 
den sind,  sondern  recht  eigentlich  dem  Gebiete  der  Physik  als 
solcher  angehörende  Probleme.    Durch   die  obige  Ordnung  der 
Aufgaben  des  ersten  Theils  ist  zugleich  auch  deutlich  ausgespro- 
chen, wie  sehr  man  in  Frankreich  dem  sehr  richtigen  Princip 
haidigt,  das»  der  physikalische  Unterricht  auf  höheren  Lehran- 
stalten in  seiner  Rückwirkung  hauptsächlich  mit  zur  Förderung 
und  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  benutzt  werden 
müsse:  alles  Ansichten,  die  auch  von  uns  stets  lebhaft  im  Archiv 
vertreten  worden  sind.    Die  folgende  lnbaltsanzeige  wird  von  der 
Reichhaltigkeit  des  Buchs  Zeugniss  ablegen.   Briter  Tbetl. 
Kap.  I.  Beispiele  von  Problemen,  die  sich  ohne  Hülfe  der  Ma- 
asen lassen,   Dichtigkeit  fester  Körper.    Kälte  dnrch 
der  Gase.   Spannungen  eines  Dampfes  im  Vacuum 
und  in  der  Luft  zu  vergleichen.   Dnrch  Experiment  ein  Strohhalm- 
zu  graduiren.   An  gegebenen  Punkten  eines  Stahl- 
alternative  Pole  von  möglichst  grosser  Kraft  hervorzubrin- 
gen.  Eine  Guitarre  ohne  Hülfe  des  Gehörs  zu  stimmen.  Alje 
Saiten  einer  Guitarre  klingen  zu  machen,  indem  man  eine  anschlägt« 
Ohne  Hülfe  des  Gehörs  das  Intervall  zweier  Töne  auszumitteln. ' 
Kap.  II.   Beispiele  von  physikalischen  Problemen,  die  durch 
die  Arithmetik  gelöst  werden.    Dichtigkeit  eines  für  Flüssigkeit 
durch (i ringbar en  Körpers.  Atmosphärendruck.  Vergleichung  zweier 
Luft  wägungen  unter  verschiedenen  Umstanden.   Numerische  Be- 
stimmung der  Schwingungen  des  c  Warum  klingt  die  tiefete  JSaite 
der  Guitarre,  wenn  man  die  beiden  höchsten  anschlägt.    Kap.  III. 
Beispiele,  die  durch  Geometrie  gelöst  werden.    Optische  Täu- 
schungen bei  einer  Bewegung.    Achromatisches  Spiegelprisma. 
Stabiles  und  labiles  Gleichgewicht.   Kap.  IV.   Beispiele  durch 
Algebra  gelöst.   Luftballon.   Mariotte'sches  Gesetz.   Fehler  der 
Näherungswerte  für  lineare  Ausdehnung.  Berechnung  der  Gi 
der  Ladung  einer  leyilener  Flasche  durch  einen  Electropbor. 
schwindigkeit  der  Abkühlung  im  luftleeren  Räume.    Kap.  V. 
Beispiele  durch  Trigonometrie  gelöst.  Electriscbe  Kräfte 
ein  gewöhnliches  Electroscop  zu  messen.  Bedingung, 
Spiegelprisma  achromatisch   sei.     Elementare  Berechnung  des 
Minimums  der  Abweichung  eines  Lichtstrahls,  der  durch  ein  Prisma 
geht.    Berechnung  der  Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  dem 
Zuwachs   des  Einfallswinkels    und  dem  des  Brechungswinkels. 
Bestimmung  der  ^äherung  anderer  optischer  Näherungsausdrücke. 
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Bemerkung  Ober  Pentecaustiken.   Bestimmung  des  Kantenwinkels 
eines  Prisma,   damit  die  Zerstreuung  des  weissen  Lichts  einem 
gegebenen  Winkel  gleich  sei.   Kap.  VI.   Beispiele,  durch  geo- 
metrische Oerter  gelöst.   Ort  der  conjugirten  Brennpunkte  einer 
leuchtenden  Geraden  in  Bezug  auf  einen  reflectirenden  Kreisbogen. 
Innere  Oberfläche  eines  um  eine  Axe  sich  drehenden  Gelasses, 
an  dessen  Oberfläche  ein  schweres  Molekel  in  jedem  Punkte  ruhet. 
Maximum  der  Standfläche  eines  Menschen.   Minimum  der  Licht- 
menge auf  der  Verbindungslinie  zweier  leuchtender  Punkte.  Kap.  VII. 
Beispiele,  durch  empirische  Formeln  gelöst.   Vergleichung  des 
Luft-  und  Quecksilberthermometers.  Relation  zwischen  den  Spann* 
kräften  des  Wasserdampfes  Aber  100°  C.  und  den  Temperaturen 
am  Lufttherraometer.   Relation  zwischen  den  cubischen  Ausdeh- 
nungen des  Glases  uod  den  Temperaturen.   Temperatur,  bei  wel- 
cher Glas  und  Platin  gleiche  Ausdehnung  zeigen.    Variation  der 
specifischen  Wärme  des  Eisens  mit  der  Temperatur.    Neue  Modi- 
fikationen der  pyrometrischen  Methode  der  Eintauchung.  Empi- 
rische Gesetze  der  Abkühlung.   Kap.  VIII.  Beispiele  von  Losun- 
gen durch  die  Infinitesimalrechnung.    Variation  der  Dichtigkeit 
des  Wassers  in  der  Nahe  ihres  Maximums.   Maximum  der  Tem- 
peratur und  Differenz  zweier  sich  abkühlender  Körper.  Abküb- 
lungsgeschwindigkeit  im  leeren  Räume  ohne  Hülfe  der  Reihen  zu 
berechnen.    Trajectorie  des  Mittelpunkts  einer  Kugel,  die  auf 
einer  Horizontalen  gleitet,  während  diese  sich  um  eine  Vertikale 
dreht.   Natur  einer  brechenden  Fläche,  damit  alle  gebrochenen, 
▼on  einem  Punkte. ausgebenden  Strahlen  parallel  sind,  oder  damit 
sie  sich  in  demselben  Punkte  der  Axe  schneiden.  Zweiter 
Thetl.  Kap.  1.  Statik.   Wägungen.  Schwerpunkt.  Andere  sta- 
tische Aufgaben.   Kap.  II.  Dynamik.   Vertikaler  Fall.    Fall  auf 
der  schiefen  Ebene.    Einfaches  Pendel.    Schwungkraft.  Ausfluss- 
parabeln.  Stoss  elastischer  Korper.    Kap.  HI.  Hydrostatik  und 
Aerostatik.    Archimedisches  Princip.  Aräometer.  Gaswägen.  Saug- 
pumpe.  Cartesianische  Taucher.  Heber.  Mariotte  sche  Versuche. 
Luftpumpe.   Kap.  IV.  Wärmelehre.   Scheinbare  Ausdehnung  der 
Flüssigkeiten  in  Gelassen.    Lufttemperatur  In  Verbindung  mit 
Manometer- Beobachtungen.    Wiegen*  im  Wasser,  mit  Rücksicht 
auf  Temperatur- Veränderungen.    Bestimmungen  einer  empirischen 
Formel.   Dampfelasticität.   Specifische  Wärme.   Kap.  V.  Optik. 
Sphärische  Spiegel.    Durchgang  der  Strahlen  durch  Glas  mit  pa- 
rallelen Flächen.  Ebener  Glasspiegel  mit  Amalgam belegung.  Plan- 
concaver  auf  der  convexen  Seite  amalgamirter  Spiegel. 

Möge  diese  ausführliche  Inhaltsanzeige  das  lebhafte  Interesse 
bethätigen,  welches  wir  an  diesem  verdienstlichen  Schulbache 
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Wir  eehliesfldo  mit  den  zwei  folgenden  Bemerkungen  rück- 
sichtlich  einer  gewiss  bald  nothig  werdenden  zweiten  Auflage, 
namentlich  in  lieaug  auf  deutsche  höhere  Lehranstalten. 

Zuerst  ratben  wir  dringend  an,  den  Abschnitt,  welcher  Auf- 
gaben enthält,  von  denen  die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung 
in  Anspruch  genommen  wird,  ganz  wegzulassen.   Denn  nach  un- 
serer Ansicht  soll  und  darf  ein  Schulbuch  durchaus  nur  Dinge 
enthalten,   welche  ganz  im  Bereich  des  Schulunterrichts  liegen 
und  von  den  Schülern  völlig  verstanden  und   begriffen  werden 
können.    Aber  etwa  die  Anfangsgrunde  der  höheren  Analysis  mit 
in  den  Schulunterricht  aufnehmen  zu  wollen,  namentlich  auf  den 
Realschulen,  wie  manche  Lehrer  in  übertriebenem  Anitseifer  mei- 
nen, ist  eine  so  sehr  verfehlte  Ansicht,  dass  wir  in  der~That 
nicht  begreifen  können,  wie  ein  wahrer  Kenner  der  betreffenden 
Wissenschaft  und  der  Einrichtung  und  des  Standpunktes  unserer 
Schulen  nur  dazu  kommen  kann.    Die  höhere  Analysis  erfordert 
Abstraktionen ,  die,  so  höchst  einfach  sie  freilich  an  sich  sind, 
doch  nicht  fär  den  ScbCler  einer  Realschule  passen,  der  ausserdem 
auch  überhaupt  viel  zu  viel  und  zu  mannigfaltige  Dinge  zn  lernen 
hat  und  lernen  soll,  als  dass  er  sich  noch  mit  einigem  Erfolg  in 
die  höhere  Analysis  vertiefen  konnte  und  dazu  Lust  haben  sollte. 
Oder  man  müsste  denn  etwa  die  Differentialrechnung  in  der  höchst 
oberflächlichen,  der  deutschen  Literatur  keineswegs  zur  Ehre  gerei- 
chenden Weise  lehren  wollen,  wie  man  sie  in  nicht  wenigen  unserer 
Elementarbücher  findet,  —  die  ebendeshalb  das  Archiv  in  seinen  litera- 
rischen Berichten  stets  ganz  mit  Stillschweigen  übergangen  bat,  — 
und  durch  einen  derartigen  Unterricht  auf  <las  mathematische 
Studium  auf  solchen  Universitäten  vorzubereiten,  die  in  der  That 
höchst  verdienstliche  und  lobliche  Absicht  haben,  auf  denen,  wie 
es  —  horribile  dictu  — allerdings  noch  vorkommen  soll,  den  Voi  tragen 
immer  noch  der  sogenannte  kleine  Lacroix*)  zu  Grunde  gelegt 
wird,  in  welchem  das  „en  de^faut  Sein"  der  Taylor 'sehen 
Reihe  und  andere  höchst  erbauliche  Dinge  noch  eine  so  wahrhaft 
diabolische  Rolle  spielen.   Nicht  für  solche,  aber  filr  wirkliche 
Universitäten  und  höhere  technische  Lehranstalten  gehört  allein 
der  „strenge«*  Unterricht  in  der  höheren  Analysis.  Jeder 
nicht  völlig  strenge  Unterriebt  ist  aber  im  höchsten  Grade  verderb- 
lich, und  zwar  am  allermeisten  auf  einer  Schule,  wo  gerade  die 
höchste  Strenge  das  Haupterforderniss  alles  Unterrichts  ist.  Und 
wie  niederdrückend  ist  es  —  in  welcher  Beziehung  uns  sprechende 


•)  Der  cn  seiner  Zeit  gans  verdienstliche  Traite  «I6mentaire 
de  calcnl  differentiel  et  de  calcnl  integral. 


Digitized  by  Google 


Uterarischer  Bericht  CXVf.  1 1 

t 

ociffpieie  zar  oerie  Bienen  —  tut  junge  oinnirenne  ner  mainema- 
tlk  auf  Cnfvetslttten,  wenn  solchen  an  sich  oft  recht  tüchtigen 
jungen  Leuten,  die  auf  der  Schute  schon  etwas  ganz  Vages  ton 
Differentialrechnung,  unendlichen  Reihen  u.  s.  w.  gehört  bnben,  fast  in 
jeder  Vorlesung  gesagt  und  gezeigt  werden  muss :  „m  Allem,  was  Ihr 
früher  von  diesen  Dingen  gehört  habt,  ist  in  deT  Weise,  wie  man  es 
Euch  beigebracht  hat,  z.  B.  schon  In  dem  sogenannten  allgemeinen 
binomischen  Lehrsatze,  sehr  viel  Widerspruch  enthalten,  und  Ihr 
kommt  dadurch,  wenn  Ihr  es  nicht  anders  anfangt,  in  Gefahr,  zu 
den  widersprechendsten  Resultaten  geführt  zu  werden!!"  Also 
nie  wieder  ein  Wort  von  der  Aufnahme  der  Elemente 
der  höheren  Analysis,  so  einfach  diese  Dinge  in  der 
That  auch  an  sich  sind*),  in  den  Schulunterricht  ir- 
gend einer  Art!!  was  sich  auch  die  den  Schulen  vorgesetzten 
oberen  Behörden  gesagt  lassen  sein  mögen,  damit  sie  nicht  durch 
Gerede,  wie  das  Obige,  zu  der  Sache  schädlichen  Schritten  ver- 
leitet werden.     Wie  viel  verständigere  Ansichten  bat  man  über 
den  angeregten  Gegenstand  selbst  auf  nicht  wenigen  höheren 
technischen  Lehranstalten!   Z.B.  auf  der  preussischen  Bau- Aka- 
demie in  Berlin  wird  im  ersten  Curaus  selbst  die  Mechanik  zwar, 
wie  sich  von  selbst  versteht,  in  völlig  strenger,  aber  ganz  ele- 
mentarer Weise,  principiell  ohne  alle  Einmischung  des  sogenann« 
ten  höheren  Calculs,  gelehrt,  dessen  Anwendung  erst  In  späteren 
Cursen  folgt.   Von  wie  viel  richtigerem  Takte  und  von  wie  ver- 
ständigerer Würdigung  des  Wesens  des  betreffenden  Lehrobjects 
und  seiner  praktischen  Bedeutung  zeugt  dies,  als  jener  aJIzu- 
grosse  Eifer  der  ihren  von  uns  in  seinerhoben  Bedeutung  sonst  so  be- 
reitwillig und  lebhaft  anerkannten  Standpunkt  in  der  angeregten  Be- 
ziehung ganz  verkennenden  Realschulen.   Wir  wiederholen  also, 
dass  wir  aus  diesem  Grunde  wünschen,  dass  aus  .dem  vorliegen- 
den verdienstlichen  Buche  künftig  der  die  Infinitesimalrechnung  in 
Anspruch  nehmende  Abschnitt,  insofern  es  ein  wahres  Schulbuch 
sein  und  werden  soll,  ganz  weggelassen,  höchstens  als  Anhang 
mit  kleiner  Schrift  gedruckt  beigefugt  werde. 

Eine  zweiten  Wunsch  wird  der  kenntnissreiche  Herr  Ueber- 
setzer  uns  gewiss  aus  alter,  von  uns  selbst  aus  Herzensgründe 
vollständig  erwiderter  Anhänglichkeit  um  so  lieber  zu  gewähren 
geneigt  sein,  weil  wir  ihn  ja  unter  unsere  Schaler  zählen  zu  dür- 
fen uns  zur  Ehre  anrechnen.  Aufgaben  aus  dem  eigentlichen  Ge- 
biet der  Maschinenlehre,  wenn  wir  auch  nur  die  sogenannten  eio- 


*)  Aber  freilich  auch  eb«n  «o  sehr  aherraet. 
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fachen  und  die  unmittelbar  an  dieselben  sich  anschliessenden  Maschi- 
nen, wie  Flaschen-  und  Rollenzug,  Räderwerk,  die  verschiedenen 
Arten  der  Schoellwaage,  die  grosse  und  kleine  Brückenwaage,  u.  s.  w. 
u.  s.w.  in's  Auge  fassen,  kommen  leider  in  dem  vorliegenden  Buche  so 
gut  wie  gar  nicht  vor.  Da  wir  und,  wie  wir  wissen,  viele  ver- 
diente Lehrer  mit  uns ,  gerade  auch  solche  Aufgaben  gern  in  den 
Kreis  des  Realschul -Unterrichts  gezogen  sehen:  so  wünschen  wir 
sehr,  dass  der  Herr  Ucbersetzer  einen  besonderen  derartigen  Ab- 
schnitt selbstständig  beifüge,  was  Ihm  ein  Leichtes,  den  betref- 
fenden Lehranstalten  aber  gewiss  sehr  erwünscht  und  der  Ver- 
breitung des  Büchs  förderlich  sein  wird. 

Gruner! 


Vermischte  Schriften- 
Taschenbuch  für  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 
und  Astronomie.  Von  Dr.  Rudolf  Wolf,  Professor  zu 
Zürich.  Zweite  ganz  umgearbeitete  und  sehr  erwei. 
terte,  mit  zahlreichen  Tabellen  und  fünf  Figurentafeln 
ausgestattete  Auflage.   Bern.  Haller.  1866.  & 

Das  empfehlende  Urtheil,  welches  wir  im  Literar.  Bericht 
Nr.  LXXII.  S.  009.  über  die  erste  Ausgabe  dieses  hübschen  mathe- 
matischen Taschenbuchs  ausgesprochen  haben,  ist  durch  die  so 
eben  erschienene  zweite  Auflage  bestätigt  worden.  Diese  neue 
Auflage  ist  mit  Recht  als  eine  sehr  erweiterte  und  vervollstän- 
digte auf  dem  Titel  bezeichnet  worden.  Denn  wenn  auch  im  Gän- 
sen, bei  vielfacher  Berücksichtigung  der  neueren  Fortschritte  der  Wis- 
senschaft, der  lobalt  im  Allgemeinen  derselbe  geblieben  ist,  so  haben 
doch,  wie  wir  am  Schlüsse  unserer  Anzeige  der  ersten  Auflage 
wünschten,  nun  auch  die  Anfangsgründe  der  höheren  Mathematik 
einige  Berücksichtigung  gefunden,  und  vieles  andere  Neue, 
namentlich  auch  mehrere  recht  zweckmässig  eingerichtete  Tabel- 
len, ist  hinzugekommen,  auch  sind  die  notbtgsten  Figuren ,  welche  in 
der  ersten  Auflage  ganz  fehlten,  beigefügt  Endlich'erleichtert  auch  ein 
sehr  genaues  Inhalts  verzeichniss  den  Gebrauch  sehr.  Uns  auf  unsere 
Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Uebrigen  -  beziehend ,  empfehlen 
wir  diese  neue  Auflage  im  Verhftltniss  zu  jener  in  erhohetero  Maasse 
recht  sehr,  und  wünschen  dem  anspruchslosen,  aber  in  seiner  Art 
nützlichen  Büchlein  vielfache  Verbreitung. 
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Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.   (Siehe  Literar.  Ber.  Nr.  CX. 

S.  7.) 

Jahrgang  1856.  Band  XXII.  Heft  1.  Boutf:  Chronolo- 
gischer Katalog  der  Nordlichter  bis  »am  Jahre  1856,  aamrot  einer 
Bibliographie  ober  diese  Erscheinung.  S.  3.  -  Pless  und  Pierre: 
Beiträge  zur  Kenntoiss  des  Ozons  und  des  Ozoogebalts  der  atmo- 
sphärischen Luft.  S.211.  —  Zantedeschi:  Risultamenti  otte- 
nuti  da  un  Giroscopio  S.  251.  Di  alcuni  nuovi  esperimeoti,  co'quali 
si  e  creduto  di  comprovare  la  noo  simultanea  esistenza  dt  due 
correoti  opposte  sul  medesimo  filo  conduttore.  S.  256.  —  Zan- 
tedeschi e  Borlinetto:  Dei  limiti  di  impressionabilita  delle 
sostanze  fotogrofiche;  dell'  influenza  delle  superficie  nei  fenomeni 
fotogenici;  della  loro  chimica  natura;  dei  miglioramenti  apportati 
all'  arte  eliografica.  S.  261.  —  v.  Sonklar:  Ein  Condensations- 
Hygrometer.   S.  271. 

Jahrgang  1856.  Band  XXII.  Heft  2.  Knocheohauer : 
üeber  die  Theilung  des  elektrischen  Stromes.  S.  327.  —  Der- 
selbe: Ueber  den  Strom  der  Nebenbatterie.  S.  331.  —  Boue: 
Parallele  der  Erdbeben,  der  Nordlichter  und  des  Erdmagnetismus,  * 
samntt  ihrem  Zusammenhang  mit  der  Erdplastik  sowohl  als  mit 
der  Geologie.  S.  395.  —  v.  Baumgartner:  Von  der  Umwand- 
lung der  Wärme  in  Elektricität.   (Sehr  interessant.)  S.  513. 

J.ahrgangl856.  Band  XXII.  Heft3.  Böhm:  üeber  die 
Seehobe  von  Prag.  (Herr  Professor  BQhm  in  Prag  hat  mit 
grossem  Heisse  und  vieler  Muhe  vorzuglich  die  Nivellements  der 
verschiedenen  Eisenbahnen  benutzt,  um  die  Seehohe  von  Prag  zu 
bestimmen.  Diese  Arbeit  ist  nicht  bloss  interessant  wegen  der 
wichtigen,  durch  sie  erhaltenen  Resultate,  sondern  auch  weil  sie 
zeigt,  wie  genau  im  Ganzen  genommen  die  Nivellements  sind, 
die  dem  Bau  der  verschiedenen  Eisenbahnen  zu  Grunde  gelegt 
sind.    Die  Resultate  seiner  mühsamen  Arbeit  sind  folgeode. 
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Die  drei  folgenden  Hohen  stützen  sich  theils  auf  geometrische, 
theils  auf  trigonometrische,  jedoch  von  einander  unabhängige  Ope- 
rationen, die  sfimmtlich  von  demselben  Meere  ausgeben;  sie  geben 


Aebnlicbe  Ermittelungen  scheinen  sehr  wGnschenswertb  zu  sein, 
und  Herrn  Professor  Böhm'«  verdienstliche  Arbeit  liefert  ein  gutes 
Muster  fär  dieselben.)  —  v.  Littrow  legt  eine  Karte  des  Mond- 
gebirgs  Kopemikus  von  Herrn  Director  P.  A.  Seccbi  vor.  S.  692. 
—  Oeltzen:  Resultate  aus  der  Vergleichung  des  Sternkatalogs 
von  Fedorenko  mit  andern  Quellen.    S.  701. 

Jahrgang  1857.    Band  XXIII.    Heft  1.  Zantedeschi: 

Zantedeschi  e  Berlinetto:  Sull  influenza  del  vuoto  e  di  alcani 

g**  n*'  feeoroeni  chimici,  che  presentano  i  joduri  d'argento  esposri 
aJla  luce  Solare.  Memoria  V«.  S.  7.  —  Benedikt:  Ueber  die 
Aenderungen  des  Magnetismus  unter  dem  Einflüsse  elektrischer 
Yertbeiluog.  3.  14a  —  Boue":  üeber  die  geometrische  Reget- 
nOssißkeit  des  Erdballes  im  Allgemeinen ;  insbesondere  Ober  die- 
jenige seiner  Wasserrinnen  und  die  Abtheilung  dieser  in  symme- 
trische Gruppen.  &256L  —  v.  Littrow:  Mittheilungeines  Schreibens 
des  Herrn  F.  A-  Secchi,  Directors  der  Sternwarte  am  CoJIegio 
Komangu,  &  275.  —  Freih.  v.  Baumgartner:  Üeber  Gewitter 
überhaupt,  Hagelwetter  insbesondere.  S.  277.  (Sehr  beachtens- 
werte und  interessant)  — <■  Pohl  und  Weselsky:  Studien  aus 
dem  Gebiete  der  Megatypie.   S.  317, 

AnnaM  di  seienze  matematiebe  e  fi siebe,  compi- 
lati  da  Barnaba  Tortolini.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXV.  S.  8.) 

Avule  18^7«  §«!U  teorica  delle  coordinate  curviUnee  e  eul 
luogo  de'  cenUi  4|  cn*ratura  d'una  superficie  qualunque.  Memoria 
del  prof.  D  e  I  f l  n  o  C  o  d  a  z  % 1  p.  129.  Eine  sehr  beachtens werthe 
Abhandlung,  in  deren  erstem  Tbeile  der  Herr  Verfasser  auf  be- 


Mittel : 

103,63  Wiener  Klafter. 
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merkenswertb  knrse  Weise  zu  dem  von  Larotf  in  «einer  bekann- 
ten Abhandlung  über  den  betreffenden  Gegenstand  (Journal  de 
Liouville.   T.  V.   p.  313.   Memoire  nur  las  ceordinate* 

curvilignes)  gefundenen  Ausdrücken  gelangt,  in  dem  zweiten 
Theile  aber  —  Alles  in  eigentümlicher  Weise  —  eine  von  Bor- 
doni  gefundene  merkwürdige  Eigenschaft  eines  Systems  paralle- 
ler Flüchen  und  allgemeine  Forraelo  zur  Bestimmung  des  Orts 
der  Mittelpunkte  der  Curvatur  einer  jeden  beliebigen  Fläche  ent- 
wickelt, und  dieselben  auf  einen  schon  von  Monge  behandelten 
besonderen  Fall  anwendet.  Da  uns  die  Abhandlung  noch  nicht 
vollständig  vorliegt,  müssen  wir  uns  mit  dieser  oberflächlichen  An- 
zeige begnügen,  machen  aber  unsere  Leser  auf  dieselbe  beson- 
ders aufmerksam. 


Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  360—384.  Vergl.  Literar.  Bericht  Nr.  CV. 
S.  12. 

C.  Brunn  er  II.,  zweijährige  Beobachtungen  Über  die  Tem- 
peratur des  Wassers  von  Ziehbrunnen.    Nr.  364.   S.  33. 

Aus  dem  Fremdenbuche  des  Hotel  du  Monte  Rosa 
in  Zermatt.  Nr.  364.  S.  37.  Enthält  verschiedene  magnetische 
Beobachtungen. 

R.  Wolf,  neue  Beobachtungen  über  den  Ozongehalt  der 
atmosphärischen  Luft.  Nr.  367  und  368.  S.  57.  —  Enthält  viele 
verdienstliche  Beobachtungen  mit  Anschluss  allgemeinerer  Bemer- 
kungen. 

M.  Hipp,  über  den  elektrischen  Webstuhl.  Nr.  370—374. 
S.  81.  —  Ein  recht  interessanter  Aufsatz  in  physikalischer  und 
technischer  Rücksicht 

Wenn  auch  eigentlich  nicht  hierher  gehörend,  aber  seines 
allgemeinen  interessanten  Inhalts  wegen,  führen  *  ir  auch  an : 

Guthnik,  Vegetation  in  Algier.   Nr.  370-374.    S.  101. 

J.  Koch,  meteorologische  Beobachtungen  im  Wioter  1855y56 
und  im  Frühjahr  1856.   Nr.  375-376.    S.  120. 

Perty,  einige  Bemerkungen  über  Fernrohre.  Nr.  377 — 378. 
S.  137.  —  Zur  allgemeinen  praktischen  Beurtheilung  der  Güte  der 
Fernrohre  recht  beachtenswert!]. 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  and  Phy- 
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sik  in  der  Schweiz.   Nr.  370  -  384.   S.  153.  —  Betreffen  diesmal 
bloss  den  Bergmann  Frans  Samuel  Wild  von  Bern,  der 
auch  lebhaftes  Interesse  für  Mathematik  hatte. 


Druckfehler. 
Literar.  Ber.  Nr.  CX V.  S.  3.  Z.  6.  v.  u.  statt  „fit"  setze  man  „III«, 
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